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Resumo

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar e demonstrar algumas das principais
versoes do Teorema Central do Limite. O Teorema Central do Limite ¢ um dos mais famosos
e importantes teoremas na teoria de probabilidade. Segundo ele, sob certas condigoes,
a média amostral tem distribui¢ao assintética normal. Esse resultado é extremamente
importante, porque permite o uso da distribuicao normal para aproximar a distribuicao
da média quando se trata de grandes amostras e isso favorece o uso de diversas técnicas
estatisticas paramétricas ¢ nao paramétricas mesmo quando a amostra considerada nao tem
distribuicdo normal. Foram consideradas aqui a versao classica desse teorema, atribuida a
De Moivre-Laplace, a versao de Liapunov, de Lindeberg, de Hajek-Sidak, além da versao

para vetores aleatorios.

Palavras-chaves: Teorema Central do Limite. Teoria assintdtica. Teoria de Probabilidade.



Abstract

This work aims to present and demonstrate some of the major versions of the Central
Limit Theorem. The Central Limit Theorem is one of the most famous and important
theorems in probability theory. According to him, under certain conditions, the sample
mean has a normal asymptotic distribution. This result is extremely important because
it allows the use of the normal distribution to approximate the mean distribution when
dealing with large samples and this favors the use of various parametric and nonparametric
statistical techniques even when the sample considered has no normal distribution. We
considered here the classical version of this theorem, attributed to De Moivre-Laplace, the

Lindeberg version of Liapunov, the Hajek-Sidak, and the random vector version.

Key-words: Central Limit Theorem. Asymptotic Theory. Probability Theory.
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1 Introducao

Na Inferéncia Estatistica ha interesse em deduzir o comportamento de determinada
caracteristica populacional com base em uma amostra. Pode-se dizer que a inferéncia segue,
em geral, dois caminhos: a estimacdo e os testes de hipotese. Frequentemente, para usar
essas técnicas, faz-se necessério fazer suposigoes sobre a distribui¢ao amostral (métodos
paramétricos). Muitos testes e estimadores intervalares sdo construidos sob a condigao de
normalidade dos dados, no entanto tal condicdo nem sempre é observada. Dai provém um

dos pontos que torna tao importante o teorema considerado neste trabalho.

O Teorema Central do Limite, também chamado de Teorema do Limite Central,
é um dos teoremas mais importantes para a Estatistica, pois esse teorema diz que, sob
certas condigoes, a soma de n variaveis aleatérias padronizadas converge em distribuicao
para uma N (0, 1), independentemente da distribuigdo de onde provém as varidveis. Desta
forma, o teorema garante que para amostras grandes pode-se usar os métodos estatis-
ticos paramétricos mesmo quando a amostra observada nao parece vir de uma variavel

normalmente distribuida.

Existem varias versoes para o Teorema Central do Limite, mas neste trabalho,
serao apresentadas apenas seis das principais versoes desse teorema. Entre essas versoes
deste teorema, a mais geral é a de Lindeberg, que nao exige que as variaveis aleatérias
scjam identicamente distribuidas, além disso, com a condi¢do do Lindeberg demonstra-se
as versoes classica, de De Moivre- Laplace, de Liapunov e a de Hajek-Sidak. A diferenca

de cada uma dessas versoes reside nas suposicoes feitas sobre a distribuicao amostral.

Neste trabalho, inicialmente sera feita uma revisao tedrica de alguns tépicos de
Matematica e Probabilidade que serao utilizados nas demonstracoes, em seguida serao

apresentadas as versoes consideradas do Teorema Central do Limite e suas demonstragoes.



2 Fundamentacao Tedrica

As demonstragoes das versoes do Teorema Central do Limite requerem conceitos
matematicos e probabilisticos ndo triviais. Boa parte destes temas sao vistos nos cursos
de Célculo Diferencial e Integral e de Probabilidade, mas, em geral, de forma superficial
eles serao apresentados neste capitulo para facilitar a leitura do préximo capitulo e pode
ser suprimido, se o leitor considerar que tem suficiente familiaridade com os assuntos

considerados.

2.1 Séries de Taylor e Maclaurin

Nesta secao sera dada apenas uma breve introdug¢ao ao polinémio de Taylor. Para

mais detalhes consulte, por exemplo, Thomas e Finney (1975) e Lima (2002).

Definicao 2.1. Seja f uma funcao com derivadas de todas as ordens em algum intervalo

contendo xg como ponto interior. Entao, a série de Taylor gerada por f em x = xg €

LB (20) (z — z0)* "(z0)(z — o))" "(xo)(z — x0)? M) (20)(x — 20)"
S0t ) S ma) | e a? | fOeen)

k=0
Quando xy = 0, entdo, tém-se as séries de Maclaurin, que sao um caso particular das

séries de Taylor:

i [P0 ()"

D SO SO [P0

= H0)+ = o )

+ ..
k=0

As séries de Taylor, também conhecidas como polindémio de Taylor, surgiram a partir
dos trabalhos do matematico Brook Taylor em 1715. A ideia principal é obter estimativas
cada vez mais préximas do verdadeiro valor de uma fun¢do f(z) em um determinado ponto
xo aumentando a ordem da derivada, ou seja, aumentando a quantidade de derivadas de
uma fungao f(x) melhora-se cada vez mais a estimativa para o verdadeiro valor de f(x)
em um determinado ponto xy. Sendo assim, a estimativa feita por f”(z) aplicada em um
ponto zy é melhor do que com f’(z) aplicada em x; e assim por diante. As Figuras 1, 2 e

3 ilustram graficamente a ideia do polinomio de Taylor.



Capitulo 2. Fundamentagio Tedrica 9

Figura 1 — Grafico de uma funcao exponencial, em azul, aproximada com o polinémio de
Taylor de grau 1, em x=0.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Figura 2 — Grafico de uma funcao exponencial, em azul, aproximada com o polinémio de
Taylor de grau 2, em x=0.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Figura 3 — Grafico de uma funcéo exponencial, em azul, aproximada com o polinémio de
Taylor de grau 5, em x=0.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

A partir da série dada pela Equagdo (2.1) pode-se obter Séries de Taylor para
determinadas fungoes, desde que as mesmas admitam derivadas de qualquer ordem. A

seguir tal processo sera exemplificado.

Exemplo 2.1. Determine as Séries de Taylor para as fungoes f(x) = €®, f(x) =senzx e

f(z) = cosz todas em xo = 0.
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Demonstragdo. A funcao e® é a unica funcado cuja derivada é sempre ela mesma. Sendo

assim,

fW(@) =e* = fM(0)=1,Yn€{0,1,2,...},

logo, aplicando este resultado em (2.1), segue que

1 2 3 1 0ok
ex=1+gi—!+%+%+%+m:l;)%. (2.2)
Agora, para a f(z) = sen(z) em xy = 0, dai tem-se que
f(z)=senz = f(0)=
f'(x) =cosz = [f/(0)=1
["(z) =—senz = ["(0)=0
f"(z) = —cosx = f"(0)=-1
fY(x) =senz = fP0)=0
fOz)=cosz = fO0)=1
f(ﬁ)(x) =—senr = f(6)(0) =0
fO@)=—cosz = fO0)=-1

A partir dessas sete derivadas, percebe-se que as derivadas de ordem par, aplicadas em
xo = 0, sdo nulas, e as impares sao nao nulas e seguem alternando o sinal em positivo e
negativo, nessa ordem, entao, substituindo essas informagoes em (2.1), obtem-se que a

Série de Taylor da funcao sen(x) é dada por

1 3 5 7 S 2n—1
sen(x):x———+___+,,,: (_1)z+1 x

3l 5! 7! P (2n — 1)
Por fim, para a fun¢ao f(z) = cos(z) em zy = 0, a demonstracao ¢ feita de forma
similar a da f(z) = senx em xy = 0. As sete primeiras derivadas para a f(z) = cosx

aplicadas em 2y = 0 sdo dadas por

f(x) =cos(z) = f(0)=1
f'(w) = —sen(z) = [f(0)=0
f'(x) = —cos(z) = [fU(0)=—1

J"(w) =sen(x) = f"(0)=0

fO) =cos(z) = fP(0)=1
fO(2) = —sen(z) = f(0)=0
fO2) = —cos(@) = fO0)=-1

fO@) =sen(z) = f70)=0
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Neste caso, sao as derivadas de ordem impar que sao nulas, em zy = 0, e as pares sao
nao nulas e os sinais se alternam em positivo e negativo, nessa ordem. Substituindo essas

derivadas em (2.1), obtem-se que a séric de Taylor do cos(z) ¢ dada por
L2

2

cos(x) = 1 — T (—1)
! 6! —~

7

2.2 Variaveis Aleatérias

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério é chamado
de espago amostral, que geralmente é denotado por 2. Por exemplo, ao realizar o
experimento que consiste em lancar duas moedas quaisquer e observar as faces que ficaram
voltadas para cima, o espago amostral ¢ Q = {(c¢,c),(c, k), (k,c), (k,k)}, onde ¢ ¢ k
representam, respectivamente, cara e coroa. Por outro lado, se o experimento consiste em
langar um dado com seis faces numeradas de 1 a 6 e observar o nimero da face voltada

para cima, o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}.

No exemplo da moeda, o interesse pode estar na quantidade de coroas que ocorreram
ao lancar as moedas. Neste caso, tal quantidade poderia ser facilmente obtida a partir dos
resultados do experimento. Entretanto, em experimentos com um espaco amostral maior,

isso comeca a ficar mais dificil.

Associar nimeros aos resultados possiveis de um determinado experimento aleatério
¢ uma ideia muito interessante e pratica, pois, permite trata-las matematicamente de uma

maneira mais simples.

Definicao 2.2. Uma waridvel aleatoria é uma fungdo real definida no espago amostral
Q de um experimento aleatorio. Ou seja, uma varidvel aleatoria é uma funcdo que assume
valores reais e que associa a cada resultado do espagco amostral do experimento aleatorio

um numero real.

Se o conjunto de valores que uma variavel aleatéria pode assumir for finito ou infinito
enumeravel ela é chamada de variavel aleatéria discreta. Se o conjunto de valores que
uma variavel aleatoria pode assumir for ndo enumeravel, ou seja, um intervalo de valores
reais, entao, ela é chamada de varidvel aleatéria continua. Existem ainda as variaveis
mistas (parte discreta, parte continua) e as singulares (JAMES, 2002; MAGALHAES,

2006). Daqui em diante serao consideradas apenas as variaveis discretas e as continuas.

Definigao 2.3. Seja X uma varidvel aleatoria discreta. A fung¢do de distribuicdo de

probabilidades de X € a fun¢io P(X = x;) que associa, a cada valor possivel x;, com
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1=1,2,--- de X, sua respectiva probabilidade

p(r;) = P(X =x;) = Z P(w).
{we:X (w)=z;}
Por construcao, tal funcao deve ser tal que

o>
0<p(z;) <1 eY PX=um)=1
i—1
Definicao 2.4. Seja X uma varidvel aleatoria continua, assumindo valores x € S,., onde
S, denota um intervalo real. A funcdo de densidade de probabilidade ¢ uma funcao

f(x) que satisfaz as sequintes propriedades:
flx) >0 e / f(z)de = 1.
€Sy
Além disso, para um intervalo (a;b] C R tem-se

Pla< X <b)= /bf(x)dx.

a

Definicao 2.5. Dada uma varidvel aleatoria X qualquer, o fung¢do de distribuigcdo

acumulada de X, denotada por Fx(x), é definida por
Fx(z) = P(X <x), VxzeR
Em particular, se X € uma varidvel aleatoria continua, entdo

T
Fy(z) = / F(t)dt. (2.3)

Observe que a funcao de distribuicao acumulada é definida nao apenas sobre o
conjunto dos valores que a variavel assume, mas para todo valor real. Além disso, sendo

uma probabilidade, deve ser tal que
0< Fx(x) <1, VzeR

Além do mais, como consequéncia da Equagao (2.3), segue que, no caso especifico das

variaveis continuas,
dF X ($ )

dx

= f(x).

A fungéo de distribuigdo acumulada de uma varidvel aleatéria X satisfaz as seguintes

propriedades:

(i) lim Fx(z) =0c¢ lim Fx(z)=1;

T—r—00

(ii) Se a < b sdo dois numeros reais, entao F'(a) < F(b);
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(i) Se a < b, entdo Pla < X <b) = F(b) — F(a);

(iv) lim Fx(x)= F(a).

r—at

As demonstragoes de tais propriedades foram omitidas aqui, mas podem ser encontradas
em James (2002).

Na sequéncia, serao apresentadas duas quantidades importantes associadas as
variaveis aleatdrias, bem como algumas de suas propriedades. As demonstragdes das
propriedades podem ser encontradas em diversos livros classicos de probabilidade, tais
como James (2002), Magalhaes (2006), Dantas (2013), Ross (2014). A primeira quantidade
é a esperanca, que também pode ser chamada esperanga matematica, média, valor esperado

ou expectancia, e a segunda ¢ a variancia.

A esperanca de uma variavel aleatéria é uma medida de tendéncia central dessa

variavel, podendo ser interpretada como sendo o centro de gravidade da distribuigao
(DANTAS, 2013).

Definigao 2.6. Seja X uma varidvel aleatoria discreta que assume os valores x; e proba-

bilidades P(x;), comi=1,2,---. A esperanga matemdtica de X é definida como
E(X) = inP(X = z;),

desde que a série seja convergente.

Definicao 2.7. Seja X wma varidavel aleatoria continua, com fungdo de densidade de

probabilidade, denotada por f(z), entdo, a sua esperanga matemdtica é definida como
+oo
E(X) = [ " af@)ds,

—00

desde que a integral esteja bem definida.

Tanto para o caso discreto quanto para o continuo, valem propriedades do valor

esperado que serdo vistas a seguir. Sejam a e b constantes reais diferentes de zero e
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6. Se as variaveis X, X, -+, X, sdo independentes E (H Xl-) = H E(X;).

i=1 i=1

O resultado a seguir trata do calculo de esperanca de uma funcao de uma variavel

aleatoria.

Lema 2.1. Seja X uma varidvel aleatoria, onde g é uma fungao real e Y = g(X). Entao,

se X ¢ discreta,
E(Y) = 3 gln) P(X = 12),
e se X € continua
E(Y) = [ g(@)f(x)da.
E possivel também calcular a esperanca usando a funcao de distribuicao acumulada,

como pode ser visto no resultado abaixo.

Lema 2.2. Para uma varidvel aleatoria nao negativa Y,
+oo +00
EY)= [P >ydy= [ (1-Fy)ay.

A variancia é uma medida de dispersao que mostra a variabilidade dos dados em
torno da média. A definicao de variancia e as suas propriedades sao dadas a seguir. Assim
como no caso da esperancga, as demonstragoes serdo omitidas, mas podem ser encontradas
em diversos livros, como por exemplo, James (2002), Magalhaes (2006), Dantas (2013),
Ross (2010), Ross (2014).

Definicao 2.8. A wvariancia de uma varidvel aleatoria X qualquer é definida como
Var(X) = E[(X — E(X))?. (2.4)

Define-se a partir dai, o desvio-padrao de uma varidvel aleatoria X como

dp(X) = y/Var(X).

Usando propriedades de esperanca vistas anteriormente, mostra-se que a variancia
pode ser calculada como
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Seja X uma varidvel aleatéria e a e b constantes reais diferentes de zero. Neste

caso, a variancia satisfaz as seguintes propriedades.

1. Var(X) > 0;

2. Var(a) = 0;
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3. Var(X + a) = Var(X);
4. Var(bX) = b* - Var(X);

5. Var(a + bX) = b* - Var(X).

Foi visto que é possivel calcular esperanca de uma funcao de uma variavel aleatoria.
Um caso particularmente importante é aquele em que se considera uma poténcia da variavel

aleatoria.

Definicao 2.9. O momento de ordem k de uma varidvel aleatoria X é definido como

E(X*) e pode ser calculado da sequinte maneira, para k € {1,2,...}

S afP(X =1;), para o caso discreto,
i=1
E(X*) =

+oo
/ 2 f(x)dx,  para o caso continuo.

—00

2.3  Modelos Probabilisticos

Muitos experimentos aleatorios apresentam certas caracteristicas que se repetem
em outros experimentos aleatérios. Estas caracteristicas definem familias de distribuigoes
de probabilidade/fungoes de densidade indexadas por um ou mais pardmetros, as quais sao
chamadas de modelos probabilisticos. Ha diversos modelos discretos e continuos, no entanto
serdo apresentados apenas trés deles, por serem os modelos que serao citados/usados neste
trabalho.

2.3.1 A distribuicao de Bernoulli e a distribuicdo Binomial

A distribuicao de Bernoulli é um modelo discreto que é utilizado em experimentos
onde s6 ocorrem dois resultados possiveis, um sucesso ou um fracasso. Esse tipo de

experimento é conhecido como ensaio de Bernoulli.

Se X é uma varidvel aleatoria com distribuigao Bernoulli, denotado por X ~

Bernoulli(p), sua distribuigao de probabilidades é dada por:
P(X =2)=p"(1—p)'* comz=0,1,
em que p é a probabilidade de obter sucesso e (1 — p) é a probabilidade de obter fracasso.

A partir da distribuicdo de probabilidades é possivel mostrar que E(X) = p e
Var(X) =p- (1-p).

A distribuicao Binomial é obtida quando se conta o niimero de sucessos observados
em n ensaios (ou tentativas) independentes de Bernoulli, ou seja, define-se uma variavel

aleatéria X que conta o niimeros de sucessos nos n ensaios independentes de Bernoulli.
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Se uma variavel aleatéria X tem distribuicao Binomial com parametros n e p,
denotado por X ~ Bin(n,p), com 0 < p < 1 en € {1,2,...}, sua distribuicao de
probabilidade ¢ dada por

HX:@=<

n

)pgﬁ(l -p)"t, x=0,1,2,...,n.
x

Usando a distribuigao de probabilidade e bindmios de Newton, mostra-se que, neste

caso,
E(X)=np e Var(X)=np(l—Dp).

2.3.2 A distribuicao Normal

A distribuicdo Normal é um dos principais modelos probabilisticos, por sua ampla
aplicabilidade em estatistica. Muitas técnicas estatisticas sdo desenvolvidas sob a suposi¢ao

de normalidade.

Uma variavel aleatéria X tem distribuicao normal com pardmetros € R e o2 > 0,
denotado por X ~ N(u,o?) quando sua fungao densidade de probabilidade é dada por

x:;ex —M} x
)= e | R scn

Quando 1 = 0 e 02 = 1, entdo se diz que a varidvel tem distribuicio normal
padrao ou normal reduzida. A Transformacdo de uma normal com média x e varidncia o2
em uma normal com média 0 e variancia 1 é chamada de padronizagao. Usando técnicas
de probabilidade, mostra-se que se X ~ N(u,0?), entao

X —p

o

~ N(0,1).

A fungdo de densidade fy(x) da distribui¢do normal ndo possui uma primitiva, o
que implica que valores de probabilidades acumuladas - F'(x) - s6 podem ser calculados
computacionalmente. Com a padronizacao, basta calcular tais valores para a distribuicao
normal padrao e, a partir dai, é possivel calcular probabilidades associadas a variaveis

normalmente distribuidas com quaisquer parametros.

Se X ~ N(u,0?%), entao E(X) = p e Var(X) = o2 As demonstragdes de tais

resultados sdo nao triviais e requerem varias técnicas de calculo diferencial e integral.

2.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos, ou fungao geratriz de momentos, como o préprio
nome sugere, possibilita o cdlculo dos momentos de uma variavel aleatéria continua ou
discreta. Essa fungao também é 1til para identificar a distribuicao de uma variavel aleatéria,

pois ela identifica de maneira tinica um modelo probabilistico.
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Defini¢ao 2.10. Se Mx(t) € a fungio geradora de momentos (f.g.m.) de uma varidvel
aleatoria X, entdo
Mx(t) =E[¢X], VteR, (2.5)

desde que E {etx} seja finita.

Se X for uma variavel discreta,
Mx(t) =Y ™ P(X = 1),

e se for continua
+

MX(t):/ Ooemf(a:)dx.

J =00

A seguir veremos alguns resultados importantes sobre a fgm.

Teorema 2.1. Seja X uma varidvel aleatéria. Como E(eX) estd definido para t € (—h, h)

para algum h € R, entao:
MY (0) = E(X").

Demonstragdo. Para esta demonstracao utilize a série de Taylor da fun¢do exponencial
(Equacao 2.2). Fazendo X = tX, obtem-se

X _ 0. G CHEE 20 CANN A & X
=l et o e e e

Como esta série esta em funcao de X, aplicando a esperanca em ambos os lados da

igualdade e supondo que a soma do lado direito da igualdade seja convergente, segue que:

{2 3 t tn

E(e'®) = 1 + t-E(X) + 5-]}3(){2) + g-E(XS’) + E-E(X“) + o+ m-IE(X”)JF...,
ou seja

t? 2 £ 3 t! 4 " n
Mx(t) = 1+ t-E(X) + E'E(X ) + 5-]E(X ) + Z'E(X )+ e+ E'E(X )+ ..

Perceba que a f.g.m. é fungao de t, entao, derivando em relagao a t,

t2 t3 _tn—l
Mi(t) = E(X) + t-E(X?) + 5-1@:(}(3) - E-E(X“) 4o D — E(X™) + ..
Consequentemente,
My (0) = E(X).

Derivando novamente a f.g.m em relagao a t,

My (t) =E(X?) + t-E(X®) + g-IE(X‘*) R U0 (e Y R

~ CE(X™) + ...

de onde se conclui que
My(0) = E(X?).
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Recursivamente, chega-se a conclusao que

M (0) = E(X™).
[ ]

Conforme o teorema (2.1), percebe-se que ao derivar a func¢ao geradora de momentos
e aplicar nessa derivada o ponto ¢t = 0 obtem-se os momentos referentes a ordem da derivada.
E claro que tal resultado estd condicionado ao fato de a derivada da funcdo no ponto t = 0

esteja bem definida.

Teorema 2.2. Sejam X1, X, ..., X, v.a’s independentes, com f.g.m. Mx, (t),i=1,... n.

Neste caso, a funcao geradora de momentos de Z = X1+ Xo+---+ X, €
Mz(t) = Mx, (t) - Mx,(t) - - - Mx, (t).
Demonstragdo. Definindo Z = Xy + Xy + - -+ + X,,, segue que

My(t) =E[e?] =FE [et(X1+X2+...+Xn)]

{etX1+tX2+--~+tXn]
[e

Por hipotese, as variaveis aleatérias X, X, ..., X, sdo independentes, entao

E
E tX1 . eth

.. .etX""] .

Mz(t) — E(etXl) . E(eth) ..... E(etX")
= ]\/fxl (t) . ]\/[Xg (t) ..... MXn (t)

O Teorema (2.2) é muito util para obter propriedades aditivas para alguns modelos

discretos ou continuos.

Teorema 2.3. Seja X uma varidvel aleatoria cuja fungao geradora de momentos é Mx(t).
SejaY = aX +0b, onde a e b sio constantes reais, e por fim, seja My (t) a fun¢ao geradora
de momentos de Y. Entao, para todo valor de t tal que Mx (at) existe, a fgm de y é dada
por

My (t) = e" M (at). (2.6)

Demonstragcio. Dado que Y = aX + b,

My(t) =E [etY] ) {et(aX+b)}
-k {e(taXHb)} ) {etaX ' etb] _
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b

Como €" é uma constante, segue que

My (t) = - E (e(‘”)X> = e Mx(at).

A seguir, serdao obtidas as func¢oes geradoras de momentos associadas aos modelos

probabilisticos vistos anteriormente - Bernoulli, Binomial e Normal.

Exemplo 2.2. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicio Bernoulli(p). Entdo, a
f.gm. de X é

Myx(t) = [pet +1 —p] .
Demonstragdo. Inicialmente, lembre que, se X ~ Bernoulli(p), entao
P(X=0=1—-p, PX=1)=p e P(X=uz)=0,paraz#0,1.
Desta mancira,
My(t) =0 (1=p) ¢ 1-p
=(1-p)+e p

em que
Mx(t)=1—p+pe’, teR.

A partir dai, aplicando o Teorema (2.1), pode-se encontrar os momentos da Bernoulli.

A primeira derivada da f.g.m. é
M (t) = pe’

e portanto
E(X) = M (0) = pe’ = p.

Para obter o segundo momento, deriva-se mais uma vez, obtendo
1" ot
MX (t) = pe,

consequentemente
E(X?) = M%(0) = pe” =p.

Assim, calcula-se a variancia como
Var(X) = E(X?) — (E(X))* = p - p* = p(1 - p).
[ |

Exemplo 2.3. Seja X uma varidvel aleatoria com distribui¢io Bin(n,p), entdo, a fgm
de X é Mx(t) = [pet +1 —p|".



Capitulo 2. Fundamentagio Tedrica 20

Demonstragio. Sabendo que, se X ~ Bin(n,p), entao

P(X =x)= (Z)px(l —p)" 7, xe{0,1,...,n},

segue que
Mx(t) = Z_: e (Z)p‘”(l —p)"
= i <n> (pe")" (1 —p)" .

=0 x

Aplicando a Férmula do Bindmio de Newton, chega-se a

Mx(t)=(1—-p+pe)", teR.

Analogamente ao que foi feito no caso da distribuigao Bernoulli, a seguir serao
calculados os dois primeiros momentos da binomial e a varidncia. A primeira derivada a

funcao geradora de momentos é
M (t) = npe'(1 — p + pe')" !
e aplicando em ¢t = 0, conclui-se que
E(X) = M (0) = np.
A segunda derivada da f.g.m. é
M (t) = npe'(1 = p + pe')" " +np’e® (n — 1)(1 — p + pe')"
e aplicando no ponto ¢t = 0 encontra-se
E(X?) = M%(0) = np + n’p® — np”.
Conhecendo os dois primeiros momentos é possivel calcular a varidncia da varidvel

Var(X) = E(X?) — (E(X))
— np + n2p? — np? — np?
=np — np?,
ou seja,
Var(X) = np(1 — p).
[ |

Exemplo 2.4. Seja X uma varidvel aleatdria com distribuicio N(0,1), entdao, a fungdo

geradora de momentos de X € Mx(t) = /2.
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Demonstragio. Se X ~ N(0, 1), entao

Consequentemente,

Observe que
z +tx| = 1 (x2 — 2ta:> _ 1 ((x —t)? — (t)2) = —l(l‘ —1)%+ £
2 2 2 2 2’

sendo assim,

+oo ] Lo 2, 2 2 oo ] (e—t)2
e 2@ Ty = e e~ T dux.

- —0o 2T —co /2T

No entanto, fazendo a mudanca de variavel z = x — ¢ na integral, obtem-se

Mx (t)

£2 +oo 1

Mx(t) =€
X() J —00 \/271'

Assim, chega-se a uma integral cujo integrando ¢ a funcao densidade de probabilidade de

2
A2
e 7dz.

uma variavel aleatéria com distribuigado N(0,1) e, portanto, quando integrada em todo

seu dominio o resultado da integral é igual a 1. Desta forma,

M)

i

Mx(t)=€7, teR.

Agora que se conhece a f.g.m. da N (0, 1), serdo determinados seus dois primeiros momentos

e a variancia
t2
M%(t) =tez = EX)= MQ(O) =0
t 2
My (t) =eT +t%eT = E(X?) = My(0) =1,

e dal

Exemplo 2.5. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicio N(u,o?), entdo, a f.g.m.
s 20.2
deY é My (t) = exp {t,u + tT}

Demonstragio. Se' Y ~ N (u,0?), entdao

Y —p

o

X =

~ N(0,1).
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Assim, pelo Teorema (2.3) e observando que Y = 0 X + p,

t20'2

My (t) = e - Mx(to) = e - ez,

de onde segue que

20
My (t) = exp {tu + T} , teR.

Da mesma forma que foi feito nos exemplos anteriores, é possivel usar a f.g.m. para
calcular os dois primeiros momentos e, a partir dai explicitar a esperanca e a variancia da
distribuicao.

A funcéo geradora de momentos é bastante util para encontrar os momentos de uma
variavel aleatoria, especialmente naqueles casos em que encontra-los pela definicao envolve
longos céalculos. A desvantagem dessa fungao é que a esperanga que a define pode nao ser
finita. Algumas vezes, a f.g.m. nao existe (a esperanga nao é finita) e, em outros casos, ela
nao esta bem definida para ¢t = 0. Uma alternativa é o uso de fun¢des caracteristicas, que

serao vistas na secao a seguir.

2.5 Funcao Caracteristica

Vimos que a fungdo geradora de momentos facilita, muitas vezes, a obtencao dos
momentos de uma determinada distribui¢ao, mas o inconveniente dela é que sua esperanca
pode nao ser finita dependendo da distribui¢do. Desta forma, uma alternativa muito
interessante para escapar desse problema é a fungdo caracteristica. A funcao caracteristica
é uma funcao definida para todo numero real t e que toma valores no conjunto dos
complexos. Assim como a fun¢do geradora de momentos, através da fungdo caracteristica
também pode-se obter os momentos de uma determinada distribuicao, mas a grande
vantagem da funcdo caracteristica sobre a f.g.m. é que ela sempre esta definida para
qualquer distribuicao de probabilidade, o que nao acontece com a funcao geradora de

momentos.

Definicao 2.11. Seja X uma varidavel aleatoria. Entdo a fungao caracteristica de X é

uma func¢io R — C definida por:
olt) = x(t) = B(e™) = [ e drx(a), (27)
parat € R ei=+/—1.

Usando a Féormula de Euler (Apéndice B - Equacao B.2) é possivel perceber o
motivo da fungao caracteristica sempre estar definida para qualquer distribuigdo. Isso

acontece devido ao fato de as fungoes seno e cosseno serem fungoes limitadas.
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Antes de estudar as propriedades das funcoes caracteristicas serao apresentados
alguns teoremas e corolarios que estao presentes em algumas demonstracoes. Esses resulta-

dos podem ser encontrados mais detalhadamente em livros de probabilidade como James
(2002), Magalhaes (2006) e Ash (2008).

Teorema 2.4 (Teorema da convergéncia dominada). Seja {X,,},>1 uma sequéncia
de varidveis aleatorias tal que X,, — X quase certamente e existe uma varidvel aleatoria

Y nao negativa tal que | X,| <Y com E[Y] < oo, entdo para E[X] < oo,

E[X,] — E[X], quando n — oc.

O teorema a seguir (Férmula da Inversao) permite encontrar a fungao de distri-
buigao/densidade de um modelo probabilistico qualquer, ainda que nem sempre seja uma

tarefa simples.

Teorema 2.5 (Férmula da Inversao). Seja X uma varidvel aleatoria qualquer, entdo
sua fungao caracteristica px(t) determina a funcao de distribuicio de X, através da

sequinte formula de inversdo:

% [F() — Fb) —% [Fla) - F(a™)] + F(b) ~ Fla) = lim — [ Lpemiat — =5 (1)t

=00 271 J_¢ 1t

sendo a, b e ¢ numeros reais tais que ¢ > 0 e a < b.

Demonstragio. Para esta demonstracao considere

1 ¢ 1 —ia —1
= %/;CE [e b e bt] ox(t)dt.

Aplicando a defini¢ao de funcao caracteristica, obtem-se que

| L1 oo
= %/ = [e‘“‘t — e_’bt}/ " dFx (x) dt.

Mudando a ordem de integracao e simplificando as exponenciais, segue que
1 +oo pc ] ) , ) ]
H = _/ / _ eztm—zat _ eztx—zbt dt dF~(z
27T —e z’t } x ()

“+oo
zt(a:—a) _ it(z—b) F
27T / / t ‘ } dt dFx(x)

+oo 1
ke / / _t cos(tky) + isen(tky) — cos(tks) — i sen(thy)] dt dF'x(x),
T

onde k; = (x —a) e ky = (z — b), sendo que a tltima igualdade foi obtida aplicando a

formula de Euler.
Mas, note que
c 1
/ = [cos(thy) + i sen(thy) — cos(the) — i sen(thy)] df
—c
_ /c COS(,tkl)dt—i—/c sen(tkl)dt B /c COS(,th)dt - /c Sen(ttk2)dt,

—c 1t —c —c 1t —c
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cos(kt)

sendo que aquelas da forma sao ambas iguais a zero, pois sao fungoes impares. As

kt) .~ - o .
outras duas integrais, que sao da, forma ﬂ—l sao fungoes pares. Fazendo as simplificacoes,

H = i/:o [Z/Odet—Z/cwdt] dFx ()

21 J-
_E [1 / senft(v —a)] |, l/c sen[t(z — b)]dt] |
m Jo t m Jo t
Defina X . . t )
y = Lot o, L eenlte by,
t 7w Jo t
e entao . , ) | t )
limY = — lim Mdt — — lim Sen[ (l’ — )]dt
e m e Jo t T =0 Jo t

O célculo desse limite sera feito considerando cinco situagoes:

(i) z<aex<b

Neste caso, r —a <0 ez —b< 0. Dal

c t _ c —b
limY =—— 11 sen|—(x a)]dt + / sen|—t(x — b)) dt
c—00 T c—=00 Jo t C—>00 t
_ (x —a) I /0 sen[—t(z — a)]dt _(z—=)) lim /° sen[—t(x — b)]dt.
P —t(x — a) T oo —t(x — b)
Fazendo a mudanga de varidvel w = —t(z — a) na primeira integral e u = —t(x — b)
na segunda, tem-se
— —c(z—a) -} —c(z—b)
lim Y = (z—a) lim s du — (z—b) lim w du
c—00 T c—0o0 Jq T c—0 Jq
1 —c(z—a) 1 —c(z—b)
= —— lim sen(u )d + — lim sen_(u)du
T €= Jo U T €= Jo u

onde

- ((x_—lw) e ((az——lzn) |

Usando a integral de Dirichlet (Apéndice B, relagao B.5), conclui-se que

—c(z—a) 1 —c(z—b)
lim Y = —= lim sen() gy 4 Ljiy sen(w) 4,
Cc— 00 7'((;—)00,0 u 7'('(;%00,0 u
_ 1 = . 1 _ 0
T 2 T 2

(iil) x >bexz>a
Aqui, x —b>0ex—a > 0 e portanto

1 c 1 c —
lim Y = g [CSRE =y L, stz = b,
c—00 T c—=© Jo t T ¢c—=© Jo t

1 im [ senft(z — a)] (x — a)dt — 1 im [ sen(t(z — b)]
meo otz —a) me=xJo  t(z—b)

(x — b)dt.
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Considerando u = t(z — a) e u = t(x — b) na segunda integral, segue que

1 c(z—a) 1 c(z—b)
lim ¥ = = lim sen() y Ly / senv) 4,
c—00 T c— 00 0 u T c— 00 0 Uu
1 =« 1 «
- . _ .= =0
T 2 7T 2 ’

sendo que a tltima linha foi obtida usando a integral de Dirichlet (Apéndice B,

relagdo B.5).
(iii) z=a

Tem-se, entao, x —a = 0 e, sendo a < b por hipdtese, t — b < x — a = 0. Desta

maneira,
1 c 1 c —t(x —b
lim v = = Jim [ 50 gy 4 L iy / sen~t(w — )],
c—00 T = Jo t T =0 Jo t
1 ¢ —t(x —0b
_ L gy @O
T ¢=0 Jo t(x —b)
Fazendo a mudanca de varidveis u = —t(x — b) e usando a integral de Dirichlet
(Apéndice B, relagao B.5),
—c(z—b)
lim Y = —— lim sen(u) du
c—00 T c—0 Jo (7
o lr 1
T2 2

(iv) z=1b

Nesta situacao, x — b =0 e, dado que a < b, entao x —a > 0. Logo,

lim Y = L (oS0l L / senft(z )
t T = Jo t

c—00 T c—=oo Jo

1 ¢ — 1 ¢

= — lim M(m —a)dt — = lim Sen(o)dt
me=xJo  t(r—a) e Jo
1 c t(xr —

— i M(x —a)dt.

me=xJo  t(z—a)

Considerando u = t(x — b) e aplicando a integral de Dirichlet (Apéndice B, relacao

B.5),
1 c(z—a)
lim Y = = lim / sen(u) 4,
c— 00 7'(6—)00 0 u
B 1 7 B 1
T 2 2

(V) a<zx<b

Neste contexto, v —a >0 e x — b < 0, de onde segue que

¢ senft(x — a)] ¢ sen[—t(x — b)]

limY = l lim

———=dt + 1 lim / dt
c—00 T =00 Jo t T c—00 Jg t
1 c r — 1 c —t(r —
B N i UL Cnl)) R R T A e A

me=x o t(r—a) 7 =2 Jo t(z —b)
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Agora, tomando v = (z — a)t na primeira integral e u = —(z — b)t na segunda e pela
integral de Dirichlet (Apéndice B, relagdo B.5), obtem-se
1 c(z—a) 1 —c(z—b)
lim Y = — lim Sen(u)du + — lim sen(u) du
c—00 T =0 Jo U T =0 Jo u
17 n 1 7 1
T2 T 2
Portanto
—3, sex=aq,
v _ 0, sex<aex<bouzx>bex>a,
%, se r =b,
1, sea<xz<hb.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, quando ¢ — oo, entdo E(H) — E(Y), portanto

]E(H):—%P(Xza)+%P(X=b)+1-P(a<X<b)
:%P(X:b)—%P(X:a)+P(a<X<b)
= 5 [FO) ~ F4)] ~ 5 [F(a) = F(a")] + F(B) ~ Fla).

Seja X uma variavel aleatéria qualquer, com fungao caracteristica dada por px(t),

entao sao validas as seguintes propriedades:

1. ¢x(0) =1, ou seja, a fungao caracteristica assume o valor 1 no ponto t = 0;

Demonstragdo. Usando a definicao,

0x(0) = E(e*?) = E(?) = E(1) = 1.

2. A funcao caracteristica é limitada por 1, ou seja, |px ()] < 1,V ¢t € R.

Demonstrag¢io. Usando a férmula de Euler(Apéndice B, relagao B.2), segue que

lox (t)] = |E(cos(tX) + isen(tX))|
= |E(cos(tX)) + ‘E(sen(tX))|.

Usando a Desigualdade de Jensen(Apéndice A, relagdo (A.1) ), obtem-se

[px ()] = /[E(cos(tX))]2 + [E(sen(tX))]?
< \/E(COSQ(tX)) + E(sen?(tX)) = \/E[COSQ(tX) + sen?(tX)]
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conclui-se que

3. ox(t) = px(—t), ou seja, o conjugado da funcdo caracteristica é igual a @ x(—t);

Demonstragio. Para esta demonstragao recorde que o cos(x) = cos(—x), pois, o
cosseno é uma funcao par e —sen(z) = sen(—x), pois, o seno ¢ uma fungao impar.

Logo
ox(—t) = E(cos(—tX)) + iE(sen(—tX)) = E(cos(tX)) — iE(sen(tX)) = E(eiX).

|
4. SeY = aX+b, com a e b sendo constantes reais quaisquer, entao a oy (t) = e (at);

Demonstragio. Dado que Y = aX + b,

pr(t) — E[eitY] _ E[eit(aX+b)]
— E[eitaX—i-itb] — E[e’itaXeitb]

— eith[eitaX]
= ey (at).
|
5. Sejam X, Xo, ..., X, varidveis aleatérias independentes com fungoes caracteristicas
dadas respectivamente por ¢x, (t), ¢x,(t), ..., px,(t) eseja Z = Xy + -+ + X,,,
entdo pz(t) = x, () - ox,(t) - ... - ox, (1);
Demonstracao. Por hipotese, as variaveis sao independentes, entao
) [e” (X1+-+Xn) }
:E[ Xy tin}
- F [ til} . [eitXn}
= ox, () - ox, (1) - ox, (B).
[ |

6. A variavel aleatéria X tem distribuicao simétrica em torno de zero se, e somente se,

wx(t) é real;
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Demonstragdo. Sabe-se que X é simétrica em torno de zero se, e somente se,
P(X<z)=P(-X<uz), VzeR.

Sendo assim, Fiy = F_x e X e —X sao identicamente distribuidas. Portanto, pela

propriedade 3

_ Fleoray
— E(etX).

No entanto, um nimero complexo s é igual ao seu conjugado se ele for real logo X

¢ simétrica em torno de zero sc ¢ somente se px(t) ¢ real. n
7. ¢x(t) é uniformemente continua na reta,;

Demonstragio. Observe que

lox (t+ h) — px (t)] = [E(e!MX — ¢itX))]
< E(|€itX||eihX — 1|) = E(|€z’hX o 1|)7 |€z'tX| 1

Entao,
lim |ox(t + h) — ox(t)| < lim E(]e”* — 1)).
h—0 h—0

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, é possivel trocar a ordem entre limite e

esperanca
lim fox(t + ) = ex(8)] < E (lim(e™ — 1))
ou seja
g (4 1) = ()] < 0.
Como a majoragao nao depende de ¢, a continuidade é uniforme. [ |

8. px € positiva definida, isto é, para todon = 1,2,... vale 3%, 371, ox (t;—tr)2Zk >

0. Para quaisquer niimeros reais t1,...,t, e complexos z1,... z,.
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Demonstragio. Para verificar que ¢x(t) é positiva definida, considere n € N. Neste

caso,
n n n n . .
Yoox(ty —th)zz =Y D E(eT )z,
j=lk=1 j=lk=1
n n
_ Z Z E(zz ez'th—z'th)
J=1k=1
n
— Z Z E (Zj671‘]X7 e 7ka)
j=1k=1
n n )
=E Z Z zje”Jsze_”kX)
j=1k=1

9. A funcdo caracteristica de uma variavel aleatéria X determina a fungao de distribuicao
de X, ou seja, dado a sua funcao caracteristica podemos determinar qual é a sua

funcao de distribuicao acumulada. Esta propriedade decorre da férmula da inversao.

10. Se E|X|" < 0o, entdo ¢x possui n derivadas continuas e % (t) = /(z':r)ke“XdFX(x),
R
k=1,2,...,n. em particular ©% (0) = i*E(X*).

Para encerrar esta secao, sera mostrado que a fungao caracteristica de uma v.a
X ~ N(0,1), é dada por

+2

px(t)=e 7. (2.8)
Este resultado serd muito importante para as demonstragoes de algumas versdes do

Teorema Central do Limite.

Demonstragdo. Por definicao,

+oo 3 ]_ a:2 +oo 1 —fv2i2itcv
t) = / elte e 2dr = —c 2 z.
ex(t) —c0 V2T —oco 2T

—a’4itx
2

Completando o quadrado de , obtem-se que

2 dr = e 2

px(t) = . \/%e o V2

Substituindo x por z = x — it,

( ) t2 +oo ]. —z2d
px (T :e_T/ \/_eT 2,
—0o0 2

too ] e—in?4?) 2 /+0° 1 —G_in?
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em que
t2

px(t) =e 2.
Essa ultima passagem ¢ feita a partir do Teorema da integral de Cauchy. O teorema diz
que se f é uma fungao analitica numa regiao R, ao longo de um caminho fechado C,
entao essa integral é igual a zero. A partir dai pode-se dividir essa integral em quatro
integrais, pois sao 4 caminhos, e dizer que a soma das quatro integrais é igual a zero, e dai

manipulando essas integrais chega-se a conclusao que a integral ¢é igual a 1.

Uma outra maneira de mostrar que essa integral é igual a 1, é simplesmente
considerar que z é real e daf tem-se uma fdp de uma N(0,1) (MAGALHAES, 2006).

2.6 Convergéncia em Distribuicao

A seguir serd apresentado um conceito de convergéncia de sequéncia de variaveis
aleatorias. Nao é o Unico, mas é aquele que sera usado nos teoremas que sao o foco deste
trabalho.

Defini¢ao 2.12. Diz-se que {X,,,n > 0} converge para X em distribuicio, denotado por
X, EEY X, se
P(X, <z)— P(X <ux),

quando n — oo, para todo ponto x em que F(x) = P(X < x) € continua.

O teorema a seguir serd bastante utilizado nas demonstragoes feitas no préximo

capitulo.

Teorema 2.6 (Teorema da Continuidade de Paul Lévy). Seja {X,,n > 0} uma
sequéncia de varidveis aleatorias com respectivas fungoes caracteristicas pi(t), pa(t), ... .

Neste caso, X,, converge em distribuicao para uma variavel aleatoria X se, e somente se,
on(t) = px(t).
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3 Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite é um dos principais teoremas na teoria de probabi-
lidade. Ele surgiu a partir dos trabalhos de De Moivre e de Laplace com a distribuicao
binomial. Na época, a demonstracdo feita pelo Laplace utilizando a funcao caracteristica
nao cra muito rigorosa, por causa disso, o Teorema Central do Limite foi deixado de
lado por muitos anos. Entre 1900 e 1910, as demonstragoes feitas pelo Laplace foram
encontradas e estudadas pelos matematicos russos Liapunov e Markov, que depois deram
uma demonstragao mais rigorosa. Em 1920, Sergey Bernstein apresentou uma versao
p-dimensional para esse teorema. Em 1922, o Finlandés Lindeberg demonstrou uma versao
mais geral do Teorema Central do Limite, pois nesta nao era necessario que as variaveis
fossem identicamente distribuidas. A versao dada por Lindeberg era valida para certas
condigoes suficientes; as condigoes necessarias foram demonstradas pelo matemético Wil-
liam Feller em 1935. Existem outros matematicos que apresentaram versoes diferentes
para o Teorema Central do Limite, como por exemplo Liapunov e Paul Lévy. Sendo assim,
ainda existem outras versoes do Teorema Central do Limite, além das seis apresentadas

neste trabalho.

A teoria apresentada deste trabalho nao ¢é original e pode ser encontrada em diversos
livros, como por exemplo Ash e Doléans-Dade (2000), Durret (2005), Lehmann (1999) e
Cordeiro (1999), além de trabalhos académicos como as dissertacoes de Alves (2016) e
Waiandt (2014). O mérito maior aqui foi entender as demonstragoes e apresenta-las de

uma forma mais detalhada.

Teorema 3.1 (Teorema Central do Limite para variaveis aleatérias i.i.d.). Seja
{ X, bn>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com p = E(X;) e 6% = Var(X;),
0 < 02 < 00. Entdo:

T,—-E(T,) T,—np p

= N(0,1).
= e BN

onde T,, = >1" 1 X;.

Demonstragio. Pela definigdo de funcao caracteristica, dada em (2.7), e fazendo
T, —E(T,) T,—np

' Sn o\/n
segue que
. L Th—n
o7, () = B[] = B[e" 5]
Mas,
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logo

(X;—n)

ity
vz, (t) =E (e e ) .

Agora, expandindo o somatério do expoente da exponencial e lembrando que v.a’s

sao i.i.d, segue que

0z, ( E[ o (X1 =)+t e (X — H)]
B [e ) em(X—m]

( (X - u)) _”,E(eﬁgm—u))
E

- ()

0z, (t) = l@(X—u) ((:W)r :

Usando a série de Taylor da exponencial, com z = Wltﬁ(X — i), até a ordem 2 e denotando
—p)

ou seja,

it
. . . X ,
as ordens maiores que dois de # (ﬁ;), entao, a e7vml sera dada por

L (X —p1) (ﬂaXT_ﬁﬂ)l (%&f t
evr =1+ T + o1 + 0 (0\/_>

Aplicando a esperanca em ambos os lados da igualdade, obtem-se que

o . B 242 N2
ovn

o\/n 202n
Mas,
EX—p)=EX)—p=p—p=0 e BEX—p?=Var(X)=0o"

A partir dai e simplificando as poténcias de i, segue que

)
P oyn) 202n on)’

Porém, 0% > 0, entao fazendo as simplificacoes, chega-se a

t 12 t
o (rm) =m0 (5m)

Sendo assim, ¢z, (t) pode ser escrita como sendo

Aplicando o limite com n — oo em ambos os lados da igualdade

. t* !
g, ez, () = i, [1 T Tl (N—ﬂ
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Existem muitas maneiras de resolver este limite, a solugao que serd dada aqui é mais simples
e intuitiva. Analisando primeiro o que acontece com a expressao entre colchetes, recorde
. . ~ t
que os termos de ordem superior a dois sao dados por 6 (Wﬁ)’ ¢ estes convergem para zero
mais rapidamente do que os outros termos desse limite, pois, em cada denominador de ¢
. 2 .
tem-se um n com grau maior do que %, que tem um n de grau 1. Sendo assim, pode-se
analisar esse limite sem o termo 6 (==, j4 que a convergéncia deste vai para zero muito
ovn /)’

rapidamente. Portanto

. . 21"
A, 0z, (0) = limg, [1 - %] '
Mas esse é o limite fundamental exponencial, dado em (Apéndice B, relacao B.1), com

2 .
b= —%, sendo assim
t2

lim gz (t) =e 7.

n—o0
2 t \" 2
Neste contexto, para todo t € R, ¢z (t) = [1 — 5zt 0 (m)} — e~ 7, quando n — oo.
Sendo assim, ¢z, (t) tem a mesma fungao caracteristica de uma normal padrao, o que
implica que elas terao também a mesma fungao de distribui¢do. Desta forma, o Teorema
Central do Limite para variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

esta provado.

A proxima versao do Teorema Central do Limite é um caso particular da versao
classica do Teorema Central do Limite, para uma sequéncia de variaveis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas. Na verdade esta versao de De Moivre e de Laplace foi
a primeira do Teorema Central do Limite, mas para um caso particular, onde eles supGem

que as variaveis tém distribuicdo de Bernoulli.

Teorema 3.2 (Teorema Central do Limite de De Moivre e Laplace). Seja T, o
numero de sucessos em n ensaios de Bernoulli independentes com probabilidade de sucesso

p, 0 <p <1, em cada ensaio. Entdo

T, —n
o P D (o, 1).
np(1l —p)

Demonstragcio. Sendo um caso particular do teorema anterior, basta considerar u =p e

o = p(1 — p), dado que as varidveis tém distribuigdo Bernoulli. [ |

A versao mais geral do Teorema Central do Limite é a de Lindeberg e basicamente

. o . D - .
diz que sob certas condigoes suficientes (7, —E(T},))/s, — N(0, 1). Essa versao mais geral
¢ chamada assim porque nao é necessario que as v.a’s sejam identicamente distribuidas,
elas s6 precisam ser independentes. Antes de demonstrar essa versao do teorema sera

apresentado um lema dos niimeros complexos que é utilizado na demonstragao desse
teorema (JAMES, 2002).
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n

Lema 3.1. Seja ¢, uma sequéncia de nimeros complezxos tais que Z Cnk — C quando

k=1
n — oo. Se
1%?}( |enk] = 0 quando n — oo
e, sendo M uma constante que ndao depende de n
n
Z lenk] < M < oo,
k=1
entao
n
11+ cop) = € quando n — oo. (3.1)

k=1
Teorema 3.3 (Teorema Central do Limite de Lindeberg). Seja {X,},>1 uma
sequéncia de varidveis aleatdrias independentes com p, = E(X,,) e 02 = Var(X,) < oo,

onde pelo menos um o> > 0. Se, para todo € > 0,

lim — Z (z — p;)*dFx, (z) =0, (3.2)

n—00 Sn] 17 |z—pj|>esn

entao,

(T — E(T3)) /50 2 N(0,1),
onde T, =X1+ -+ X, s2=01+-+02 €8, =1/0}+ -+ 02
Demonstragdo. Considerando

basta mostrar que Z,, tem a mesma func¢ao caracteristica de uma normal padrao.

Por definicao,

p7(t) = Ee] = B[e"“55)

Como T, — u; = >0 (X, — ;) e as varidveis aleatorias sao independentes, entao

vz, (t) =E [eslfl Do (Xi Mz):|

:]E[e;()ﬁ p1) | es L (X, — un)]

_ ]E[esf (X1— m)] - Elewn L (Xn— un)]7

isto é,
it(Xk—uk)]

oz, (1) = klj El™ (3.3)

Utilizando a série de Taylor da exponencial, dada em (2 2), e expandindo até a ordem dois

e os outros termos da série serao dados por 6, (z ) , tem-se

222

e =1+ itw + 91(:5)7,
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sendo |0;(z)|] < 1. Expandindo a série de Taylor da exponencial dada em (2.2), até a

ordem trés e os outros termos da série serdao dados por y(x ) , conclui-se que

6
2.2 3.3
x t°x
itx ;
e =1+itr — —— + 6,
2 ()=5 6
em que |fy(z)| < 1. Com essas duas séries de Taylor é possivel escrever uma tnica série da

exponencial em funcao das outras séries, logo

re(z) :{ (14 61(z)=5=, se |z > ¢,

c%(x)%, se |z| <e.

(3.4)

Deste modo, reescreve-se a esperanga dada em (3.3) como sendo

it (Xp —pg) it(Xp —pg)

Ele™ = | = e dFy(x).

Por (2.2), com x = XLS;%, e por (3.4), a série de Taylor da exponencial torna-se
(X}, — X, — 2/ Xy — g\ X —
explwlzlﬂt(k_w)__(k_@ +n<k_uk>,
Sn Sn 2 Sn Sn,

o que implica que

it(Xp—p) ' X — t2 X - 2 X -
E |:€ XE‘n L :| _ / ll + it (k—'uk> - — (kz—ﬂk) + 7. (k—l%)] dFk(a?)
R Sn 2 Sn Sn

it(Xk—,u,;)
Considerando R = E[e™ = | e pelas propriedades da integral definida, pode-se escrever
que
t2
R:/dF /'t dF —/— dF( /edF
[aRa) + [itpdFie) — [ 50 dFe) + [ rop dFie).
Onde

X —
Sn

Observe que a primeira integral é igual a 1 (pela defini¢ao de f.d.p.) e que a segunda

e a terceira integrais sao esperangas, logo

Xy — 2 X, — 2 X —
R=1+iE (—’f “’“) _Lg (—k “’“) + [ r. (—"‘ “’“)dFk(x).
Sn 2 Sn R Sn

Agora, suponha que E(X},) = p = 0 e que E(X?) = Var(X},) = o7. Neste caso,

o B (o) = (X)) = 0

2 o2
o E (&ﬁlﬂ“> = T%E(Xk — pix)® = e

Dai,

R—1+zt0—— +/ (k_uk>dFk(x)

t%k < ) AF,(2).

252
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Por (3.4), segue que
X \] 2 ( Xa—pg )2 X
P B | LR G B e B
(B 55
0 (X’f;”’“> t—g (X’“S;“’“> , se | Stk k| <.
e como ¥
‘ks;'uk > e = | Xy — k| > sne,
n
¢ X
‘ks;'uk S €= |Xk - ,ukl S Sp€.
n

e denominando a tltima integral de A, j, entao, obtem-se

App = / r (M) dFy(x),
R Sn

entdo, por (3.5), essa integral serd dada por:

Onde
X, — 2 X, — 2
o [1+91< : M)F"(—k ”’“) dFy(x)
| Xk —pg|>sne N 2 s
v Xk — i 9
252 JI1X— k> sne [ 0 P (X% — ) k()
e

. X, — 3 X, — 3
G — 0, (’f—“’“> v <’“—””“> dF(z)
| Xk — i <sne

Sn 6 Sn
3 Xk — ,uk) X — g )
B 0 ( ) Xp — ) dFp(x).
68121 |Xk:_Mk;|§Sn€< Sn, 2 Sn ( k ,uk) k(l])
Dai segue que:
t2o? A
R=1- -
252 + Ak

n

it(Xp—pp)

Entretanto, R =E [e sn ] entao

[mxk—w] . t?o}
e =1-

S + A "
252 "

Desta forma, a Equagao (3.3) se torna

n tQO.Q
vz, () =11 [1 — k +An,k1 .

2
i) 2s%

Agora veja o que acontece com A, 1
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e Se |61(x)] <1, ou equivalentemente, se —1 < 6y(x) < 1, ou ainda, 0 < 0y(z) +1 <2

e fazendo x = ﬁﬁ-‘i&, entao
X, —
0<1+6, (’“—“’“> <2.
Sn

e Se |6x(x)| < 1, multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por € > 0 chega-se
a €|fy(x)| < e. Dado que |&§ﬂ‘| < € e fazendo = = K—%& segue que

X —

’Xk — Uk
Sn

Sn

Tomando o médulo de A, j, obtem-se que:

Akl =|L+ G|

/abf(SE)dCE

|Ankl = |L+G|<D+F.

Mas b
§/ |f(z)|dx, se a<b

de onde se conclui que

Onde: 2

28% | X —pg|>sne

X, —
1+ 6, <k8—ﬂk>‘ Xy — )’ dFy ()

_ 12
N 682 |Xk—uk|<8n€

Mas, 0 < 1+ 6; (—k—ﬂk) <2e ’—k—&‘ |92 (M)| < €, entao, usando essas restricoes,

Sn

Xy — g
Sn

0, (X"“ - “’“)‘ (X — )2 dFp(2).

Sn

segue que

2 2
;? |Xk—uk|>sne2 ' (Xk a Mk)Q dFk(x) N 'z_’%l/|Xk_P«k|>sne (Xk’ - “k)z dFk(x)
e
I e|t3|
= T e K AR =T [ Kk e i)
Portanto

t2 €|t?]

Al =L+ G| < 2/ (Xp — Mk)2 dFy(x) (X — ,uk)2 dFy(x)
Si VX — k] >sne

65721 [ X —pr|<sne
Sendo assim,

t? t3
(X, — pux)? dFy(z) It

52 | Xt — | > sme 652 J|Xp—pup|<sne

|Ank| (X —#k)2 dFk(@

Fazendo o k variar de 1 até n, conclui-se que

ki [ A ] < Xn: /X (Xe — pu)*d 6“ | Z/X (Xi — p)” dFy(x).

nk 171Xk —pr|>sne n k=1 7 | X—pp|<sne
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Quando n for suficientemente grande, a primeira integral serd igual a condicdo de Lindeberg,
dada em (3.2), e utilizando (3.8) a segunda integral serd igual a 1. Portanto
e|t3|

t3
§:|fLLk|<:t2 04+ — | | -1 = §:|f4nk|__ 6

k=1 6

Agora, deve-se escolher um valor para € de modo que este limite seja facil de manipular e

que convirja para zero. Considere e = . Aplicando o limite quando m — oo em ambos os

E
lados da desigualdade e fazendo € = %
L S
7iggojg;|/LLk|f;7££%36;;'

Como € = = — 0 quando m — o0 € Yp_; | A, | ndo é negativo, entdo

> |Ank] = 0 quando n — oo. (3.6)
k=1

Antes de aplicar o Lema (3.1), é preciso mostrar que as condigbes desse lema estao
2 .2
satisfeitas fazendo com que a convergéncia de (3.1) seja valida. Faga ¢, = —2—;% + A, e

c= —37 sendo assim, devemos verificar se:

e max |[¢, x| = 0 quando n — oo;
1<k<n ’

t?o}
max |¢, x| < max |——* ke
1<k<n 1<k<n 23% ’
2 2
< max |——=| + max |A
~ I<k<n| 282 1<k<n | Anel
t2 2
< —ma + max | A, k.
92 1<k<n 52 1<k<n

Desta maneira, o maximo de |c, x| converge para zero quando n — oo.

n
> ek <M < 0.
k=1

n t202
z|cnk| Z( i n,k>

i t?o}
= 2s2
—t2

2

IN

n,k

| /\

n

Por (3.6) e por (3.7), Y |c, x| converge para —% quando n — oo, ou seja,

n
E:lcmk|§ M.
k=1
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Como todas as condigoes do Lema (3.1) estao satisfeitas, conclui-se que

n tQO_k _ﬁ
0z, (1) = H > nk| — € 2 quando n — oo.
k=1 2877,

Sendo assim, ¢z, (1) tem a mesma fungio caracteristica de uma normal padrao, logo, pelo
Teorema da Unicidade, elas terao também a mesma funcao de distribuicao, portanto, o

Teorema Central do Limite de Lindeberg esta provado.

Observagao 3.1. A condigio (3.2) é chamada de condi¢io de Lindeberg e como, para

todo € > 0,

so=> 05 (3.7)

mas, utilizando a definicao de variancia para o caso continuo, pode-se escrever
n
_ 2
= Z/(Jf — p;) dFx; ().
j=1"R

Dai, seque que, a integral do lado direito da igualdade pode ser dividida em duas, uma
com limites de integra¢do para valores menores ou iquais a zero e a outra com limites de
integracao para valores maiores do que zero, assim

n

S = Z/l < (@ — py) dFx;(x) + Z/ (& — py)*dFx; ()
zx—pj|<esp

=1 |xx—pj|>€esn

multiplicando ambos os lados da iqualdade por 5%7 seque que

1
=Y [ enPin@ g3 [ @ dr)
Sn Sn] 17 |z—nj|<esn n] 17 1T—pj|>esn
1
—o3 [ PR Y [ (e i)
Sn] 17 le—pj|<esn Sn] 1Y |lT—pj|>esn

aplicando o limite quando n — oo, logo
1= lim — / (z — p;)?dFx;(x) + lim — / (x — p;)?dFx;(x)
n—00 Sn; |zz—puj|<esn J J n—00 S'rz]zl |wx—pj|>esn / /
portanto, pela condicio de Lindeberg, a ultima integral € igual a zero, entao

Jim 3— z o = )P (a) =1 (3.8)

pjl<esn
Isso significa que a condi¢do de Lindeberg € equivalente a esse ultimo resultado.

Proposicao 3.1. A condicdo de Lindeberg implica que

2

max — — 0 quando n — 0.
1<j<n 52
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Demonstragio. Paratodose >0,n>1eyj 1 <7< n

—_—_=— . = - _ ) .
sa s ) shiTe Hi) GExg
S?L le—pj|<esn M Xi 5% lo—puj|>esm e Xj
1 1
<= 2stF-x—i——/ v uN2dF (1),
>~ 8% ]R€ n X]( ) S% |m—,u,j|>esn( Iu]) X]( )

Simplificando e aplicando o limite quando n — oo, segue que

2
o 1

lim - <&+ lim — x— ) 2dFy;(x).

n—00 5% - n—00 S% |f'3—#j|>6sn,< IMJ) X]( )

Aplicando o maximo, tem-se que

(o

<

lim max < €.

n—00 1<j<n §

3N

Como esse limite ndo pode ser menor do que zero e € é arbitrario, entao

2

max —~ — 0 quando n — co.
1<j<n 52

Proposicao 3.2. A condicdo de Lindeberg implica que, para todo € > 0,

max. P(|X; — pj| > €sn) = 0 quando n — oo.

Demonstragio. Considere que para todose >0,n>1el<j<n

o? 1
J _ — )2 .
i) (@ = p1y)"dFx;(w)
1
> = (x — py)*dFx;(x)
S Jw—pjl>esn
1
> — s, dFx (z) = € / dFx;(x).
Sy Jr—pj|>esn J|z—pj|>esn

Observando que
2 / dFy;(z) = EP(IX; — 1] > esn),
|z—pj|>€sn

conclui-se que
1

<. 1o

P(| X5 — pj| > esp) <

[
SU&



Capitulo 8. Teorema Central do Limite 41

ou, equivalentemente, que

1
120, PUXs =yl > esn) < o 23

Desta forma, quando n — oo, pela Proposigao (3.1), segue que
2

1 o;
max P(|X; — p;| > €s,) < = max = — 0 quando n — oc.
1<j<n € 1<j<n §2

Proposicao 3.3. Seja { X, } uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas, com p = E(X;) e 0 = Var(X;),0 < 0% < oo, entdo, para todo
e>0

52 Z/|m u3|>63n(w — 115)° dFy,;(x) =0 quando n — oo.

7‘Lj]_

Demonstragao. Por definicao,

2 _ 2 2 2
Ss,=01+toy+...+0,,

mas, as variaveis aleatorias sao independentes e identicamente distribuidas, logo,

2 2
s =no” e s,=0yn.

Sendo assim, pode-se escrever que

L < / 2 I ¢ 2
T — u;)dFy. (x) = — / T — dFx, (x
8121 ]Zl |z—,uj|>esn( M]) XJ( ) no? Jz:; |z—,u|>eaﬁ( M) Xl( )

- = (¢ — p)*dFy, (z)

no? |x—p|>eo\/n

L 2
|«T/—;1/|>em/‘n( ) Xl( )
Usando o complementar da ultima integral, pode-se escrever que
Z 1
’ — 2
o)A@ =1 — )2dFy, (
5 1/|$ eIV e & T WA, ()

" pteo/n
~1-4 [ / (o = P, () + [ o g <w>] |

u—eo\/n

Dai segue que

1 2 / 9 1 [ putea/n 9 ‘|
x— ;) dFyx.(r)=1— — x—p) dFx, (z
E ; |m_wxsn( 1) dFx, () p ) A (z — p) dFx, ()
aplicando o limite quando n — oo, logo
. 1 pteo/n 9
nh—>ngo 8121 jzl |:c u7|>esn .I' - //L]) dFX ( ) = 1 o nh—>n(;10 ; [L—ea n T M) dFXl (m)]
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Observe que esta tltima integral é igual a E(X — p)? = Var(X) = 02, logo

1
lim (x — V2dFy. =1—-—.02=0.
oo 33321 |z —pu5]>e€sn ) dF; (@) o?

Como a condigao de Lindeberg esta satisfeita, entao conclui-se que o TCL de v.a’s i.i.d é

um caso particular do TCL de Lindeberg. |

A préxima versao do Teorema Central do Limite é a de Liapunov. Na verdade
esta versdo é uma consequéncia da versao de Lindeberg. O Teorema Central do Limite de
Liapunov é muito til no caso de as variaveis X,, terem momentos finitos de ordem maior

do que dois.

Teorema 3.4 (Teorema Central do Limite de Liapunov). Seja {X,, }n>1 uma sequén-
cia de varidveis aleatdrias independentes com p, = E(X,) e 02 = Var(X,) < oo, onde pelo
menos um o2 > 0, e suponhamos que, para algum § > 0, E|X,, — p,|**° < 00, n=1,2,....
Se

lim s, 27° Z]E|X — w7 =0 (3.9)

n—oo
j=1

entao,

(T, — E(T},)) /50 2 N(0,1).

Demonstracio. Para esta demonstracao, é suficiente mostrar que a condicao de Liapunov

T
implica a de Lindeberg. Se | — pj| > €s, = |x — p;|° > €°s = Iie“%il_ > 1.

Considere que vale a condicao (3.9). Neste caso, usando a condi¢ao de Lindeberg,

que diz que
1 n
S [ )R () =1
T >€sn

n ] 1
Pode-se escrever uma desigualdade que envolva a condigcao de Lindeberg, mas que seja

positiva e maior do que 1. Logo para todo € > 0, segue que

1)
T —
=D NN LSS | (o= il )

n j—1 1| >€sn n] 1 |z— u]|>esn n

A integral do lado esquerdo da desigualdade ¢é igual a 1 e a integral do lado direito da

desigualdade é maior do que 1, pois li%g'— > 1. Além disso, |z|*> = 22, entdo, pode-se

reescrever a integral do lado direito da desigualdade como sendo

2 Z/|x M7|>68n($—ﬂy) dFx;(z) < 82-‘:-5 Z/I & — | d Py (x)

T—pij|>€sn

n j=1
< mZ/ | — [P dFx, ()
€50 1 JR
]_
< 1 Zn:E|JJ |2+6
= 24240 < H;
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Considerando

= - Ly / (& — pj)*dFx, ()

n j=1 — | >e€sn

e tomando o limite quando n — 0o, pode-se escrever que

. 244 244
i Rl oS e AR () S i s Sl g

—pjl>esn

Aplicando a condi¢ao de Liapunov, segue que

lim R < lim —— Z/ — PPy (x) <0,
82 |z— ,uJ|>esn !

n—00 n—oo g2

ou seja,

RY: 4 248
nh—{go S% Jz:l lz—p5]>€sn x Iu]) dFXJ (x) = 7111_>I£lo 628721—"_6 Z /|l7 pjl>esn |$ ILL]l dF ( ) 0
Portanto,

,EE;_E'E: (@ — 1) dFx;(x) < 0.

Sh =1 |x—pj|>esn
Mas esta ultima integral nao pode ser menor do que zero, ja que é positiva, entao ela s6
pode ser igual a zero, sendo assim
lim —3° ( — p;)2dFy (x) = 0
J X :
jo—pj|>esn

n—oo 5% ] 1

Dado que a condicao de Lindeberg esta satisfeita, o Teorema Central do Limite de Liapunov

esta provado.

A seguir veremos uma versao do Teorema Central do Limite que é muito utilizada em

analise de regressao, esta versao é chamada de Teorema Central do Limite de Hajek-Sidak.

Teorema 3.5 (Teorema Central do Limite de Hajek-Sidak). Seja {X,,},>1 uma

sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com p = E(X;) e 0? = Var(X;), 0 < 0? < 0.

Seja {cntn>1 = {(Cn1sCn2s - -+, Can) fu>1 wma sequéncia de vetores reais nao nulos. Se
n

[max il > e — 0 quando n — oo (condigio de Noether), entdo:
<jsn
k=1

noe (X —
g, = 2= 7 1) b,y gy,

(o)’

Demonstragdo. Sejam Y,; = ¢,;X;, n>1e 1l <j<n.Entao {Y,;,1 <j <n},> é uma

disposicao triangular de v.a’s tal que, para cadan > 1, Y,,1,...,Y,, sd@o v.a’s independentes.
Seja T, = 3271 Y, n > 1. Neste caso,

E(T,) = ,u,z Cnj € si = Var(T,) = o2 Zcij

Jj=1 Jj=1
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e, para mostrar que
Zy = (T, — B(T},))/sn 2 N(0,1),

basta mostrar que a condicao de Lindeberg esta satisfeita. Ou seja, basta mostrar que,

para todo € > 0,
2 Z/ (y — cnjp)? dFy,,(y) — 0 quando n — oo.
Sn] 1 y an#|>€5'n

Suponha que

n
max ../ Y ¢z, — 0 quando n — oc.
1<j<n M~

Denotando por I4 a funcao indicadora de um evento A, segue que, para todo € > 0,

1Z& 12
52 Z /|y > (y - an/’L)QdFYnj (y) = S_QZE [(Yn] - anM)QIOYnj—Cn,jl«’/|>€8n):| :
’I"L] 1 Cnj €Sn 77,]=1

Mas Y;,; = ¢,; X, logo

n

1
/y enspl>es (y - Cm:u) dFYnj (Z/) = S_QZIE [(CmX CnJ/JJ) [(Icm -—cnj,u|>e5n)] :

n] 1 nj=1

Dai
(Cng X5 — Cnit)® = (gl X5 — p])* = (X5 — p)”

e a funcao indicadora pode ser reescrita como

I|canj—cnju|>€sn = I|cnj||Xj—u|>esn = Icij(Xj—u)2>e2s%'

Portanto
1 n 1 n 2
s Z1 /|y—0 jul>es (v = Cm'u) dFY”J g2 ZIE [ — 1) I(cfzj (Xj_/-l’)2>€25%):|
ny " n n]

ZC"JE |: ) I( n](X ,u)2>6252):| :

njl

Denominando essa esperanca de R e tomando o valor maximo, segue que

(X,j—p)2>e2s 2/ma<)%cm>

Como as v.a’s sao i.i.d.,

o que implica que
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Entao
1 2
R< =E(X — p)’I
o (X— u)2>e2a2Zc max c?
n] 1<5<n i
1 2
| X— ,u|>ea<z an/llllag( cnj>
Porém,
R:izn:cz E |:(X'_/JJ)2[ 2 256242 ] :ii/ (y—cn~u)2dFy (y)
S%j:1 ny J (an(Xj_;u) >e Sn) S%jZI |y—Cn,]‘/.t|>€Sn J nj )

e, neste caso,

1
Z/ (y = cagi)?dFy,  (y) < SBX — )1,
y Cn]/-l'|>€3n U

njl

Aplicando o limite quando n — oo em ambos os lados da desigualdade, obtem-se que

1
lim —3° / (y = caji)*dFy, ,(y) < lim —E(X = p)*L;.

n— 00 5%] * Jly—cnjul>esn n—oo g2

onde

2

n
t=1|X —pul>ceo maxc
X =yl (Z:: j/ max )
Inicialmente considerou-se que

n
max 0721/ Z Cik — 0 quando n — oo.
1<j<n M=~

Consequentemente
n

Zc /maxc — 00 quando n — 0.
; 1<j<n

Como a varidncia tem que ser finita, ou seja, 0 < 0% < 0o, entdo

1
lim =E(X — ,u)2[( . 1) =0,

n—o00 0-2 P
2
| X —p|>eo E an/ll’él]ag{ rnJ
Jj=1

pois a varidncia nao sera finita. E como a integral de Lindeberg é positiva, entao, ela nao

pode ser menor do que zero, logo, ela s6 poder ser igual a zero, portanto

lim —Z / — cpp)*dFy,, (y) = 0.

n—00 9%] 17— cm,u|><-:sn

Assim, pela condi¢ao de Lindeberg, o teorema esta demonstrado.
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O préximo Teorema Central do Limite é referente aos vetores aleatérios i.i.d.,
mas antes de enuncia-lo, ¢ muito importante conhecer dois teoremas que serao uteis na
demonstracao dessa versao do Teorema Central do Limite. A seguir serdo enunciados esses

dois teoremas.

Teorema 3.6 (Teorema de Cramér-Wold). Sejam X, = (X1, Xn2, ..., Xok) € X =

L. . . D
(Xo1, Xog, - - -, Xox) vetores aleatorios k-dimensionais. X,, — X se, e somente se,

k k
than LN thXOj quando n — o0,
=1

para todo (ti,ts, ..., 1) € RF,

Teorema 3.7. Z = (2,2, ...,2Z,) ~ N(i1,>]) se, e somente se, ¥ t = (ty1,ta,...,1,) €
RP,

P
=D tiZj~ N(tp' t Y _t").
=1

O Teorema Central do Limite para sequéncias de vetores aleatérios i.i.d. é uma
extensao, para o caso p dimensional, do Teorema Central do Limite para v.a’s independentes
e identicamente distribuidas. A seguir serd enunciado esse teorema e a sua demonstracao,

que sera feita com base nos dois tultimos teoremas.

Teorema 3.8 (Teorema Central do Limite para sequéncias de vetores aleato-
rios i.i.d.). Seja {X,}n>1 = {(Xn1, Xnos .-, Xop) bn>1 sequéncia de vetores aleatorios
p-dimensionais i.1.d. Sejam p o vetor de médias e X2 a matriz de covariancia de Xy, onde

Y = (0ij)1<i, j<p € finita. Entdo:
Z ) 2 N(0,%).

Demonstragio. Para esta demonstracao é necessario utilizar os teoremas de Cramer-Wold

e o TCL para o caso i.i.d. e dai basta mostrar que, para todo t = ({1, 1s,...,t,) € RP
1 n
Tzztj ij [L] —>NOtZt
i=1j=1
Considere Y; = >2F_; t;(Xy; — py), i = 1,2,...,n. Como {Y,},>1 é uma sequéncia de v.a’s

iid. com IE(Y,) = 0 e Var(Y;) = E(Y;?), reescrevendo essa variancia, segue que

Var(Y; (Z t ) 2
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[ T

=E (Zp: zp: tite(Xoj — ) (Xa — “k>)]

j=1k=1

(Zp: Zp:t B [(Xy — ) (X — Mk)])] :

Como Cov(X,Y) =E[(X — E(X))(Y —E(Y))], entdo

p P p P
=2 > itk Cov(Xiy, Xae) = 3 > titwoje =13t

(00

anyz 2y N(0,¢> "t
=1
Dai,
ZZt =30V 2N Y
1=1j=1 i=1

e, portanto, o teorema esta demonstrado.
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4 Conclusao

O presente trabalho apresentou uma revisao geral sobre as séries de Taylor e alguns
topicos de probabilidade, incluindo fungoes caracteristicas. Com a revisao de assuntos
tdo importantes, construiu-se o conhecimento necessario para entender e demonstrar
varias propriedades das fungoes caracteristicas e do Teorema Central do Limite. As
fungoes caracteristicas geram os momentos e sempre estao definidas para qualquer variavel
aleatéria, ao contrario do que acontece com as func¢oes geradoras de momentos, pois esta
ultima, pode nao ter esperanga finita para um determinado modelo. Além do que, com
as funcgoes caracteristicas pode-se encontrar a funcao de probabilidade ou de densidade
de um determinado modelo a partir da formula da inversdo, mesmo que nem sempre seja

facil fazer isso.

O Teorema Central do Limite possui varias versoes e aqui neste trabalho foram
apresentadas seis delas. A versao classica do Teorema Central do Limite é a mais conhecida
a e ela diz que a variavel Z,, converge para uma normal padrao, desde que a sequéncia de
variaveis aleatérias seja i.i.d. Quando essa sequéncia de variaveis aleatorias tem distribuicao
de Bernoulli, entdo tem-se a primeira versao do Teorema Central do Limite, dada por De

Moivre ¢ Laplace, que nada mais ¢ do que um caso particular da versao classica.

A condigao de Lindeberg diz que a influéncia da maior varidncia é muito pequena
em relacdo a soma das variancias quando o n é suficientemente grande, ou seja, a maior
variancia nao afeta a divisao pelas somas das varidncias quando o n for suficientemente
grande. A partir da condi¢do de Lindeberg, demonstra-se a versao classica do Teorema
Central do Limite, a versao de De Moivre e Laplace e a versao de Liapunov. As versoes
do Teorema Central do Limite de Liapunov e de Héjek-Sidak sao utilizadas em situagoes
mais especificas, por exemplo: para momentos finitos de ordem maior do que dois e na
analise de regressao. A versao mais geral do Teorema Central do Limite é a de Lindeberg,
e nessa versao desse teorema as v.a’s nao precisam ser identicamente distribuidas, como
acontece nas outras versdes. A extensao da versao classica do Teorema Central do Limite
para o caso p-dimensional diz que uma sequéncia de vetores aleatérios i.i.d converge para
uma N(0,3). Cada uma das versoes do Teorema Central do Limite, apresentadas neste
trabalho, sdo enunciadas e demonstradas de maneiras diferentes, mas, todas elas dizem
que somas de variaveis aleatérias padronizadas convergem em distribui¢do para a normal

padrao, uma das mais importantes distribuig¢oes de probabilidade.
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APENDICE A — Primeiro apéndice

A.1 Nidmeros Complexos

O matematico Tartaglia teve uma contribuicao muito importante para a historia
dos niimeros complexos, pois, certa vez ele foi desafiado a resolver a equacao 23 +bx+c = 0,
e depois de certo tempo, o Tartaglia conseguiu deduzir uma férmula para resolver equacoes
desse tipo. Mas surgiu um problema, que na época ficou muito famoso, que era a equagao
2% — 152 — 4 = 0, onde uma das raizes é 4, quando esta equacio era submetida ao método
do Tartaglia a solugdo continha raizes quadradas de ntimeros negativos, entao, como obter
a raiz x = 4, sendo que na férmula, aparecem raizes quadradas de niimeros negativos 7 A
partir dai os matematicos comegaram a investigar essas raizes, tentando obter métodos
para lidar com raizes desse tipo. Um dos primeiros matematicos que desenvolveu métodos
para lidar com essas raizes foi Bombelli, ja Euler, foi o primeiro a utilizar a notagao ¢ para
a unidade imaginaria. Argand e Gauss foram responsaveis pela representagdo dos nimeros

complexos em um plano.

Aqui serda dada apenas uma revisdo muito resumida sobre os nimeros complexos,

entdo, para mais detalhes sobre os niimeros complexos consulte (IEZZI, 2004).

A.1.1 Formas de Representar um Nimero Complexo

As principais formas de representar um ntmero complexo sao:

1. Par ordenado: z = (a;b);
Considere os pares ordenados (a;b) e (c;d) com a, b, ¢, d € R, entdo, sdao véilidas as
seguintes propriedades:
a) Igualdade: (a;0) = (¢;d) <= a=ceb=d;
b) Adicao: (a;b) + (¢;d) = ((a + ¢); (b+ d)), com as scguintes propriedades:
i. 21+ (0;0) = 2 (elemento neutro);
ii. 21 + 22 = 22 + 21 (comutativa);
ifi. 21 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23(associativa).
¢) Multiplicacao: (a;b)-(c; d) = ((ac—bd); (ad+bc)), com as seguintes propriedades:
i. z1-(1;0) (elemento neutro);
il. 21 - 29 = 29 - 21 (comutativa);

iii. 21 - (22 23) = (21 - 22) - 23 (associativa).
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2. Forma algébrica: z = a + bi, onde: a é a parte real e b é a parte imaginaria;

Quando b = 0 temos um numero real e quando a = 0 e b # 0 tem-se um ntmero

imaginario puro.

3. Forma trigonométrica ou polar: Z = p(cos(#) + isin(f)).

A.1.2 Conjugado de um Nimero Complexo

Se z = a + bi, defini-se Z, em que Z = a — bi, como sendo o conjugado do nimero

complexo z. Com as seguintes propriedades:

5. z —Z = 2bi;

6. z=7zZ=z¢€R.

A.1.3 Poténcias de i

i? = —1, é o artificio utilizado para resolver equacoes que nao possuem solucoes

reais, a demonstragao deste resultado é feita utilizando a férmula de multiplicagao dos
ntimeros complexos em forma de par ordenado. logo, i* =7 -4 = (0;1)-(0;1) = ((0-0—1-
1;0-141-0)=({(0—-1);(0+0)) =(-1;0)==1+0-i=—1.

As principais poténcias de i sdo: i’ = 1, i* =4, 2 = —1 e ® = —i. Para obter o
valor de uma poténcia de i com expoente maior do que trés basta fazer a divisdo inteira
do expoente em questao por quatro, pois, a sequéncia sempre ira se repetir a cada quatro
valores, e fazer i elevado ao resto dessa divisao inteira. Exemplos:

73,
1. 7%

7

3 _ ;1 __ ;
1 =1

18, com resto inteiro igual & 1, logo, i” = 1.

2 ilOO

180 — 25, com resto inteiro igual a 0, logo, ' =* = 1.
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A.1.4 Plano de Argand-Gauss

O plano de Argand-Gauss ou plano complexo é uma forma de representar um
ntimero complexo em um grafico, onde o eixo das abscissas sera o eixo real e o eixo das

ordenadas sera o eixo imaginario.

A.1.5 Modulo ou Norma de um Ndmero Complexo

O modulo ou a norma de um nimero complexo, denotado por |z| ou p, representa
a distdncia de um ponto P até a origem (0,0). O moédulo ou a norma de um ntimero

complexo z = a + bi é dado por
|z| = Va? + b2 ou p = +Va?+ b2

A.2 Desigualdade de Jensen
Teorema A.1l (Desigualdade de Jensen). Se f é uma fung¢io conveza, entao

E(f(z)) = f(E(x)). (A1)

Demonstragdo. Suponha que f é uma funcao convexa e que possa ser expandida em séries

de Taylor e seja u = E(x), entdo, a f(z) no ponto xy = p é dada por

flz)=f(p) + f(w)(z—p)

flz) = fp) + () (z = p)
E(f(x)) > E[f(n) + /(@) (z — p)]
E(f(z)) = E(f(w) + E(f'(1)(z — )
E(f(z)) > f(p) + f(wE(x — )
E(f(z)) > f(p) + f()(E(x) — p)
E(f(z)) = f(p) + f' (1) (1 — )
E(f(z)) > f(n)
E(f(x)) > f(E(x))
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APENDICE B - Segundo apéndice

B.1 Funcao Par e Funcao Impar

Para identificar a paridade de uma determinada funcao f(x) pode-se utilizar a
analise do grafico da mesma, pois, uma funcao par possui o grafico simétrico em relagao ao
eixo das ordenadas, ja as func¢bes que sdo impares possuem o grafico simétrico em relagao
a origem do plano cartesiano. Caso uma fungdo nao tenha o grafico com as caracteristicas
anteriores ela é chamada de fungao sem paridade ou funcao nem par nem impar. Uma
alternativa mais simples para identificar a paridade de uma funcao é feita a partir das

seguintes relacoes:

1. Se f(x) = f(—=), entdo a fungio é par;

2. Se f(x) = —f(—z) = —f(x) = f(—x), entdo a fungao é impar.

No caso das integrais, onde os limites de integracao sao simétricos, ¢ 1til identificar
a paridade da func¢ao do integrando, pois, muitas integrais sao complicadas e outras nao
possuem uma primitiva, entao, identificar a paridade de fungoes deste tipo facilita a

resolucao dessas integrais. Entao:

1. Se f(z) é uma fun¢ao par = f dx—Z/f

2. Se f(x) é uma funcdo impar = ’ f(z)dz = 0.

—a

Demonstragdo. Considere a integral: f )dx = / f(z)dz + / f(z)dz.

Por substituicao, faca: © = —t = dr = —dt na primeira integral do lado direito da
igualdade e quando z = 0 = t = 0, quando = —a = t = a e na segunda integral faca:

r =t =-dxr = dt, aqui os limites de integracao permanecem os mesmos. Entao:

_aa f(x)de = _/ao f(=t)dt + /Oa f(t)dt

invertendo os limites de integracao da primeira integral do lado direito da igualdade, o

sinal da integral fica invertido, logo

/_aa f(x)dr = /Oa f(=t)dt + /Oa F(t)dt

Se f(t) for uma fungao par, entao f(t) = f(—t), portanto:
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| t@de = ["fwae+ [ gwar =2 [ ot =2- [ @)

—a 0 0

Se f(t) for uma funcao impar, entdo f(t) = —f(—t), portanto:

" e = [ fnar— [ f-nar =0

[
B.2 Limite Fundamental Exponencial
O limite fundamental exponencial é dado por:
‘ b n b
lim | 1 4+ =] = ¢ (B.1)
n—oo n

Demonstracdo. Para esta demonstracio recorde que: e™* = z, logo:

n—oo

3}
b n Inf 14 —
lim<1+—> = lim |e "
n—oo n

agora, usando a propriedade de poténcia de poténcia, segue que:

(5)
b n nin| 14+ —
lim(l-l——) = lim e ny.
n—oo n n—oo

Como a exponencial é uma fungdo continua, este limite pode ser reescrito da seguinte

forma:

)
n

b\" li_>m (n-ln(l + 2))
nh—{go<1+—) =" n

percebe-se que existe uma indeterminacao do tipo: oo - 0, portanto, em situacoes deste
tipo, pode-se inverter uma das func¢oes e com isso obter uma indeterminacao do tipo: %,

fazendo isso, resulta que:

b n lim <L1—>
lim <1 + —> = "7 "

n—oo
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como existe uma indeterminagao do tipo: %, pode-se utilizar a regra de L’Hospital, sendo
assim, derivando o numerador e o denominador em relacgado a n e fazendo as devidas

simplificacoes, chega-se a:

n—oo

b " im bn
hm (1 =+ _> — €n1—>oo(n+b)7
n

novamente existe uma indeterminagao do tipo: 22, sendo assim, utilizando mais uma vez a

regra de [L’Hospital, obtem-se que:

n—oo

b " im
lim (1 " _> _ o
n

portanto, como b é uma constante, o limite de uma constante é a prépria constante, logo:

lim <1 + 2) = ¢eb.
n—oo n

[ |
B.3 Férmula de Euler
A férmula de Euler é dada por:
¢ = cos(0) + i-sen(6). (B.2)
Para § = 7, tem-se a famosa Identidade de Euler, dada por: ¢™ = —1 = ¢ +1 = 0.

Demonstragdo. Utilizando a série de Taylor da exponencial com x = if, tem-se que:

by, 0P B
R T TR TR

calculando as poténcias de ¢ e expandindo um pouco mais os termos desta série e

organizando-os, com os termos que nao dependem de ¢ de um lado e do outro os termos

que dependem das poténcias de i colocadas em evidéncia, obtem-se que:

. 03 6° 07

1/9 o —_ — — _— — DY ) . — — — _— — .« ..
=1 5 7+ —|—z<«9 TR )
Note que do lado direito da igualdade aparecem as séries de Taylor do cosseno e do seno,

respectivamente, portanto, pode-se reescrever esta série da seguinte formas:

e = cos(f) + i-sen().

Para § = 7, tem-se que cos(m) = — lesen(r) = 0, portanto, e™ = —1 = €™ +1 = 0.
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B.4 Funcdes Seno e Cosseno Complexas
A funcao seno e a funcdo cosseno complexas sdo dadas respectivamente por:
i0 _ —if 0 1 =it

e —e
2

sen(f) = Y

(B.3)

Demonstragdo. Para esta demonstracao recorde que a fungao seno é impar, ou seja — f(z) =
f(=x), e a funcao cosseno é par logo f(z) = f(—x), sendo assim, pela férmula de Euler,

dada em (Apéndice B, relacdo B.2), pode-se escrever que

e = cos(—0) + isen(—0) = e = cos(f) — isen(h),

com este resultado e com a formula de Euler, chega-se ao seguinte sistema de equagoes

{ e = cos(f) + isen(d)
e = cos() — isen(h)

Somando estas duas equagoes, segue que: € +e~" = cos(6) +i sen() +cos(f) —isen(d) =
ei9+e—i9

e + e = 2. cos(f) = cos(f) = <E—. Subtraindo estas duas equagdes, segue que:
112 —1i6

e —e™ = cos(0)+isen(0) —cos(0) +isen(d) = ¢ —e™* = 2i-sen(f) = sen(f) = “—5—

B.5 Integral Gaussiana

A Integral Gaussiana é dada por:

+oo 22
/ e 7 dv = 2r. (B.4)

400 22
Demonstragio. Para esta demonstracao, faga I = / e 7 dux.

—0o0

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado, obtem-se que:

oo, 2
| - </ 6_72 dx)

Reescrevendo essa integral como sendo o produto de duas integrais, logo:

9 “+00 2 “+o0 o2
I = / e T dx-/ e 7 dux.

J —00 J —00

Agora, por substitui¢ao, faca: + = y = dx = dy, na segunda integral do lado

direito da igualdade, note que os limites de integracao permanecem os mesmos, logo:
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+oo +o0
I? = / e_z_22 dx - / e_y23 dy.

J =00 —00

Reescrevendo essas integrais como sendo uma integral dupla, dai segue que:
+oo p+oo 22 _ 22 +oo  p+oo _ (z2 + y2)

12:/ / e7T -e 2d:£dy:/ / e > dx dy.
—o —0o0 —o —0o

Por coordenadas polares facga:

r = rcosf,y = rsend, 2° + y*> = r?edvdy = rdrdf, com limites de
integragdo dados por 0 < r < oo e 0 < 6 < 27. Logo, fazendo essas mudancas de varidveis

e simplificando, portanto:

2r  ptoo -2 2w
I = / / re 'z dr df = / df = 2, aplicando a raiz quadrada em
o Jo 0

ambos os lados da igualdade e lembrando que 6 é positivo, entdo I = +/27, mas, |
+oo 22 +o0 22
= / e 2 du, porta,nto:/ e 2 dr = V2.
oo .
|

B.6 Integral de Dirichlet

A Integral de Dirichlet é dada por:

+o0 gen & s
de = —. B.5
./0 x v 2 ( )

Demonstracao. Para demonstrar este resultado, primeiro deve-se mostrar que

+o00 1
/ e_xydy =
0 X

sendo assim, multiplicando o numerador e o denominador por x, com x > 0, entao:

—+o00
L / ze ™dy, como x > 0 e é uma constante, percebe-se que esta integral é a fdp de
0

T
+o00 1

uma exponenmal com paramero r, sendo assim, segue que: — / xre o:ydy = —.
T Jo T

Com esse resultado, pode-se usa-lo para demonstrar o valor da integral B.5, logo:

+oo sen x +oo 1
dr = senx - — dr,
0 T 0 T

1 oo . .
mas, — = / e "dy, sendo assim, pode-se reescrever o integrando de B.5 como sendo:
x 0

T sen @ +oo Foo
/ dx :/ Senx-/ e " dy dzx,
0 x 0 0

mudando a ordem de integracao, segue que:

“+oo sen x “+oo +o00o
/ dr = / / senx - e Y dx dy,
0 x 0 0
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a integral mais interna pode ser resolvida facilmente utilizando a integracao por partes
ou a integragao tabular e utilizando o teorema do confronto para avalia-la nos limites de

integracao, sendo assim:

+o° sen x oo 1
[T g Ly,
0 x o Yy +1

esta integral é conhecida, trata-se do arctany, entao, avaliando-a com estes limites de

integracao, segue que:

+o0 sen x s
dr = —.
0 x 2



