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RESUMO

E fato que, muitos alunos chegam ao curso de licenciatura em matematica, inclusive aqueles
que tinham excelentes notas no ensino basico, com um défite significativo em relacdo a concei-
tos, propriedades e operacdes importantes nas mais diversas dreas da matemadtica. A partir
disso, o presente trabalho foi voltado para sanar algumas indaga¢des acerca de polindmios de
uma varidvel complexa ou expressodes algébricas. Serdo apresentados conceitos, propriedades
e operacdes polinomiais, com &nfase na divisao de polindmios. Em muitas das disciplinas aca-
démicas, como por exemplo célculo diferencial e integral, nos deparamos com situagdes, onde
devemos manipular de alguma forma algum tipo de polind6mio.

Entdo, surgem, entre outras, as seguintes perguntas: como se faz a soma de dois polino-
mios? e a subtracdo? a multiplicagcdo?, a divisdo, essa certamente, € a operacdo que traz maior
dificuldade. Pois bem, nesse trabalho, o graduando terd as respostas para essas perguntas.

Palavras-chave: Numeros complexos. Polindmios de uma varidvel complexa. Equacdes poli-
nomiais..



ABSTRACT

It is a fact that many students come to the mathematics degree course, including those who
had excellent grades in elementary school, with a significant shortfall in important concepts,
properties and operations in the most diverse areas of mathematics. From this, the present work
was aimed at solving some questions about polynomials of a complex variable or algebraic
expressions. Polynomial concepts, properties and operations will be presented, with emphasis
on the division of polynomials. In many academic disciplines, such as differential and inte-
gral calculus, we come across situations where we must somehow manipulate some kind of
polynomial.

Then the following questions arise, among others: How do two polynomials add up? and
the subtraction? multiplication ?, division, this is certainly the operation that brings the greatest
difficulty. Well, in this work, the student will have the answers to these questions.

Keywords:Complex numbers. complex variable polynomials. equations polynomials.
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1 INTRODUCAO

UM POUCO DA HISTORIA

No decorrer da historia vérios problemas envolvendo polindmios (equacdes polinomiais) insti-
garam a curiosidade de grandes matematicos como Nicol6 Fontana (Tartdglia), Ludovico Fer-
rari, Isaac Newton dentre muitos outros. Parte muito interessante dessa historia envolve as
equagdes polinomiais de 4° grau. Antigamente era comum disputas entre os matemaéticos da
época, nas quais se trocavam desafios. Numa dessas ocasides um certo Zuanne de Tonini da
Coi submeteu Gregori Cardano (grande escritor” de matematica da época) a uma questdo que
envolvia a equacdo

zt + 622 — 60z +36=0

Ap0s vdrias tentativas sem €xito, Cardano passou a questdo ao jovem Ferrari que, num lampejo
de génio, encontrou o método geral para a solu¢do das equacgdes de grau 4, que foi publicado por
Cardano no maior compendio algébrico (matematico) da época, Ars Magna. Ha um intrigante
episddio sobre grandes e, em vida, ndo reconhecidos matemaéticos: Niels Henrik Abel e Evariste
Galois. Ambos sdo grandes matemadticos de vida trdgica, o primeiro aos 24 anos morreu de
tuberculose, dois dias antes de chegar uma carta do amigo garantindo o emprego, tdo esperado,
em Berlim. O segundo em um duelo, travado por conta de uma coquette, morreu aos 20 anos
apos ter realizado grandes e marcantes contribui¢des a Teoria dos Grupos (nome primeiramente
usado por ele). Desconhecidos um do outro desenvolveram raciocinio idéntico para provar a
impossibilidade de um método geral para a resolucdo das equagdes polinomiais de grau maior
que 4.
O ENSINO DE POLINOMIOS

O estudo de matemadtica nos ensinos fundamental e médio é baseado na aritmética, geometria
e dlgebra. Polindmio, como contetido basicamente algébrico, € trabalhado na 6%e7* séries do
ensino fundamental e muito utilizado a partir dai envolvendo outros conteudos nas séries se-
guintes. Na verdade trata-se de um contetido onipresente em matematica, por isso € de suma
importancia que os alunos o dominem com seguranca. Hoje em dia, muitas vezes, sdo dei-
xadas de lado partes essenciais do estudo de polindmios, como o pleno dominio da fatoragdo,
raizes racionais, somas e produtos de raizes, grficos e polindmios irredutiveis. E comprovada
a falta de compreensao do que vem a ser encontrar raizes de uma equacdo polinomial, além
do abuso de férmulas como a de Bhaskara como relata Coxford. Os proprios livros didaticos
expressam maior énfase no processo/método que no conceito (utilizando exercicios magantes e
repetitivos), o que nao propde o PCN (Parametros curriculares nacionais) que sugere a énfase
no conceito e em sua importancia e nao em gravar métodos de resolucao.

Na resolucdo de problemas matemadticos, ¢ muito comum ocorrerem situagdes em que a lei-
tura e a compreensao de enunciado nos levam a formular expressdes que permitam depois a
resolucao do problema, por meio de uma equacao oriunda das expressdes obtidas.
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Imagine uma regido retangular de dimensdes x € = + 3, cujo perimetro € indicado pela
expressao:
2z +2(x +3) ou 4z +6

E cuja drea € indicada por:
z(z+3) ou 2 + 3z

imagine agora um cubo de arestas x, cuja drea € indicada por:
62>

E cujo volume € indicado por:

ZL‘3

todas essas expressoes sao chamadas expressdes polinomiais ou polindmios,

Os primeiros registros e conclusdes sobre as relagdes existentes nas equagdes de primeiro e
segundo grau foram apresentadas por Al-Khowarizmi, foi ele quem apresentou em suas obras
o significado da palavra édlgebra, que € “ trocar de membros” no termo de uma equagdo. Quase
quinhentos anos depois, grandes matematicos como Girolamo Cardano, Niccolo Tartaglia e
Ludovico Ferrari iniciaram os estudos sobre as equacdes de terceiro e quarto graus. Alguns
matematicos deram grandes contribui¢cdes com demonstracdes de extrema importancia, que sao
usadas até hoje.
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2 CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Como nesse trabalho, apresentaremos o conjunto de polindmios com coeficientes complexos,
se faz necessdrio apresentarmos, mesmo que de forma breve, as regras operatdrias, 0s conceitos
de mddulo ou norma e de conjugado além de algumas propriedades que envolvem o conjunto
dos nimeros complexos.

Quando estudamos o conjunto N, dos niimeros naturais, percebemos a necessidade de novos
nimeros ao tentarmos efetuar subragdes tais como 3 — 5. Foi criado entdo o conjunto Z, dos
numeros inteiros. Esse novo conjunto também se mostrou insuficiente para efetuar divisdes
como 3 : 2. A partir dessa necessidade foi contruido o conjuto Q, e, a seguir, para superar outro
obstaculo, costruiu-se o conjunto R, dos nimeros reais.

Estamos mais uma vez em um ponto critico. O conjunto dos reias ndo € suficiente para
efetuarmos a radiciacdo, pois em R ndo existem raizes quadradas, quartas, sextas, etc, de nu-
meros negativos. Para que esses resusltados sejam possiveis, devemos ampliar mais uma vez o
conceito de nimero.

A unidade imaginaria

Para ampliar o conceito de nimero de modo que a radiciacdo seja sempre possivel, defini-
mos o numero 7, ndo real, denominado unidade imaginaria, que satisfaz a seguinte condigao:

2.1 Nuamero Complexo
Definicao 2.1. Niimero complexo € todo nimero que pode ser escrito na forma a + b: tal que
a,b € R e é aunidade imagindria.

A expressdo a + bt com a,b € R é denominada forma algébrica de um nimero complexo
em que a e b sdo respectivamente parte real e parte imagindria do nimero complexo.

Nimero complexo real
Um nimero complexo a + bz, a, b € R, é real se, e somente se, b = (
Niimero complexo imaginario
Um nimero complexo a + bz, a, b € R, é imagindrio se, e somente se, b # 0
Nidmero complexo imaginario puro
Um ndmero complexo a + bi, a, b € R, € imaginario puro se, e somente se,a =0e b # 0
Igualdade entre nimeros complexos
Sendo a + bi e ¢ + di, com a, b, ¢, d € R, define-se:

a = ¢C

a+bz:c+di<:>{ b o— g
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2.2 Numeros complexos conjugados

Definicao 2.2. O conjugado de um niimero complexo z = a + bi, a,b € R € o nimero z (1é-se
"‘conjugado de z") tal que z = a — b.

Exemplo 2.1. 1)z =2+5i = Z =2 —5i
2)z=—1-3 —z=—1+3i
3)z=—-3i — Z=+3i

2.3 Adicao de nimeros complexos

Dados dois nimeros complexos z; = a + bt e 25 = ¢ + di, 0o nlimero z = z; + 29 serd o
nimero complexo, cuja parte real € a soma das partes reias das parcelas e cuja parte imagindria
¢ a soma das partes imagindria das parcelas. Isto €,

z = (a+bi) + (c+ di)

z=(a+c)+i(c+d)

Exemplo 2.2. Sejam z = 2+ i e w = 1 4 ¢, nimeros complexos;
z+w=24+0)+1+4)=3+2i

Propriedades da adicao de nimeros complexos

Associativa

(21 + 22) + zZ3 = 21 + (22 + 23),V21, 29, %3, € C

Demonstracao:
Sendo z; =a+bi,zo =c+diez3 =e+ fi, coma,b,c,d, e, f € R, temos

(214 22) + 23 (a+bi)+ (c+di)] + (e + fi)
(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi)
(a+c)+el+[(b+d)+ fli
a+(c+e)+[b+ (d+ f)li
(a+bi)+[(c+e)+ (d+ f)i]
(a+bi) + [(c+ di) + (e + fi)]
= 21+ (22 + 23)

[
[
[
[

Comutativa

Z1+ 22 = 29 +217VZ17227€ C
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Demonstracao: Sendo z; = a + bi e 25 = ¢ + di, com a,b,c,d, € R, temos

a+bi) + (c+ di)
a+c)+ (b+d)i
c+a)+ (d+b)i
¢+ di) + (a + bi)

= 2+ 2z

29 + 29

(
(
(
(

Elemento neutro

Existee,e € C,talque z + e =e+ 2,Vz € C

Demonstracao: Fazendo z = a + bi , provemos que existe e = x + yi tal que z + e = 2.

(a+bi)+(x+yi)=a+bi<=a+r=aeb+y=b<=r=0ey=0

Portanto, existe ¢ = 0 + 0z , chamado elemento neutro para a adi¢do, que somado a qualquer
complexo z dd como resultado o préprio z.
|

Elemento oposto

Para cada numero complexo Z, existe o nimero complexo r talque z +7r =w+r = 0402
Demonstracao: Fazendo 2z = a + bi, provemos que existe r =z + yi, talque z +r =e
temos portanto:

at+bi+r+yi=0+0i<=a+r=0<=2r=—aecb+y=0<y=—->b

Logo, para todo complexo z = a + bi existe o complexor = —a —bi, z+r =w+r = 0+ 01.
Os ndmeros z = a + bi e r = —a — bi sdo chamados niimeros opostos.

Subtracio de niimeros complexos

Dados dois ndmeros complexos z; = (a; + iby) e 2o = (as + by), a subtragdo de z; —
29 = 21+ (—22), ou seja:
21— 2= (Ch + ib1) - (CLQ + ibQ) = (a1 + ib1) + (—CLQ — ibQ)

Exemplo 2.3. Dados os nimeros complexos z; = 3 + ¢ € 2o = 1 + ¢ entdo, a difernca z; — 2
serd dada por:
21—2=0B8+1)—(1+i)=C@B+1)+(-1—-0i)=240=2
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2.4 Multiplicacao de niimeros complexos

Definicao 2.3. Sendo a + bi e ¢ + di, com a, b, ¢, d € R, define-se:
2129 = (ac — bd) + (ad + be)i

Propriedades da adicao de niimeros complexos

Associativa

(2129)23 = 21(2223), V21, 29, 23, € C

Demonstracao: Sendo 21 = a + bi, 2o = c+die z3 = e+ fi, coma,b,c,d,e, f € R, temos

(21 29) - 23 [(a+bi) - (c+di)] - (e + fi)
= [(ac —bd) + (ad + bc)i - (e + fi)
= [(ac —bd)e — (ad + bc) f] + [(ac — bd) f + (ad + be)eli
= |ace — bde — adf — bef] + [acf — bdf + ade + beeli
= [a(ce — bd) — b(df + cf)] + [a(de + cf) + b(df + ce)]i
(a+bi)-[(ce —df)+ (cf + de)]i
= (a+0bi)-[(c+di)-(e+ fi)]
= 2z - (22 . 2’3)
|
comutativa
2129 = 29+ 21,V21,29 € C
Demonstracao: Sendo z; = a + bi e 2o = ¢+ di, com a,b,c,d, € R, temos
VAR S) (CL"‘b’L)(C‘f‘d’L)
(ac — bd) + (ad + be)i
(ca — db) + (da + cb)i
(c+di) - (a+ bi)
= -z
|

Elemento neutro

Existee,e € C,talque z + e=e+ 2,Vz € C

Demonstracao: Fazendo z = a + bi, provemos que existe e = x + yi tal que z - e = z.

. N . B . . ar —by=a < x=1ley=0
(a+bi)-(x+yi) = (a+bi) <= (ax—by)+(ay+bz)i = (a+bi) { G br—b e r—1lcy=0

Portanto existe e = 1 4 0¢, chamado elemento neutro da multiplica¢do, que multiplicado
por qualquer complexo z d4 como resultado o préprio z.
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Elemento inverso
Para cada nimero complexo z, z # 0 + 0z, existe o nimero complexo w tal que
zw=w-z=1+0

Demonstracao: Seja z = a + bi, com a,b € R, a # 0 ou b # 0, Vamos mostrar que existe o
ndmero complexow =z +yi € C,z,y, € Rtalque z-w=w-z2=1+ 01

ar—by = 1

(a+bz).(gg+y@):1+Oz<:>(ax—by)—l—(ay—l—bx)@:l—k()z{:){ w+br = 0

Observe que o determinante

D= =a*+b #0

a —=b
b

pois, por hipétese, temos que a # 0 ou b # 0. Assim, pelo teorema de Cramer, esse um
teorema em 4dlgebra linear, que da a solucao de um sistema de equagdes lineares em termos de
determinantes, concluimos que o sistema nas incégnitas x e y, € possivel e determinado.

Logo, existe um unico complexow = x +yi talque z - w =1 4 02

Como j4 foi provado a propriedade comutativa, temos que z - w =w -2 = 1 4 02

Resolvendo o sistema, obtém-se

1+b
p— % .1
a
substituindo na segunda equacao temos:
b(1+0 b+ b?
M#—ay: - y+ay:y(b2+a)=—b
—b
= 2.2
V= e 2.2)
substituindo (2.2) em , (2.1) obtemos:
a
a? + b2
a b .
Portanto, w = 2 2 i sz. _

2.5 Mboédulo ou norma de um nimero complexo

Definicao 2.4. O mddulo de um ndmero complexo z = x + yi, a,b € R € a distancia do ponto

(x,y) ao ponto (0, 0).
z=x+yi = |z| = Va2 + y?

Exemplo24. z: =2+ 3i — 2 =22+ 32 =13
z2=3i—2=V02+32=3

Teorema 2.1. Para todoz € C temos:
i) z+Z=2x Re(z)
i) z—z=2xIm(z)
iit) z=Z < z€R
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3 POLINOMIOS DE UMA VARIAVEL COMPLEXA

3.1 Funcao polinomial

Comecemos lembrando que chamamos de polindmio complexo de uma varidvel complexa
atoda fungdo P : A — C, em que o dominio A é um subconjunto de C. Assim, a menos que
se mencione o contrario, sempre que considerarmos uma fungdo P : A — C, admitiremos
implicitamente que A C C. Aqui estamos interessados particularmente nas fungdes polinomiais
complexa de uma varidvel complexa.

Definicao 3.1. Dada a sequéncia de nimeros complexos (ayg, ay, ..., a,) , consideremos a fun-
¢do:

f:C — C
z — f(z)
dada por
f(2) =anz" +ap12""" -+ a1z + ag,
onde

{n,n—1,n—2,---,1,0} CN

A funcdo f é denominada fun¢do polinomial complexa de varidvel complexa.

o A expressio a,2"+a,_1 2" '4...4-ag € denominada polindmio complexo de varidvel complexa.
e A sequéncia de ndameros ag, a1, ..., a, sdo denominados coeficiente do polindmio.

e As parcelas ag, a1z, ..., a, 2" ,sd0 chamados termos do polindmio.

e 7 ¢ a varidvel do polindmio e ag € o termo independente da varidvel do polindmio.

Partindo da definicdo, as expressdes que seguem sdo polindmios. Logo, podemos identificar
suas sequéncias de nimeros complexos ou coeficientes.

P(r)=1—2+222+42% onde,ag=1,a;1 = —1,a9 =2,a3 =4

H(x) =3 + 42" onde,ay=3, ap=a3=a4=as=as =0, a; =4

G(r) =52"32% ondeayg=0 a; =1, a=0, a3 =—3

3.2 Polinomio Identicamente Nulo

Defini¢io 3.2. O polindmio a,2" + a,_12""* + ... + ag na variavel z é identicamente nulo se,
€ somente se ,
a; =0,V jeNe0<j<n

Indicamos que um polindmio P(z) é identicamente nulo por P(z) = 0, caso contrario

P(z) #0.
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3.3 Identidade de polinémios

Definicao 3.3. Dizemos que dois polindmios P e D sado iguais (ou idénticos) quando assumem
valores numéricos iguais para todo z complexo. Em simbolos;

P=D<+= P(z)=D(z),VzeC,

ou seja, os polindmios P(z) = a,2" +a, 12" '+ ... +age D(2) = 2" + b, 12" + ...+ by
sdo identicos se, e somente se,

a; =b;,VjeNe0<j<n

Teorema 3.1. Dois polinomios P e D sdo iguais se, e somente se, os coeficientes de P e D
forem, ordenadamente iguais. Em simbolos;

P(2) = ag + a1z + agx® + ... + a,2" = Z%Zi
=0

D(z) =by+ b1z + 5222 + ... tazt = Zbizi
i=0
Temos:

P=D<=a=b Vi c€{0,1,2..n}

Demonstracao 1. Para todo z € C

(ZZ:bZ<’:>CLl—bZ:O<:>

<~ (ai —bl)Zl =0<=

i=0
<= iaizi—ibizi =0«
i=0 i=0

n n
— z:aizZ = Zbizl —
1=0 =0

P(z) = D(2)
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3.4 Operacoes com polindmios

Vamos nessa parte, apresentar as operacdes de adi¢do, subtragdo e multiplicacdo para ex-
pressdes algébricas ou polindmios, além da multiplicacdo de escalar por polindmio. Em se-
guida, estudaremos mais detalhadamente a divisdo de polindmios.

3.4.1 Adigdo de polinomios

A soma de dois ou mais polindmios € feite a partir de soma coeficientes dos mondmios de
mesma parte literal. Caso acontega de termos a soma de dois polindmios de graus diferentes
ou em que um deles falte mondmio (termos da soma) correspondente a0 mondmio de mesma
parte literal no outro, devemos colocar zero como coeficiente e realizar a soma termo a termo.
Se somarmos dois ou mais polindmios de graus iguais e que todos seus tenham coeficiente
diferente de zero, o procedimento serd genericamente realizado da seguinte forma:

Dados dois polindmios P(2) = ag + a1z + agz? + ... + a,2" = Z a; 2"
1=0

D<Z) =by+ b2+ b2z2 + ...+ b,2" = E bl-z"
i=0
Chama-se soma de P com D o polindmio (P + D)(2) = (ag+bo) + (a1 + b1)z + (az + by)2? +

n

Isto & (P + D)(z) = Y (a; + b)2'

=0

Exemplo 3.1. Vamos somar os polindmios

P(z)=2*43z+4eD(z) =2" +322+5
Segue:
P(z) =0z 4023+ 22+ 32+ 4
D(z) =2* 402> +3224+02+5
(P+D)(2)=(0+1)2*+(0+0)2>+ (1+3)22+(3+0)z+ (4 +5)
=2 +4224+32+9

3.4.2 Subtracdo de Polinomios

Defini¢ao 3.4. Sejam os polindmios P(2) = a,2" + a, 12" ' + ... + ag e Q(2) = b2" +
bn_12""1 + ... + by, chama-se diferenca P(z) — Q(z) o polindmio P(z) + (—Q(z)), ou seja,
P(2) = Q(2) = (an —bn)2"+ (an-1 —bp_1)x™ " + ...+ (ag — bo). Podemos indicar a diferenca
P(z) = Q(z) por (P — Q)(z) ou P — Q.

3.4.3 Multiplicacdo de polinémios

Definicao 3.5. Chama-se de produto de um polindmio P por um polindmio () o polindmio
obtido pela soma dos produtos de cada mondmio de P por cada mondmio de (). Indicamos o
produto do polindmio P(z) pelo polindmio Q(z) por P(z) - Q(z), ou por P(z)q(z) ou simplis-
mente por PQ.

Exemplo 3.2. Dados dois polindmios :
P(z)=322—22247 e Q(2)=32*-72+22+1
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P(2)-Q(z) = (32° =222 +7)-(32* -7z + 22+ 1)
= 323 (32 =7 422 41) 222 (B2 -T2+ )+ T (3 - T+ 22 4 1)
= (927 — 2125 + 62* +32°) + (—62° + 142° — 42% — 227) + (212* — 492° + 142+ 7)
= 02" — 2720+ 142° + 272" — 502° — 22 + 142 + 7

PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO DE POLIOMMIOS
Sendo P(z), Q(z) e T(z) polindbmios quaisquer tem-se que:

Propriedade 1. 1/; Associativa;

[P(2) - Q(2)] - T(2) = P(2) - [Q(2) - T(2)]

Propriedade 2. ), Comutativa;

P(2)-Q(z) = Q(z) - P(z)

Propriedade 3. )3 Elemento neutro;

Existe o polindmio /(z) tal que;
P(z)-1(z) =1(z) - P(z) = P(2)

Propriedade 4. ), Distributiva em relagao a adicao;
P(z) - [Q(z) + T(2)] = P(2)Q(z) + P(2)T(2)
[Q(2) + T(2)] - P(2) = P(2)Q(2) + P(2)T(2)

3.4.4 Divisdo de polinémios

Definicdo 3.6. Sejam os polindmios P(z) e Q(z) com Q(z) # 0, dividir P(z) por Q(z) é
determinar dois outros polindmios B(z) e R(z) , de modo que se verifique as duas condi¢des
seguintes:

1. P(z) = B(2)-Q(z) + R(2)
2. gr(R) < gr(Q) ou R(z) = 0, caso em que a divisdo ¢ exata.

Demonstra-se que um dos polindmios Q(z) e R(z) existem e sdo tnico. Os polindmios
P(z), Q(z),B(z) e R(z), sdo chamados respectivamente dividendo, divisor, quociente e resto da
divisdo. Esse é o método da chave (também conhecido como divisao euclidiana)

Exemplo 3.3. Vamos obter a seguinte divisdo 6z* — 1023 + 922 + 9275 : 222742 + 5.

Antes de iniciarmos o processo da divisao € preciso fazer algumas verificagdes:
1. Verificar se tanto o dividendo como o divisor estd em ordem conforme as poténcias de z.

2. Verificar se no dividendo, ndo estd faltando nenhum termo, se estiver € preciso completar.
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Feita as verifica¢cdes podemos iniciar a divisdo, vamos enumerar o passo a passo do método de
divisdo Euclidiana.

O dividendo possui 5 mondmios (termos) € o divisor possui 3 mondmios (termos). 2471023 +
922 4+92"5:222742+5

1. Iremos dividir o 1° termo do dividendo pelo primeiro termo do divisor:
62% : 222 = 322

2. O resultado encontrado ird multiplicar o polindmio 222”4z + 5(divisor).
(222742 +5) - (32%) = 62171223 + 1522

3. O resultado desse produto deverd ser subtraido pelo polindmio 6z%°10z + 922 + 9275
(dividendo).

4. Agora iremos levar em consideracdo o polindmio 223622 + 9z — 5Se iremos dividir seu
1° termo pelo primeiro termo do dividendo(22%"4z + 5).
223222 = 2

5. O resultado encontrado ird multiplicar o polindmio2z2~4z + 5 (divisor)
(222742 +5) - (2) = 2237427 + 52

6. O resultado desse produto dever4 ser subtraido pelo polindmio 2237622 + 9z 5.

7. Agora iremos levar em consideracdo o polindmio —2z2 + 4z — 5 e dividir seu 1° termo
pelo primeiro termo do dividendo (22%"4z + 5).
—22%2:222 =1

8. O resultado encontrado ird multiplicar o polindmio 22?4z + 5 (divisor)
(222742 +5) - (—1) = =222 + 42 —5

9. O resultado desse produto devera ser subtraido pelo polindmio —222 + 425,

Portando, podemos dizer que (62 — 1023 + 922 + 92 — 5) : (222 —42+5) =322 + 2 — 1,
com resto igual a zero. Caso queira fazer a prova real, basta multiplicar (322 + z — 1) por
222 — 4z + 5 e verificar se a solugdo serd 62* — 1023 + 922 + 92 — 5. Nesse caso, como o resto
€ zero, ndo € preciso somd-lo ao produto.

Divisao por binomio de 1° grau

Vamos nesse tépico tratar da divisio de um polindmio P(z) com §(P) > 1 por D(z)
onded(D) = 1.
Veja o que ocorre quando dividimos polindmio P(z) = 223 — 722 + 4z — 1 por D(z) = 2 — 4
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Resolvendo, respeitando a condi¢do d(R) < 4&(D), chegamos em Q(z) = 222 + 2z + 8 e
R(z) = 31, uma observagdo importante nesse é notar que o nosso R(z) é um polindmio cons-
tante. pois, 6(D) = 1 o que implica que 6(R) = 0.

Teorema do Resto

O resto da divisdo de um polindmio P(z) por z — a é igual ao valor nimerico de P(z) em
a.Isto é, R(z) = P(a).

Demonstracao 2. De acordo com a defini¢do de divisdo,
Q(z) - D(2) + R(z) = P(2)

,
onde Q(z) e R(z) sdo respectivamente,o quociente e o resto. Como D(z) = z — a tem grau
1, o resto R(z) ou € nulo ou tem grau zero, portanto, R(z) € um polindmio constsnte, por isso
denotaremos apenas por .

Calculemos os valores dos polindmios acima em a:

P(a)=Q(a) - (a—a)+ R

note que teremos:

Exemplo 3.4. O resto da divisdo de P(z) = 52* + 32 + 11 por D(z) = 2z — 3¢ :
P(3)=5-3" 4332+ 11 = 405 + 27 + 11 = 443

O resto da divisdo de P(z) = (2 +3)"+ (z — 2)* por D(z) = 2+ 3 é:

P(=3) = (=3+3)"+(=3-2)>=0"+ (=5)> = 25

Teorema de D‘Alembert
Esse teorema diz que o resto da divisdo de um polindmio P(z) por um polindmio G(z) =
z—aé Pl(a)
Um polindmio P(z) é divisivel por z — a se, somente se, a é raiz de P(z).
Demonstracdo 3. De acordo com o teorema do resto, temos R = f(a), entdo
R=0<= P(a)=0

(divisdo exata, a € raiz de P(a))
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Aplicagoes
Verificar que P(z) = 2° — 42* — 322 4+ 7z — 1 € divisivel por D(z) = z — 1.
Note que,
P1)=1"-4-1"-3-1247-1-1=0
Portanto P(z) é divisivel por D(z).

Método de Descartes

O matématico francés René Descartes (1596 — 1650) desenvolveu um método para divisao
de polindmios que leva seu nome, métodode Descartes. O que Descartes observou é que o
quociente pode ter sua forma algébrica determinada através da equacao:

6(Q) = 6(A) — 4(B)

,onde A(z) é o dividendo e B(z) ¢é o divisor. Os coeficientes, sob a forma geral, sdo determi-
nados através da identidade de polindmios.
Da mesma maneira, o resto deve obedecer a condi¢ao:

d(R) < d(B)oud(R)=0

Exemplo 3.5. Determinar (Q) e R(z) na divisdo de A(z) = 62* — 1023 — 22 + 5z + 4 por
B(z) = 322 — 2z + 2, pelo método de Descartes.

solucdo:

6(Q) =06(A) = 0(B) = gr(Q) =4 -2 = gr(Q) = 2.

Portanto a forma algébrica de Q(z) é:

Q(z) = az* + bz + c. Para R(z) temos §(R) < §(B)oud(R) = 0, como §(B) = 2, entdo o
grau maximo de R(z) é 1. O que determina sua expressao algébrica da seguinte maneira:
R(z)=dz+e

Por defini¢do temos: A(z) = B(z) - Q(z) + R(z), substintuindo os valores temos:

621 — 1023 — 22 +52+4= (322 —22+2) - (a2’ + bz + ¢) + (dz + ¢)

62 —102% — 22 + 52 +4 = 3az* + (3b — 2a)2® + (2a — 2b+ 3) 2% + (2b — 2c + d)z + (2c + €).
Pela igualdade de polindmios, temos que os coeficientes do primero termo devem ser iguais aos
do segundo, portato:

3a=6=a=2

3b—-2a=-10—=3b—-2-2=-10—=3b=—-6=0= -2

20 —2b4+3c=-1=2-2-2-(-2)+3c=—-1=3c=-9=c=-3
2b—2c+d=5=2-(-2)—2-(-3)+d=5= —446+d=5=d=5—-2=—=d =3
2ce+e=4=2-(3)+te=4d=e=4+6=1¢=10

Substituindo os valores de a, b, ¢, d e e nas formas algébricas Q)(z) e R(z), temos:

Q(z) =az’>+bz+c

Q(z) =222 —22-3

Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

E um método simples e pratico para efetuar a divisio de um polinémio P(z) por um bindmio
de primeiro grau da forma az + b. Vejamos como funciona, vamos dividir o polinémio P(z) =
2 4+322-22-6eB(2)=2z—2.
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1. Escrevemos a raiz de B(z) e os coeficientes de P(z), que devem estd reduzidos e orde-
nados conforme o esquema a abaixo.

211 3 -2 —6

2. Abaixamos o primeiro coeficiente do dividendo P(z).

211 3 =2 —6

1

3. Multiplicamos o nimero abaixado pela raiz de B(z) e somamos com o segundo coefici-
ente, colocando o resultado dessa operacao logo abaixo.

2|11 3 -2 -6
2
15

4. Repetimos a ultima sequéncia para os coeficientes restantes.
211 3 -2 —6
2 10
1 5 8

5. Separamos o ultimo nimero

211 3 -2 -6
2 10 16
1 5 8 10

Pelo método de Descartes

Q)=06P)—0(B)=3-1=2
Ou seja, Q(z) tem a forma Q(z) = az? + bz + c. Logo:
Q(z) =2>+52+8e R(z) =10

3.5 Grau de um Polinomios

Defini¢do 3.7. O grau de um polindmio P, na varidvel z, P(z) # 0, denotado por §(P), é
dado pelo maior expoente de z com coeficiente diferente de zero. Dessa forma, o polindmio;
P(2) = ap2" + ap_12" 1 + ... + ag, com a,, # 0, tem grau igual a n.

Exemplo 3.6. Tomemos P(z) =4+ 72 +22 —62° = §(P)=6¢e D(2)=—-1+2z+
522 = 0(D) =2

Segue pela definicdo que se o grau de P € n, entdo o coeficiente a,, serd chamado de co-
eficiente dominante de P. No caso do coeficiente dominante de P ser 1 dizemos que P é um
polindmio unitdrio.
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3.5.1 Grau do polinémio da soma

Teorema 3.2. Se P, D e (P + D) sdo polinémios néo nulos, entdo o grau de (P + D) é menor
ou igual ao maior dos niimeros §(P) e §(D).

§(P + D) < maz{5(P),8(D)}

Demonstracdo: Dados os polindmios P(z) = a,2" + ... + ag e D(z) = b, 2™ + ... + bg
Vamos supor m > n. Entao teremos:
(P+D)(z) = (04 byp)z™ + ... + (ag + bo)
(P+D)(2) = bz + ... + (an + by)2" + ... 4+ (ao + bo)
vejaque 6(P + D) =m
Para m < n, teremos:
(P+D)(z) = (an +0)2" + ... + (A, + b)) 2™ + ... + (ao + bo)
(P+ D)(z) = anz™ + ... + (A + b)) 2™ + ... + (ag + bo), tendo dessa forma 6(P + D) = n

Agora para o caso de o grau de (P + D) ser menor que o maior dos ndmeros 6(P) e 6(D),
temos que os coeficientes dominantes de P e D sdo simétricos e 6(P) = §(D), ou seja:
P(2) = apn2" + ap12" ot ag e D(2) = —bp2" + bp_12" L. + bg; com a, = —b,
entao;
(P+ D) = (an+ (=bn)2" + ... + (@n_1 + b1 2" 1) + ... + (a9 + bo)
(P+ D)= (an_1+by,12"") + ... 4+ (ag + by).
n

Exemplo 3.7. Dados os polindmios;
P(z2)=22*+2+2=gr(P)=2
g(D)=2+2z+ 2= gr(D) =2
(P+D)=3*+32+4=gr(P+ D) =2

3.5.2  Grau do polinémio do produto

Teorema 3.3. Se P e D sdo polinomios ndo nulos,e tem graus m e n respectivamente, entdo o
grau de (PD) é igual a soma dos graus de P e D.

d(PD)=6(P)+0(D)=m+n
Demonstracao 4. Sejam:

P(2) = an2™ + Ap12™ 4+ ag; com a, # 0

Q(2) = bp2™ + by 12" 1+ ...+ by; coma, # 0

Multiplicando cada monémio de P(z) por cada monémio de ()(z) obtem-se um dos produtos
igual a a,,b,z™"™ e todos os outros produtos iguais a a,, .b,_.z"T™ "% em que pelos menos
um dos nimeros naturais 7 ou s € nao nulo.

Temos que:

1. anb, # 0, pois por hipétese a,, # 0 e b, # 0.
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2. m+n>m-+n—r— s, pois, pelo menos um dos naturais nao € nulo.
de (1) e (2) concluimos que §(PQ) =m +n

Exemplo 3.8. P(z) =4+ 3z= §(P) =1
D(z) =1+22+4522=6(D) =2
(PD) =4+ 112 + 262* + 152 = gr(PD) =3

3.5.3 Grau do polinémio quociente

Sejam os polindmios P(z) e D(z), com grau de P, denotado por 6(P), maior do que ou
igual ao grau de @), denotado por 6(Q) , se Q(z) é quociente da divisdo de P(z) por D(z),
entdo, 6(Q) =0(P) - 6(D).

Demonstracdo 5. Sejam respectivamente ()(z) e R(z) o quociente e o resto da divisdo de P(z)
por D(z), por defini¢do, temos que:
Q(z) - D(z) + R(z) = P(z), precisamos ter §(R) < d(D) ou R(z) =0

Definicdo 3.8. Sejam dois polindmios P(z) e D(z), §(P) > 6(D). Se Q(z) é quociente da
divisdo de P(z) por D(z), entdo :

0(Q) = o(P) — 6(D)

Demonstracao 6. Sejam respectivamente, Q(z) e R(z) o quociente e o resto da divisdo de P(z)
por Q(z), por definicdo temos que:

Q(z) - D(z) + R(z) = P(z), com 6(R) < 6(D) ou R(z) =0,

Logo; (D + R) = 0(P).

Como §(R) < (D) ou R(z) = 0, podemos afirmar que 6(QD) = 6(P), §(Q) + 6(D) = §(P),
6(Q) = 6(P) — (D).

3.6 Valor numérico de um polinémio

Condiderando o polindmio P(z) e um nimero complexo «. O valor numérico do polind-
mio P(z) para z = « € o nimero que se obtém substituindo z por « e efetuando os célculos
necessarios. Indica-se por P(«). Entdo P(«) é o valor niimerico de P(z) para z = «.Assim de
modo geral dado o polindmio :

P(2) = ap2" + Qp12"" F apo2" 2+ . a2+ ag
O valor numérico para z = « é :
P(Q) = apa™ + ap_ 10"t +a, 00" 2+ 4 aja+ ag
Observacdo 3.1. Se P(a) = 0, o niimero « é denominado raiz de P(z).
Exemplo 3.9. No polindmio P(z) = 22 — 6z + 8 = 0, temos que P(2) = 0, portanto 2 € raiz
de f(2).
3.7 Fracao Polinomial

P(z)
Q(z)

Defini¢cdo 3.9. Chama-se fra¢do polinomial todo expressdo do tipo ——~em que S(z) e D(z) sdo

polindmios complexos de varidvel complexa, com Q(z) # 0.



3.8 Fracoes Polinomiais Idénticas
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4 EQUACOES POLINOMIAIS OU ALGEBRICAS

Neste capitulo, vamos falar do teorema fundamental da dlgebra, suas consequéncias e tam-
bém o método da relacdo entre coeficientes e raizes para a resolu¢do de equacdes polinomiais.

Definicao 4.1. Denomina-se equagao polindmial ou algébrica toda equacao que pode se escrita
na forma:

2"+ a, — 12"+ L FamP+azt Fag=0

em que 08 a;(ay, ay_1, ..., Az, a1, ag) sdo nimeros que pertencem ao conjunto dos nimeros com-
plexos, n é um inteiro positivo diferente de zero, dizemos também que o grau da equacao é n.

Uma equagao polinomial pode ser também chamada de equacdo algébrica.
O grau do polindmio p(z) é também o grau da equagdo p(z) = 0.

As raizes do polin mio p(z) sdo também raizes do polindmio P(z) = 0.
O conjunto formado pelas raizes da equagdo polinomial em que p(z) = 0 é o conjunto solugdo
(S) ou conjunto verdade (V') da equagio.

Exemplo 4.1. 3z + 1 = 0 é uma equagdo algébrica do 1° grau. z? — 3z — 4 = 0 € uma equago
algébrica do 2° grau. 23 — 222 + 22 — 2 é uma equacdo do 3° grau.

4.1 Teorema Fundamental da Algebra

Enunciado: Seja P(z) um polindmio em C, com grau de P > 1. Entdo P(z) possui ao
menos uma raiz.
A demonstracdo desse teorema foi a tese de doutoramento de Carl Friedrich Gauss (1777 —
1855) no ano de 1978, embora outros matemadticos jd tivessem tentado essa demonstragdo,
Gauss foi o primeiro a realiza-la com perfeicao.
Admitiremos o teorema da dlgebra sem demonstragao.
Uma consequéncia imediata do teorema fundamental da 4lgebra € o teorema da deconposi¢ao
que nos garante:

4.2 Teorema da Decomposicao
Toda equagdo polinomial de grau n(n > 1)

A2+ ay 12" 4 a2V a2t +az+ag =0
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pode ser decomposto em n fatores de primeiro grau, isto é:
P(z) =an(z —aq)(z — ag)...(z — )
onde o, s, ..., v, s30 raizes de P.

Demonstracao 7. Sendo P um polindmio de grau n, n > 1 podemos aplicar o (T.F.A.) e p tem
ao menos uma raiz real ou complexa «;. Assim P(«;) = 0, isso implicaem (z — ;) | P
portanto:

P(z)=(z—aq) - Qi(2) 4.1)

onde (); € um polindmio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,,. Sen =1,n—1=0e
()1 é um polindémio constante. Portanto Q1 = a, e p = a,(z —ay). Sen > 2entdon — 1 > 1
e o T.FA. € aplicdvel ao polindmio ();. Isto €, (); tem a0 menos uma raiz real ou complexa cvs.
Assim, Q1 (a) = 0. Dessa forma, () é divisivel por z — ax:

Q1(2) = (2 — a2) - Q2(2) (4.2)
Substituindo (4.1) em (4.2),

p(2) = (z = a1)(z = a2) - Qa(2)

onde ()5(z) é um polindmio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,. Se n = 2, isto é ,
n—2=0,entdo Q2(z) = an, e p(z) = an(z — a1)(z — as)
Assim por diante, apds n sucessivas repeticdes do T.F.A. chegamos na igualdade:

p(z) = (z—a1)(z —az) - (2 — an) - Qu(2)
onde ), (z) tem grau n — n = 0 e coeficiente dominante a,, portanto, (), = a,, €

Pz)=apn(z—a1)(z —ao)(z —ag) -+ (2 — ap)

CONSEQUENCIA DO TEOREMA DA DECOMPOSICAO
Consideremos a equagdo na variavel z:

an" + ap 12" P a a2t +ag=0

de grau n, n > 1, pelo teorema da decomposicdo essa equagdo pode ser apresentada na forma:
an(z—=mr)(z—=19) - (2—1,) =0

Temos que 1,79, -+ , 7, s@0 todas as raizes dessa equacdo. Assim sendo devemos concluir o
seguinte:

Uma equagdo polinomial de grau n admite exatamente n raizes complexas, ndo necessaria-
mente distintas entre si.
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4.3 Multiplicidade de uma raiz

Definicio 4.2. Dizemos que « é raiz de multiplicidade m,m > 1, da equacdo p(z) = 0 se, e
somente se,

Pz) =(z—a)™-Q(z) e Q(a) #0

isto é, « € raiz de multiplicidade m de p(z) = 0, quando o polindmio P € divisivel por (z — a)™
e ndo € divisivel por (z — a)™"!, ou melhor, a decomposi¢do de p apresenta exatamente m
fatores iguais a z — «

Se uma raiz «; comparece um unica vez dentre os fatores do primeiro membro, entdo a; €
chamada de raiz simples da equacao.

Se uma raiz «; comparece k vezes k£ > 1 dentre os fatore do primeiro membro, entdo o €
chamada de raiz de multiplicidade k da equagdo."

Quando m = 1 dizemos que « € raiz simples; quando m = 2 dizemos que « € raiz dupla;
quando m = 3 dizemos que « € raiz tripla, etc.

Condideremos a equagio polinomial (z — 3)(z — 1)%(z — 4)3 = 0 que apresenta seis raizes
sendo: uma raiz igual a 3, 2 raizes igual a 1 e 3 raizes igual a 4.

Dizemos que 3 € raiz simples, 1 € raiz dupla, e 4 € raiz tripla da equagdo dada.

Exemplo 4.2. 1. A equagio 2*(z + 5)” = 0 admite as raizes 0 com multiplicidade 4 ¢ —5
com multiplicidade 7, portanto , embora seja equacdo do 11° grau , seu conjunto solu¢io
tem s6 dois elementos:

S = {0, -5}

2. A equagdo (z — a)” = 0 admite s6 a raiz a com multiplicidade n, isto é, seu conjunto
solucdo € :
S ={a}

4.4 Raizes complexas

Vamos estudar agora um teorema que diz respeito as raizes imagindrias de uma equacao
polinomial de coeficientes reais. Lembre-se de que nimero imagindrio € todo nimero complexo
zndoreal,istoé, z = a+ bi,coma € Re b € R*.

Teorema 4.1. Se um niimero imagindrio = = a + bi, a € R e b € R*, € raiz de uma equagdo
polinomial P(x) = 0 com coeficientes reais, entdo o conjugado de z, Z = a — i, também € raiz
dessa equacdo.

Demonstracao: falta fazer ]
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4.5 Relacao entre coeficientes e raizes de uma equacao polinomial

Albert Girard (1560 - 1633), flamengo, em sua obra Invention nouvelle en I’algebre, apre-
sentou um importante teorema que relaciona as raizes com os coeficientes de uma equacao
polinomial. Antes de estudar esse teorema em sua forma geral, vamos aborda-lo particular-
mente para equacdes do 2° e do 3° grau.

Consideremos o polindmio do 2° grau P(z) = ay2% + a1z + ag, as # 0) cujas raizes sdo
e 9. Pelo teorema da decomposicao de um polindmio, podemos escrever:

as2* + a1z + ag = ax(z — ry)(z —r3) = 0 com ay # 0

ao dividirmos tudo por as temos:

aiz ao
2+ —+ —==(z—-7r))(z—r9)
% %
a1z Qo 9
22—+ —==22—rez—rz+T09
) az
a1z Qo
Pt —+ — =22 (r+r)r+rir
) az
Concluimos que:
aq Qg
rM+1r9=——€rry=—
Qg )

temos entdo o seguinte:
As raizes 71 € ry. da equagdo polinomial do 2° grau ay2% + a;z + ap = 0, ay # 0), sdo tais
que:

rt+ry =

T1 T2 =

|
®|m|®

Consideremos, agora, o polindmio do 3° grau P(z) = a32® + a»2* + a1z + ag, a3 # 0, cujas
raizes sdo r1, 9, r3. Pelo teorema da decomposi¢@o de polindmio, podemos escrever:

azz® + agz® + a1z +ag = az(z —r)(z —re)(z —13) =0
mais uma vez se dividirmos tudo por ag, ficamos com:

CZQZ a1z
z —I———l——+——(z—r1)(z—r2)(z—r3)
as as as
donde )
(0594 a1z
T L (r1 4+ 12 +13)2% + (rire + 7173 + 1973)2 — 117or3 V2
as as as
Portanto:
a2 Q2
—<T1+7’2+7’3) = — T1+T2+7“3 = ——
as a3
a1 a1
riry +rir3 +1rory = — - rire + 71173 +1rery = —
as a3
Qo Qo
—T1rory = — T1r9ry = ——
as as

sao ralagdes entre raizes e coeficientes da equacdo. Temos, entdo, o seguinte:
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As rafzes 1, 5 € 3. da equagdo polinomial do 2° grau az23 + a»2? + a1z +ag = 0, ay # 0),
sdo tais que:

45)
7’1—|—T2+7’3 = ——
as
ay
rire + 113 + rory = —
as
Qo
T17r9ry — ——
as

Teorema 4.2. Em toda equacdo polinomial de graun, n > 1, a,2" + a,_ 12" + @022 +
.t a1z + a9 =0, (a,) # 0, cujas raizes sdo ry,rs, 13, ..., T, tem-se que :

-1 . an-1
,ouseja, ry +ro+r3+...+r,=— ;

n a”l’l

. a
® a soma das raizes é igual a —

Qp—2

e a soma dos produtos das raizes, tomadas duas a duas, ¢ igual a , ou seja ryry +

n
Ap—2

rirs +Tra Ty =
n

, A A ;o an—3 .
e a soma dos produtos das raizes, tomadas trés a trés, é igual a — , ou seja, r1Trar3 +

n

Ap—3
T1ToTy + 11725 + - + Tp_orn — 1r, = —
Qn,
. L. (—1)”@0 . Q—l)”ao
e 0 produto de todas as raizes é igual a ————, ou seja, r\ror3 Ty = ————
a
n n

Demonstracao: Pelo teorema da decomposi¢ao de um polindmio, podemos escrever:

2"+ Uy 12" A a0 L aizdag = an(z — 1) (2 1)z —713) .. - (2 — 1)

Dividindo por a,, ambos os membros dessa identidade, obtemos:

Ap—1 p1 , An—2 ,_ o a1 Qg
—Z + —2 +. .. +—2+—=z—1r1)z2—19)l2—T3): ...  (2—T
- - e e NV CECES RN

2"+
Observe que, para efetuar o produto no segundo membro dessa igualdade, multiplicamos:
e todos os fatores iguais a z, obtendo z";

e 0s fatores z tomados n — 1 an — 1 pelas raizes tomadas uma a uma, obtendo

—2" Ty = 2y — 2y — o — 2" ousseja, —(ry b g by b ry) 2"

e 0s fatores iguais a x tomados n — 2 a n — 2 pelas raizes tomadas duas a duas, obtendo:

2R g2 TR g2 TR g 2 T2 1T, U seja, (ryro byt - )22

e 0s fatores iguais a z tomados n — 3 a n — 3 pelas raizes tomadas trés a trés, obtendo:
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— 2 oy — 2 T oy — 2 T ey — - '—z”’3rn_2rn_1rn, ou seja, —(riror3+rirary+rirers+- - rn

e todos os fatores iguais a rq, 79,73, - - , 7y, Obtendo (—1)jrarz - - - - T
Logo, da identidade, temos:

( Ap—1
ap
Ap—2
Ty +Tr3 + 1y + - - + "1y =
a?’l
an—3
—(rirors + rirery + rrers + -+ rn — 2r,_qry,) =
An
Qo
(_1>nr177’2’7"3’.~~ y ' - -
\ (7%
ou ainda:
Ap—1
T1+T2+T3+"‘+Tn = —
ap
An—2
riry +rir3 + g+ -+ 1Ty =
An,
o Ap—3
T3 + riTory + rirers + - -+ 1N — 2rp_1,, = — .
n
(=1)"ao
T1,T2,73, * ,Tn -
\ Ay,

|z —p|<d=| flz)—fp)I<e
f(e1) <0ou f(er) 2 0.
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5 CONCLUSAO

Esta pesquisa foi de fundamental importancia para meu crescimento como estudante, como
profissional da educacao e como pesquisador cientifico. Além disso, me proporcionou uma am-
pla visdo acerca do tema abordado. Certamente estou melhor preparado para estudar e lecionar
matemadtica sobretudo em si tratando de topicos relacionados a dlgebra.

O nosso trabalho servird como base de estudos, para o aluno que tiver interesse no assunto,
ou até mesmo, para um professor.
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