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Resumo

O Teorema de Lax-Milgram estabelece que cada funcional linear definido num espaco de
Hilbert, digamos H, esta associado a um tunico elemento em H, de maneira que este
funcional pode ser representado por uma forma sesquilinear limitada e coerciva. Neste
trabalho, vamos utilizar o Teorema de Lax-Milgram para garantir a existéncia e unicidade

de solucao fraca para alguns problemas de equagoes diferenciais parciais.

Palavras-chaves: Teorema de Lax-Milgram; exiténcia e unicidade; equagoes diferenciais

parciais.



Abstract

The Lax-Milgram Theorem states that every linear functional defined on a Hilbert space,
say H, is associated with a single element in H, so that this functional can be represented
by a limited and coercive sesquilinear form. In this work, we use the Lax-Milgram
Theorem to guarantee the existence and uniqueness of weak solution for some problems of

partial differential equations.

Keywords: Lax-Milgram Theorem; existence and uniqueness; partial differential

equations.
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Introducao

Sendo uma das mais recentes areas da Matematica, a Andlise Funcional surgiu em
meio a procura de solugoes para muitos problemas de equacgoes diferenciais e integrais.
Neste contexto, um resultado de significativa contribuicao foi o Teorema de Lax-Milgram,
desenvolvido em 1954 pelos matematicos Peter David Lax e Arthur Norton Milgram. Sob
certas condigoes, ele garante a existéncia e unicidade de solucao para problemas de equacoes
diferenciais. Mais a frente, estudaremos alguns destes problemas.

Iniciamos o primeiro capitulo apresentando conceitos e resultados necessarios ao de-
senvolvimento deste texto. Estudamos algumas caracterizagoes de espacos vetoriais, dando
uma atencao maior a de um espaco de Hilbert, uma vez que, os principais resultados deste
trabalho estao fundados neste espaco. Ainda neste capitulo, tratamos da teoria envol-
vendo limitacao e continuidade de operadores lineares e da definicao de ortogonalidade
entre espagos vetoriais.

Jé no Capitulo 2, tivemos como principal interesse estudar o Teorema de Lax-Milgram.
Iniciamos provando o famoso Teorema Representacao de Riesz, que de certo modo, pode ser
considerado um caso particular do Teorema de Lax-Milgram. Ele mostra que todo espaco
Hilbert estd naturalmente identificado com o seu dual, de maneira que, cada funcional
linear continuo pode ser representado por um produto interno. Por sua vez, o Teorema de
Lax-Milgram, o generaliza, para formas sesquilineares limitadas e coercivas.

Por fim, no ultimo capitulo, usamos o Teorema de Lax-milgram para mostrar a
existéncia e unicidade de solucao fraca para alguns problemas de equagoes diferencias. Va-
mos admitir que o leitor possua familiaridade com a teoria dos espacos LP e de espacos de
Sobolev. Alguns resultados e conceitos, sobre tais teorias, serao apresentados no Apéndice,

podendo, para as provas, ser consultadas as referéncias [1] e [2].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

No presente capitulo tratamos dos conceitos e resultados que darao suporte ao nosso
texto. Definimos as aplicagoes norma e produto interno, seguidas de algumas de suas
propriedades, a fim de estudarmos o espago de Hilbert, onde esté caracterizado o Teorema
de Lax-Milgram.

Também, fizemos um estudo sobre operadores lineares, ressaltando a equivaléncia
entre ideia de limitagao e continuidade de tais operadores, que ¢ de grande importancia no
decorrer de todo trabalho.

No que segue vamos denotar por K o corpo dos reais ou dos complexos. Dado a € K,
simbolizaremos por @ o seu complexo conjugado e por Rea e I'ma, respectivamente, a parte

real e a parte complexa de a.

Definicao 1.1. Seja X um espaco vetorial sobre K. Uma norma em X € uma funcao

-] : X = K, satisfazendo:
Ny lzf| = 0;
Ny ||z]| =0 2 =0;

N.

- Nazll = laf lz];

w

Nyl +yll < [l + [lyll,

W~

para quaisquer x,y € X e a € K.



Observacao 1.1. Do item N4 seque-se que

izl =yl < llz —yll,  VoyeX. (1.1)
De fato, observe que
el = llz —y+yll <llz =yl +llyll = lzll = llyll < llz =yl (1.2)
Por outro lado,
Iyl = lly =2+l < lly ==l + [l =Myl = =l <lly — ]|, (1.3)
mas,
[yl =Nzl < lly —ll = |=1(z = y)l = [=1llz =yl = [yl =Nzl <[l =yl (1.4)
De (1.2) e (1.4)
=z =yl <llzll = llyll < llz =yl =zl = llylll < llz = yll-
Proposigao 1.1. A norma ||-|| : X — R € uma aplicagao continua.

Demonstracao: Dado € > 0, para cada x € X, devemos obter § > 0 tal que
yeXe lly—z <d = |zl =yl <e

considerando ¢ = ¢, entdo por (1.1), segue o resultado. 0]

Definicao 1.2. Um Espagco Normado X é um espaco vetorial com uma norma definida

sobre ele; denotamos (X, ||]|) ou apenas por X, quando a norma utilizada estiver clara.

Definigao 1.3. Sejam (X, ||-||x) e (Y. ||ly-) espagos normados. Diremos que T : X =Y €

uma 1sometria quando
[T(x1) = T(xo)lly = llor — 2ol Vim0 € X.

Definicao 1.4. Uma sequéncia (x,,) em um espaco normado (X, ||-||) € dita ser de Cauchy,

quando dado € > 0 existe ng = ng(€) € N, tal que

|Tm — znll <€,  Vm,n > ny. (1.5)



Definicao 1.5. Um espago normado X ¢é dito ser completo se toda sequéncia de Cauchy

em X converge para um elemento deste espago.
Definicao 1.6. Um Espaco de Banach ¢ um espaco normado completo.

Definicao 1.7. Seja X um espago vetorial sobre K. Um produto interno em X € uma

aplicagao (-,-) : X x X — K, satisfazendo as sequintes condigoes:
Py. (x,x) >0 e (z,x) =0 se, e somente se, x = 0;
PQ' <l’—|—y,2> - <LL’,Z> + <y72>7

Ps. (ax,y) =a(x,y);

p4' <x>y> = <yax>a
para quaisquer x,y,z € X e a € K.

Observagao 1.2. Se x =0 ou y =0, entdo (x,y) = 0. Realmente, para v = 0, tem-se

(0,) = {0+ 0,y) =(0,y) +(0,y) = (0,y) =0.
O caso em que y = 0 seque de modo andlogo.

Definicao 1.8. Quando sobre um espaco vetorial X estiver definido um produto interno,
dizemos que ele é um espago produto interno, o que denotamos por (X, (-,-)) ou apenas

X, quando nao for necessdrio explicitar o produto interno utilizado.

Observagao 1.3. Seja X um espago com produto interno. Se (x,y) = 0 para todo x € X,
entao y = 0.

De fato, se (x,y) =0 para todo x € X, em particular para x =y, tem-se

(y,y) =0 = y=0.

Observacao 1.4. O produto interno define uma norma em X, que é dada por

2l = vz, ), VreX

e € chamada “norma induzida pelo produto interno”.



Exemplo 1.1. Considere o Espaco Fuclidiano R™, com o produto interno

(x,y) = T1y1 + TaY2 + . .. + TpYn,

onde x = (T1,Ta, ..., 2n),y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € R™. Seque-se pela Observagao 1.4, que R™ ¢é

um espago normado, com a norma
|zl = /22 + ...+ 22, ze€R™ (1.6)

Definicao 1.9. Um espaco de Hilbert é um espaco com produto interno completo na

norma induzida pelo produto interno.

Teorema 1.1. Seja X um espaco produto interno. Entdo para quaisquer x,y € X valem

a) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(z,y)| < ||z| |yll; e igualdade ocorre se, e

somente se, {x,y} € um conjunto linearmente dependente.

b) Desigualdade triangular: ||z + y|| < ||z|| + ||y||; @ igualdade ocorre se, e somente

se,y=0ouz=ay (a>0).

Demonstracao:
a) Se (x,y) = 0, o resultado é imediato. Se (z,y) # 0, podemos supor, sem perda de

generalidade, que y # 0. Para todo o € K tem-se que

0< lz—ayl” = (z—ay,z—ay)
= |lz|> — a(z,y) —a@(y,z) + o |y’

= |lz” —a(z,y) —a({y.2) —alyl*), VaeckK

Em particular, para o = <|:|IJ’|:|E2>, segue-se que
Yy
2 <y,ZE> — <y7$> 2 <y,l’> 2
0< =" - e (v,y) — @ ((y,@ PE [yl ) = ok (2,y) < |l

Como (z,y) = (y, ), tem-se

<zl = Kzy)l” < 2l lyl®,



consequentemente
(=, )] < =l flyll-

Agora, a igualdade ocorre se, e somente se, y = 0 ou ||z — ay||* = 0, e dai,
||93—ayH2:0 S r—ay=0 & z=ay,

isto é,
{z,v)| = ||z|| |lyll & {x,y} é um conjunto linearmente dependente.

b) Usando o fato de que |(y, z)| = |[(z,y)| e a desigualdade de Cauchy-Schawarz, note

que

lz+yl* = (z+y,z+y)
=l + {z,y) + (. ) + |yl
< 2l + K, )l + Ky o))+ Nyl
= |l + 2z, 9)| + |yl
< el + 20l llyll + [yl

= (=l + llyl)*,

Tomando a raiz quadrada, chega-se a desigualdade

[z +yll < llzll + vl

Note que, na expressao acima, a igualdade é valida se, e somente se, (z,y) + (y,z) =

2[lz[l [yl , e como (z,y) = (y,x), tem-se que (z,y) + (y,x) = 2Re (z,y), logo

{2, y)| = Re (z,y) = [l lyll = [¢z, 9)],

ou seja, Re (x,y) = |{z,y)| = ||=| |||, e pelo item anterior z = 0 ou o conjunto {x,y} ¢é
linearmente dependente, logo, y = ax, para algum a € K.
Vejamos que a > 0. Realmente, sendo Re (z,y) = |(x,y)|, devemos ter que Im (x,y) =

0, consequentemente

(z,y) = Re(z,y) = [(z, )] 2 0,



segue-se que

0< (z,9) = (z,az) = a|z|” & a>0.

O
Proposicao 1.2. O produto interno é uma aplica¢cao continua.
Demonstragao: Sejam (z,), (y,) em X, tais que que z,, — x e y,, — y. Observe que
‘(xmyn> - <x>y>’ - ‘<$n7yn> - <$n7y> + <xnay> - (x,y)]
= |<xn7yn - y) + <xn - l’,y>|
< Hzn yn — )| + Kan —2,9)|
< lzall llyn =yl + llzn — [ lyll,
entdo, quando n — oo, tem-se |(z,,y,) — (z,y)| — 0, ou seja,
<$n7yn> — <$7y> )
pois ||z, || é limitada e ||y, — y|| — 0. O
Proposigao 1.3. Sejam (X, ||-||) wm espaco normado e f : X x X — R dada por
1 2 2 2
fey) =5 (lz+yI” = lel” = lylF") . Vo,y e X. (1.7)

Entao:
a) f(0,y) =0,vy € X.
b) Seja (z,) uma sequéncia em X. Se x, — x, entao f(x,,y) — f(x,y).

Demonstracgao:

a)Veja que

1 1
F(0,y) =5 (110 +yl” = 1lol* = [lylI*) = 3 (Iyll* = lyl*) =0, Vvye X,

b)Usando a continuidade da norma temos que se z,, — x, entao ||z, + y|| = ||z + y||

e[|, — |z, logo
) .1 2 2 2
lim f(x,,y) = hm§(||$n+y|| — [lznll” = [lylI°)

1
= 5 (le+yl” = ll=I” ~ lyl*)



O

Proposicao 1.4. Seja (X, ||-||) um espago normado. A norma || € induzida por um

produto interno se, e somente se, ela satisfaz a lei do paralelogramo:
lz + yll* + llz = ylI* = 2|2 + 2|lyl*,  Va,y € X. (1.8)

Demonstracao: Suponha que a norma ||-|| seja induzida por um produto interno. Das

condigoes de produto interno, tem-se que para quaisquer x,y € X,

lz+yl* +le—yl* = @+yz+y)+(z—yr—y)
= (@oty)+{yr+ty +{xz—y +{y,z—-y)
= (z,2) +(z,y) + (v 2) + (¥, ) + (z,2) — (z,9) — (¥, ) + (,9)
= 2(z,2) +2(y,y)

2 2
= 2"+ 2]lyl”

Reciprocamente, suponhamos que seja valida a lei do paralelogramo. Provaremos que
a norma considerada provém de um produto interno. Para isto, consideraremos o caso em
que X é um espaco vetorial sobre os reais, e posteriormente o caso quando X estiver definido
sobre os complexos.

1° caso - K = R. Mostraremos que f definida na Proposicao 1.3 por

1
flay) =5 (lz +l* = llzl® = llyl*) ,  Va,y € X,

define um produto interno que induz a norma ||-||. De fato, sejam x,y, z € X.
i) fz,z)=|z|*>0e f(z,2) =0 & |z]* =0 2 =0.
ii) Aplicando a lei do paralelogramo aos dois pares de vetores (x + z2), (y + 2) e z,y,

sucessivamente, resulta que

Fla,2)+ fly.2) = 5 (le+21° = al® = |1217°) + % (ly + 20" = llyl* = 11=11%)

(lz +y + 22" = [lyll* — 4]1=1)

N e

1
= 2f (§($+y),z>, Vi, y,z € X.
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Escolhendo y = 0, pela Proposigao 1.3, segue-se que f(y, z) = 0, dai obtemos

fla,y) = 2f (§z>  Vr,ze X
implicando que
of (%(m—ky),z) — flrtye).
Logo
F@2) + f(.2) = f(@+y.2), Vayz€X. (1.9)

iii) Agora, escolhendo y = —x e substituindo em (1.9), novamente pela Proposigao 1.3,
segue-se que f(x,z) = —f(—z,z). Considerando as relagoes anteriores e usando indugao

sobre n, resulta que

f(nz,y) =nf(z,y), VneZ.

Vamos generalizar esta expressao para todo a € R.

Inicialmente, veja que se m € Z e m # 0, para n € Z tem-se

n x x n x n
m m m m m m
Sendo @ denso em R, dado o € R, podemos escolher uma sequéncia de racionais (gy)

convergindo para « e usando a Proposicao 1.3 temos

flax,y) =lim f(g.x,y) = limq, f(z,y) = af(z,y).

Portanto,

flax,y) = af(z,y), VaeR Ve, yeX.

. 1
iv) f(z,y) = 5 (l=+ylI* = = = llyll*) = 5 (lly + zl* = llyll* = ll«]*) = f(y, ).
2° caso - K = C. Neste caso, vamos definir ' : X x X — C por

N | —

F(x,y):f(x,y)—zf(x,zy), Vx,yEX,

onde f é a funcao definida no caso anterior. Afirmamos que F' define um produto interno
que induz a norma considerada. Provaremos apenas as condigoes (P;) e (FPy), as demais

condicoes podem ser mostradas com argumentos similares aos do caso real.
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Sejam z,y € X. Temos que

F(z,z) = f(z,x) —zf(x,m)

1
2 i . 2 2 . 2
=l =[5 e+ il = ol — i)
1
2 . 2 12 )
= el = | el (1 i 1= )
1
— ol i |l o]

Logo, F(z,z) = ||z|° > 0e F(z,z) =0 & |jz]|* =0 < x = 0.
Agora, vamos verificar que F'(x,y) = F(y,x). Primeiro, vejamos que valem as seguin-

tes relagoes:

o . 2 2 2
fliz,iy) = 5 (liw+iyll” = llizl” - [yl

[il* (lz +yll* = ll=” = [lyl*) = f(z, ).

[NRIE NGB

F([L’,Zy) f(l'7y) - 'lf(l’,ZQy) = f(l','y) - Zf(l‘, _y) = f($7y) + zf(:v,y)

Assim,
Portanto, a norma ||-|| é induzida por um produto interno. O

Definigao 1.10. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K. Dizemos que T : D(T) C X —» Y
¢ um operador linear, onde D(T') € subespago vetorial de X, quando para todos x,y € D(T')

e a € K, tem-se:
a) T(x+y)="T(x)+T(y);
b) T(ax) = aT(x).

Observagao 1.5. Ao que seque, utilizaremos a Definicao 1.10, em sua forma equivalente,

isto €, T(ax + Py) = o1 (z) + BT (y), onde z,y € D(T) e o, B € K.
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Observagao 1.6. Se T : D(T) C X — Y ¢é um operador linear, entdo T'(0) = 0. Basta
notar que

T0)=T(0+4+0)=T7(0)+17(0) = T7(0)=0,
onde usamos a linearidade de T e a existéncia do simétrico —T(0) € Y.
Definicao 1.11. Define-se o nicleo de um operador linear T', como sendo o conjunto
ker(T) = {z € D(T) : T(z) = 0}.
Teorema 1.2. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. Entdo,
a) A imagem R(T) é um subespago vetorial de'Y;
b) O nicleo ker(T) € um subespaco vetorial de D(T).

Demonstracgao:

a) Sejam yi,y» € R(T); neste caso, existem x1,z9 € D(T), tais que T(z1) = y; e
T(z3) = yo. Como D(T) subespago vetorial de X, azy + fxo € D(T), para quaisquer
a, 8 € K. Sendo T linear,

ayy + Py = aT' (1) + ST (xe) = T'(axy + Br2) € R(T).
b) Se 1, x5 € ker(T), entao T'(z1) = T(x2) = 0. Note que, para quaisquer «, f € K
T(axy + Brg) = T (x1) + BT (z2) = 0.
Portanto, ax; + fxq € ker(7T). O
Teorema 1.3. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. Entdo
a) A inversa T™': R(T) — D(T) existe, se, e somente se, T(x) =0 = =z =0;
b) Se T~! existe, ele é um operador linear.

Demonstracao:
a)SeT~': R(T) — D(T) existe, é em decorréncia de T ser injetiva. Dai, considerando

x € D(T) tal que T'(z) = 0, tem-se que
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pois T é injetora. Reciprocamente, se T'(x) = 0 implicar = 0, entao 7" é injetora. De fato,
Tx)=Ty) = Tx)—-Ty) =0 = T(x—y)=0 = z2—y=0 = z=uy.

Logo, T~ : R(T) — D(T) existe.

b) Suponha que T~ : R(T) — D(T) existe. Sendo T linear , o Teorema 1.2, garante
que o dominio de T, ou seja, R(T') é subespaco vetorial.

Considerando 7 e xo € D(T) e suas respectivas imagens T'(z1) = y1 e T'(z2) = v,

entao 1 = T (y1) e zo = T~ !(y2). Dados «, 3 € K, veja que
ayr + Bys = o (x1) + BT (22) = T(ax1 + B2)
e aplicando a inversa T~ !, resulta
T~ ays + Bya) = a1 + fra = T (1) + BT (1)
Portanto, 7! é linear. O

Definigao 1.12. Sejam (X, ||-||yx) e (Y, |I-|ly) espacos normados e T : D(T) C X — Y um

operador linear. T' € dito limitado se existe um nimero ¢ > 0 tal que para todo x em D(T')
IT()lly < cllzllx - (1.10)

Observe que se x = 0, ocorre a igualdade em (1.
|7 (

lll

10). Vamos considerar a menor
|

constante ¢, a qual denotaremos por ||T||, satisfazendo < ¢, para todo z € D(T)—{0}.

Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.13. A norma de um operador linear limitado T € definida por

T\ = sup ———- 1.11
|| || EGZ(OT) || || ( )

Caso D(T) = {0}, define-se ||T'|| = 0.
Podemos reescrever (1.10) como

1T < T ]l (1.12)
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Observagao 1.7. Ao longo deste texto, também utilizaremos a formula alternativa para a

norma de um operador linear limitado T', dada por

||| = sup [|T(x)], (1.13)
zeD(T)
lzll=1
P . . ‘ 1
que € vdlida, pois se x € D(T) € tal que ||x|| = a e considerando y € D(T'), com y = —x,
a
x # 0, seque que
1
= — =1
lyll = — ll]
e por (1.11), temos
T(x 1 1 1
i1 = swp T = sy Dir= s L1 = s 7 (5o = sw 1zl
zeD(T) ||:L‘|| zeD(T) QA zeD(T) || A zeD(T) a yeD(T)
x#0 x#0 z#0 z#0 |lyl|=1

Trocando y por x, obtemos o resultado.

Denotaremos por B(X,Y), o conjunto dos operadores lineares limitados de X em Y,
ou seja,

B(X,Y)={T:X — Y : T é um operador linear limitado}.
Quando X =Y, escreveremos B(X).

Definigao 1.14. Sejam X e Y espagos vetoriais sobre K. Uma aplica¢iao S : D(S) C X —

Y € dita antilinear (ou conjugada linear), quando para todos x,y € D(S) e a € K, tem-se
a) S(x+y)=5(x)+ ()
b) S(ax) =a@S(x).

Observagao 1.8. Observe que a) e b) é equivalente a S(ax + By) = @S(x) + BS(y),
x,y € D(S) ea, K.

O préximo teorema garante a equivaléncia entre o conceito de limitacao e continuidade
de operadores lineares. Por esse motivo, daqui em diante, nos referiremos a um operador

linear como limitado ou continuo sem distingao.

Teorema 1.4. Sejam X,Y espagos normados. Se T : D(T) C X — Y ¢é um operador

linear, entao
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a) T ¢ continuo se, e somente se, T € limitado.
b) Se T é continuo em um ponto, entdo T € continuo.

Demonstragao:
a) Suponhamos 7' continuo em um arbitrario xy no dominio de 7. Dado qualquer

e > 0, existe 6 > 0 tal que
Vee D(T)e ||lx—xo]| <0 = [|[T(x) —T(z0)| <e. (1.14)

Tomando qualquer y # 0 em D(T) e fazendo

- oy
Tr=xy+ —, entao r — rg = —,
H || [yl
dai
o = aall = | 72| = o ol =
Iyl Tyl
Pela linearidade de T' e por (1.14) segue-se que
oy
1T'(x) = T(2o)|| = |T(z — 2o)l| = | T | 7= 1T ()|l < e
Iyl HyH
logo,

€
1T < <1yl

e portanto 7' é limitado.
Agora, vejamos a reciproca, isto €, se T' é limitado, entao T é continuo.
De fato, se T' = 0, o resultado é imediato. Entao, seja T" # 0, logo ||T’|| # 0. Considere

e > 0 e qualquer 2o em D(T'), suponha que para todo x € D(T)

|z — x0]] <4, onde § = ——,
17|

entao como T ¢ linear, obtemos que
IT(x) = T(@o)|| = IT(z — zo)[| < [IT[| f]lz — 2oll <€

Como tomamos zo € D(T") arbitréario, concluimos que 7" é continuo.
b) Na primeira parte da prova do item anterior, a continuidade de T" em um ponto

implicou sua limitacdo, o que por a) implica em continuidade. U
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Corolario 1.1. Seja T um operador limitado. Entdo
a) Sex, — x, onde (x,) C D(T) ex € D(T), entao T (z,) — T(z).
b) O nicleo ker(T') é um subespago fechado.

Demonstragao:
a) O Teorema 1.4 garante que 7" é continuo, logo x, — z, implica que T'(z,) — T'(z).
b) Que o ker(T) é um subespaco, ja vimos no Teorema 1.2. Agora, seja z € ker(T),
assim, existe (z,) € ker(T), tal que x, — x; dai pelo item anterior T'(z,) — T(z). Note
também que T'(x,) — 0, pois T'(x,) = 0. Logo, pela unicidade do limite T'(z) = 0, ou seja,
x € ker(T). Desde que x € ker—(T) foi arbitrario, concluimos que ker(7") é um subespago
fechado. O
Agora trataremos de um caso particular de operadores lineares, os denominados fun-

cionais lineares. Por isso, todos os conceitos e resultados vistos para operadores, também

sao validos para funcionais.

Definicao 1.15. Seja X um espaco vetorial sobre K. Um funcional linear f é um operador

linear com dominio D(f) em X e imagem em K.

Seja X um espac¢o normado sobre K e f : D(f) € X — K um funcional linear

limitado, ou seja, existe ¢ > 0, tal que para todo = € D(f),

|f(@)] < cllz]. (1.15)
A norma de f é definida por
flx
£l = sup L) (1.16)
zen(p) ||
z#0
ou
£l = sup |f(x)]. (1.17)
2eD(f)

llz]l=1

Segue de (1.15) e (1.16) que

[F @)l < ] (1.18)



17

Exemplo 1.2. Seja f, : X — K, dada por f.(y) = (z,y), para todo y € X, onde v € X
estd fizo. Observe que f, é um funcional linear limitado:

De fato, se y1,y» € X e a, B € K, entao

fe(ayr + Bya) = (x, ays + Buya) = (w, ay1) + (@, By2) = a{w,y1) + B(x,42) = afa(y1) + Bfa(y2).

Logo, f, € linear e pela desigualdade de Cauchy- Schwarz, temos que

[fo()l = [{z, )| < =l lwll,  Vy e H;

ou seja, fp € um operador linear limitado. Considerando o sup |f.(y)| = ||f:ll, seque-se
lyll=1
que

1 fall < [l]] - (1.19)

Uma versao especial para o Teorema 1.4 é dada por:

Teorema 1.5. Um funcional linear f, com dominio D(f) em um espa¢o normado, €

continuo se, e somente se, € limitado.

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos, B(X,K), serd chamado dual de

X e o denotaremos por X*, isto é,
X*={f: X —K: féum funcional linear continuo}.

Definicao 1.16. Seja X um espaco munido de um produto interno. Dois elementos x,y
em X sao ditos ortogonais, o que denotamos por xly, quando (x,y) = 0.

Se E, I sao subconjuntos de X, entao ELF indica que x Ly sempre que x € E e
y € F; se além disso, E e F' sao subespacos, diz-se que eles sao ortogonais.

Denota-se por E+ o conjunto de todos os elementos de X ortogonais a E, ou seja,
Et={re X :(x,y) =0,Yy € E}
Lema 1.1. Num espago com produto interno x_Ly se, e somente se,

e+ ayll = [lz], Vo e K. (1.20)
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Demonstracgao: Suponha que x_Ly. Observe que se x = 0 ou y = 0, o resultado é imediato.
Suponha que x,y sejam ambos nao-nulos. Tem-se que

0< [lz+ayl® = [l +alz.y) +aly.z) +aally|’

_l_

2

= |lz|* + a(z,y) +alz,y) + aa |yl
2

= |lz|* + a(z,y) + a(z,y) +aa |yl

= |ll* + 2Rea (x,y) + [af* y]*, Vo €K;
como Ly, entdo Re(a (x,y)) = 0, dai
lz + ayl* = [le|* + o lylI* = el® = [lo+ay| > [lzll, VYaeK.
Reciprocamente, supondo que a desigualdade (1.20) ocorra, entao

2 2 2 — — 2
)™ < lle +ayll™ = llzl” + a(z,y) + @y, z) + o |ly|]

= |lz|* +a(z,y) +a({y, =) +a|y|?), VaeK.
(y, )
lyl)?

) ) (v, 2)
Jof? < Jelf = W o) + (<y> L2y ||)

temos

Em particular, escolhendo o = —

dai, ,
e,

O

Lema 1.2. Dado um subconjunto E de um espaco vetorial com produto interno X , entdo E+

é um subespaco vetorial fechado, e se E é também subespaco vetorial, entdo EN E+ = {0}.

Demonstracao: Sejam z,y € E+ e a, 8 € K. Note que

(ax + Py, 2) = {ax, 2) + By, 2) =a (z,2) + B(y,2) =a0+ f0=0, VzeE.

Assim, ax + By € E*, o que mostra £+ é subespaco de X.
Vejamos que E+ é fechado. De fato, suponha que (x,) C E*, seja uma sequéncia
convergente, digamos x,, — x. Temos que (z,,y) = 0,Vy € E e ¥Yn € N; dai, tomando o

limite e usando a continuidade do produto interno, segue que

0 = lim (x,,y) = (limx,,y) = (z,y),
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para todo y € E. Portanto, x € E+, ou seja, £+ contém seu fecho.
Agora, se I é subespaco vetorial de X , entdo 0 € Ee 0 € E+,istoé ENE+- £ e
E N E+ = {0}, pois se existisse z # 0 em E N E+, entao

(x,z) =0 & z=0,
0 que seria uma contradicao. [

Definicao 1.17. Um espaco vetorial X € dito ser soma direta de dois de seus subespacos
X1 e Xy, 0 que se denota por

X =X, ® Xy,

se todo x € X possui uma representa¢ao unica
T =T+ Ty,

com x1 € X1 e 19 € Xo.

Teorema 1.6. Seja E um subespaco vetorial fechado de um espago de Hilbert H. Entao
H=E&®E"

E+ é chamado complemento ortogonal do subespaco E em H.

Demonstragao: Definamos § = in£||x—y||, onde z € H e seja (z,) C F, tal que
=
|z — zu|| — 0.

Mostremos que (z,) é de Cauchy. Usando a lei do paralelogramo (1.8), observe que
1(z0 = 2) + (2 = )" + (20 = 2) = (2 = )" = 2|20 = 2)I” + 2| (200 — 2)I”

ou seja,
2 2 2 2
120 + 2m = 22(]" + |20 — 2m[I” = 2|20 — 2) " + 2| (2 — D)7,

logo,

2 2 2 2
lzn = zmll” = 201(z0 = )"+ 2[[ Gz = )" = ll20 + 200 = 22]

2
Zn + Zm

2

— X

= 2/(z0 = 2)|* + 2 (|2 — 2)|* — 4
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Zn + Zm

Sendo E subespaco de H, entao € F, dal para quaisquer naturais n, m, tem-se

2
Zn + Zm Zn + Zm

0 <

— X ,

—xH = —45%>—4

logo,
l2n = 2zmll® < 21|20 = 2)|I* + 2| (20 — 2) || — 46”.
Como ||z — z,|| = §, entdo quando n,m — oo, segue que ||z, — z,|| — 0. Logo, (z,)
é de Cauchy e portanto converge para um elemento z € H. Uma vez que E é fechado,
segue-se que z € F.
Pela continuidade da norma ||z — z,|| — ||z — z|| , mas também ||z — z,|| — J; Assim,
0= [l — 2.

Para quaisquer o € K e y € E, temos que (ay — z) € E, logo
[z —2) +ay|| = [lz+ (ay — 2)[| 2 6 = ||z — =],

implicando, pelo Lema 1.1, que (z — z)_Ly, para todo y € E, ou seja, x — z € E+. Entao

obtemos a seguinte decomposicao
r=z+(r—2), z€ Ee (v —2) € B
Suponha, que exista outra decomposicao x =u +v, com u € E e v € E*+, assim

r=z4+@—2)=ut+v = u—z=(x—2)—v.
M~ —,,—
er cEL

Mas,u—z€ Ee(r—2)—veEt entiou—z€ ENEte(r—2)—ve ENEL e como

o Lema 1.2 garante que £ N E+ = {0}, concluimos que
u=zev=(r—2).

Portanto, existe uma tinica decomposicao para cada elemento z € H, com queriamos

mostrar. ]



Capitulo 2

Teorema de Lax-Milgram

Iniciamos este capitulo demonstrando o Teorema da Representacao de Riesz. Ele
garante que cada elemento em um espaco de Hilbert pode ser identificado com um tnico
funcional linear continuo e este pode ser representado por um produto interno.

Mais adiante, veremos que o Teorema de Lax-Milgram generaliza o Teorema da Re-
presentacao de Riesz. Provaremos que em um espaco de Hilbert existe um tnico elemento
associado a cada funcional do dual deste espaco, e este funcional possui uma representacao

mais geral, a saber de uma forma sesquilinear limitada e coerciva dada.

Teorema 2.1 (Teorema da Representagao de Riesz). Sejam H um espaco de Hilbert

e H* seu dual e considere a aplicacao
v : H — H*
T — fa,

onde f, € o funcional dado por f,(y) = (x,y),Yy € H. Entao, v € uma isometria, antilinear

e bijetora em H*.

Demonstracgao: Pelo Exemplo 1.2, f, ¢ um funcional linear limitado, isto ¢é, f, € H*.

Mostremos v ¢ uma isometria. Desde que

lz])* = fole) < |fol@)] < Ifell I

obtemos

]l < Wl fll- (2.1)

21
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Logo, de (1.19) e (2.1), || o[l = [[z]], isto &, [y (x)[| = [l
Para antilinearidade de ~, considere xy,25 € H e o, € K. Observe que
Jaziipe,(y) = (a1 + Bra,y)
= (ax,y) + (B2, y)
= a(ry,y) + B (z2,9)
= afu(y) + Bfu(y), VyeH.
Portanto,
fowr+pas = oy () + By,
ou seja,
Yawy + Bag) = ay(1) + By(x2).
Por fim, mostraremos a bijetividade de 7. Vejamos que se f € H*, pela aplicagao v,
existe um tnico elemento x em H, ao qual f esta associado, isto é, f é da forma f,.
Se f € H* for o funcional nulo, basta considerar x = 0, entao f = f,.

Suponha f # 0. Sendo f continuo, pelo Corolério 1.1 o ker(f) é um subespaco vetorial

fechado, entao segue do Teorema 1.6 que
H = ker(f) @ ker(f)*.

Como ker(f) é subconjunto préprio de H, pois do contrario ker(f) = H e dai terfamos
f(z) = 0 para todo x em H, contradizendo o que foi suposto, entao podemos considerar

z € ker(f)*+, com ||z|| = 1. Usando a linearidade de f, note que

FUFWz—=fzy) = fw)f(z) = f(z)fy) =0, VyeH,
ou seja,
fy)z = f(2)y € kex(f)

e dai

(2, W)z = f(2)y) =0 = (2, f(y)2) = (2, f(z)y) =0
= fW)(22) = F(2) (2,9)
= fW I = (FG)=y)
= fly) = <<z>z,y>, vy e H,
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logo, f =~(f(2)z), isto é, v é sobrejetora em H*.
Agora, pela linearidade de ~

7<I1) = V(Iz) = ’y(:El) — 7(1:2) =0
= y(r; —19) =
e sendo y uma isometria, temos
0= H'Y(xl - $2)|| = ||IE1 — $2|| & X = To;

do que concluimos a injetividade de ~. 0

Considerando o espaco FEuclidiano R™ munido com o produto interno
(T,9) = 2191 + T2y2 + ... + TnYn,
temos como caso particular do Teorema de Riesz o seguinte:
Exemplo 2.1. Para todo funcional linear f : R — R existe um unico vetor x € R™ tal que
fy) =(z,y), VyeR" (2.2)

De fato, seja p = {ey,eq,...,e,} a base canénica do R". Dado y = (Y1,Y2,---,Yn) €M

R™, podemos reescrevé-lo como combinacao linear dos vetores de p, ou seja,

Y =yi1e1 + Y262 + ...+ Ypen.
Aplicando o funcional f e usando sua linearidade, temos
fly) = flyier +yaea + ...+ ynen)

= yifler) +yaflea) +... +ynflen)

= flen)yr + flex)ya + ...+ f(en)yn;

agora, basta considerar x; = f(e;), com i = 1,2...,n.. Assim, v = (x1,%2,...,2T,) €
portanto

f) =z + 22y + ...+ 2pyn = (z,y), Yy eR",

Além disso, x € R™ satisfazendo (2.2) é unico, pois se exitisse z € R™ tal que

fly)=(zy), YWeR" = (z,y)=(z,y) = (z—2,y)=0 = z=u.



24

Definicao 2.1. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K. Uma forma
sesquilinear € uma aplicagao b : X XY — K, linear na sequnda varidvel e antilinear na

primeira varidvel, isto €, para quaisquer x1,xr9 € X, y1,y2 € Y e a, B € K, tem-se

(@) b(wy,ays + Bya) = ab(wy,y1) + Bb(x1, ya);

(b) baxy + Bry,y1) = ab(xy, y1) + Bb(xa, Y1)

Observacao 2.1. Quando tivermos b : X xY — R, onde X,Y estio sobre R, entao

dizemos que b € bilinear, ou seja, linear na primeira e na sequnda varidvel.

Observagao 2.2. Note que se xt =0 ouy = 0, entdo b(x,y) = 0. De fato, suponha x = 0,

assim

b(0,y) =b(0+0,y) = b(0,y) =0b(0,y) + b(0,y)

= b(07 y) - b(07 y) = b(ov y) + b(07 y) - b(07 y)
= 0b(0,y) =0.

O caso y = 0 mostra-se de maneira similar.

Definicao 2.2. Seja b: X xY — K uma forma sesquilinear sobre os espacos normados X

e Y. Se existe um numero real ¢, tal que para todo x € X ey € Y tem-se

b(z,y)| < cllzlyll, (2:3)

dizemos que b € limitada e o nimero

|b(z, y)|
b|| = sup = sup |b(z,y 2.4
ol rex—qoy ||| [yl Hmn=1| (=:9)] (24)
yeY —{0} llzll=1

¢ chamado a norma de b.

Exemplo 2.2. O produto interno é uma forma sesquilinear limitada, pois € linear na se-
gunda variavel e antilinear na primeira varidvel e sua limitacao seque da Proposicao 1.1,

na qual tem-se

b(z,y)| = [{z, y)| < [l Iyl -
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Definicao 2.3. Seja X um espaco normado. Uma forma sesquilinear b : X x X — K ¢é

coerciva, quando existir uma constante ¢ > 0 tal que
b(a,a)] = e, Ve X.

Proposicao 2.1. Sejam Hy e Hy espagos de Hilbert. Se b : Hy x Hy — K é uma forma

sesquilinear limitada, entdo existe um unico operador T € B(Hy, Hy) satisfazendo
b(z,y) = (T(x),y), Vo€ Hyé€ H.
Além disso, ||T|| = ||| -

Demonstracao: Para cada x em H;, considere o funcional L, : Hy — K, dado por
L.(y) = b(x,y). Por definigao, L, é linear e como por (2.4)

|b(z, )]
]l i

<|oll, Vxe H, —{0},y € Hy— {0},

tem-se que
L2 (y)| = [b(z, y)| < oIl Il lyll

logo, L, é continuo, e portanto L, € HJ.
O Teorema da Representagao de Riesz garante a existéncia de um unico z € Hs, tal
que

Lx(y) = <Z7y> ) vy € HZ-

Dai, definindo T': Hy — Ha, por T'(z) = z, temos

b<x7y) = Lz<y) = <Z,y> = <T(5L’),y> ) Vo € H1,y € H2 - {O}

Vejamos que T' € B(H,, Hs):

Sejam o, 8 € K e xz,w € H;. Note que para todo y € Hs, tem-se que

(T(ax + pw),y) = blaz+ Bw,y)
= ab(x,y) + Bb(w,y)
= a(T(z),y) + B(T(w),y)

= (aT(x),y) + (BT (w),y),
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logo

(T(ax + fw),y) = (aT(z) + ST (w),y) < (T(az+ fw),y) — (T (z) + FT(w),y) =0
& (T(ax+ T (w) — oT'(z) — BT (w),y) = 0,

para quaisquer «, 8 € K, z,w € Hy e y € Hy. Entao, pela Observagao 1.3 ha apenas uma

alternativa de que
T(ax + pw) —aT(z) — BT (w) =0 = T(azx+ pw) =T (z)+ 5T (w),

isto é, T" é linear.

Agora, observe que, T'= 0 se, e somente se, b = 0. Entao, suponha b # 0, dai

IO, TP (70T
= S8l ~ 28 Wlir el ~ 528 el iG]
T . il
= RT@I S 2 enr@n

Logo, T' é um operador linear limitado.

Por outro lado, temos que

1bl] = » 12 )l [(T'(x), y)| |17 () vl Il

= sup < sup
wﬁo AEN e lal Nyl = w0 lz] Iyl

Como temos que [T} < [|b] e [[bl] < [T}, segue [[T]| = [|b]]-

Por fim, suponha que exista outro operador S € B(Hy, Hs), satisfazendo
b(xz,y) = (S(z),y), Vxe& H,yé€ Hs.

Assim,

Logo,
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Teorema 2.2 (Lax-Milgram). Seja H um espago de Hilbert. Seb: H x H — K é uma
forma sesquilinear, limitada e coerciva, entao para todo f € H* ewiste um unico xy € H

com

fly) =0b(zsy), Vye€H. (2.5)

Demonstracao: Sendo b uma forma sesquilinear limitada, a Proposicao 2.1 garante a

existéncia de um unico operador T' € B(H) satisfazendo
b(z,y) = (T(x),y), Vx,ye€ H. (2.6)

A aplicacao T admite uma inversa 7!, que também é um operador linear continuo.

De fato, pela coercividade de b, temos que
cllz[* < [b(x, 2)| = (T (x), 2)| < |T()[| ||«
assim, temos a seguinte desigualdade
clz|| < || T(x)]|, Vxe H. (2.7)

Se T'(x) =0, entao 0 = ||T(z)|| > c||z||; dai, x = 0 e pelo Teorema 1.3, segue que 1" é
invertivel e sua inversa 7! é um operador linear.

Pela desigualdade (2.7), note que

r=T""2) = c[[T7@)| <T@ ()] =l

1
= T < Ll

do que concluimos que 7! é limitado.

Vamos mostrar que a imagem R(T) = H, isto é, T' é um operador sobrejetor.

Seja z € R(T). Neste caso, existe uma sequéncia T'(x,) C R(T), tal que
limT'(z,) = z, (2.8)
Como T'(x,) é convergente, ela é de Cauchy; logo, dado € > 0, existe ng, de modo que

T (xm) — T(z,)|| < ce,  Vm,n > no.
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Novamente, por (2.7), observe que

1 1 1
||xm - In” < - ||T(xm - 33%)” = - ”T(xm) - T@ﬂ)” < —ce=¢€ Vm,n >ng.
c c c

Logo, (z,) é de Cauchy e por isso converge, digamos, lim z,, = z. Desde que T é continuo,
lim 7T (z,) = T(z), contudo, por (2.8), lim7(z,) = z; entdo, pela unicidade do limite
T(xz) = z, ou seja, z € R(T), e portanto R(T') é fechada.

Sendo R(T') um subespago fechado de um espaco H de Hilbert, o Teorema 1.6 permite

que escrevalnos

H=R(T) & R(T)".

Afirmamos que R(T)* = {0}. Realmente, observe que se y € R(T)*, entao

0=[T(), 9| = lbly.9)| = cllyl”,
logo y = 0. Dali, segue
H=R(T)e D(T™')=H.

Pelo Teorema da Representacao de Riesz, para todo f € H*, existe um unico x € H,

tal que
fly)=(z,y), VyeH;

mas, por (2.6) temos que

entao
fly) =b(T ' (2),y), Vye H.

Portanto, para cada funcional linear continuo f : H — K, existe um tdnico zy € H,

satisfazendo
fly) =0b(zy,y), VyeH,

onde escolhemos zy =T !(x). O



Capitulo 3
Aplicacoes

Tendo em maos o Teorema de Lax-Milgram, vamos usa-lo para garantir a existéncia
e unicidade de solucao fraca para alguns problemas de equacoes diferenciais. Aqui, admi-
tiremos que o leitor possua nocoes basicas dos espacos de Sobolev, assim como da teoria
envolvendo os espacos LP.

No que segue, vamos considerar 2 C R™ um aberto e o espaco L?*(£2) munido com a

1= ( [ Pa) "

<f7 g>2 = /Qf(x)g(x)dx

norma

induzida pelo produto interno

Se €2 C R”™ for um conjunto aberto e conexo, entao diremos que €2 é um dominio.

Definicao 3.1. Seja Q C R™ um dominio. Uma funcgao u : 2 — R € uma solugao fraca

para o problema
—Au = f(x,u(x)), em Q
u=0, em 0f),

(P)
onde f:Q xR —= R € uma funcgao, se
u € Hy(Q) e / Vu - Vudr = / f(z,u(z))vdz, Vv e Hy(Q).
Q Q

Observagao 3.1. Podemos entender a motivagao para a Defini¢cao 3.1 pelo sequinte fato:

Se uma fungio u € C*(Q) N C%*(Q) for solugdio fraca para (P), entdo pela Identidade de

29
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Green (ver A.6), seque que para qualquer v € C°(2) N CY(Q), devemos ter que

/Auvdx—l—/Vu-Vvdx:/ v@dS:O,
Q Q o0 On

pois, por (P) u =10 em 0N, dai

/QVU-Vvdx:—/QAuvdx:/Qf(x,u(x))vdx.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 3.1. Sejam Q C R™ um dominio limitado e f € L*()). Considere o problema

—Au=f, em
u=0, em 0N.

(1)

Temos que a definicao de solucao fraca para este problema é
u€ H Q) e /Vu-Vvd:v = / fodr, Vv e Hy(Q).
Q Q
Exemplo 3.2. Sejam Q C R™ um dominio e f € L*(2). Considere o problema

—Au+u=f, em
u =0, em Of.
O problema (P,) é equivalente a

—Au=f —u, em ) _
u =0, em 0f2.

Chamando g = f — u, observe que se u € H}(f2) é solucio fraca para (P5), entdo

/QVu-Vvdx—/ngd:c—/Q(f—u)vdx—/gfvdx—/guvdx

ou seja, a definicao de solucao fraca para o Exemplo 3.2 é

u€ Hy(Q) e /(Vu -V +uv)de = / fvdz, Vv e Hy ().
0

Q

Problema 3.1. Seja Q C R" um dominio limitado. Para cada f € L*(Q), o problema

—Au=f, emQ
u=20, em 0L,

(1)

tem unica solugao fraca.
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Demonstragao: Sendo € limitado, podemos considerar o espago de Hilbert H}(€2) munido

1/2
2
ol = ( [ 70 a)

Definindo b : Hj(Q) x H}(Q) — R, por

COo11l a norma

b(u,v) = /QVU - Vudz, (3.1)

ou seja, b(u,v) = (u,v) Hi(Q) entao b é bilinear e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
segue que

(u,0)| = |19 g | < Nl gy 10y
isto é, b é limitada. Por outro lado, se em (3.1) fizermos u = v, entdo

2
s, )] = | 0 gy | = elrgeay

logo, b é coerciva.

Agora, vamos definir F' : Hj(2) — R, onde

= /Q fudz.

Vejamos que F é um funcional linear continuo. De fato, note que para quaisquer vy, vy €

H}(Q) e a, 8 € R, temos que

F(Oé’Ul + 51)2) = / f{OéUl + 5U2]d.%’

= /fvldx+6/fv2dx

= aF(v) + BF(vs).
Logo, F' ¢ linear e como

)| =

/Q fode| < /Q S0l de.

segue pela desigualdade de Holder (ver A.5) que

[F ()] < [fly vl -
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Por outro lado, a desigualdade de Poincaré (ver A.4), garante que existe ¢ > 0, com ¢

dependendo de €, tal que

[fly 1ol < el fla ol -

Logo,
[F)] < K [l gy, v € Hy(Q),

onde chamamos K = c|f|,. Portanto, F' é continuo.
Sendo H{(€2) um espaco de Hilbert e b uma forma bilinear, limitada e coerciva, pelo

Teorema de Lax-Milgram, para F' € (H}(€2))*, existe uma tnica u € H}(f), verificando
b(u,v) = F(v), VYove& Hy(Q),
isto é,
u€ Hy(Q) e /QVwVvd:c = /vadx, Vv € Hy(Q).
Portanto, existe tinica solucao fraca este problema. U
Problema 3.2. Seja Q C R" um dominio. Para cada f € L*(2), o problema

—Au+u=f em¢

(P2)
u=0, em Of.
tem unica solucdo fraca.
Demonstragao: Considere H{(£2) munido com a norma
[ll 3 ) (/ \Vul® d +/ Jul? da:)
Vamos definir as seguintes aplicagoes: b : Hj(Q2) x Hi () — R, por
b(u,v) = /(Vu -V + uv)dz, (3.2)
Q

e F': Hi(Q) — R, por

= /Q fudz.

Vejamos que b é uma forma bilinear, limitada e coerciva. De fato, temos que

(u, ) iy = /(Vu -V + uv)dz,
Q
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logo b € bilinear e como no problema anterior, sua limitagao segue por Cauchy-Schwarz, ou
seja,
(u)| = |10 g | < Nl 10y

e se, em (3.2), fizermos u = v entao

2
b, w)] = | 0) gy | = lelrgeay

concluimos que b é coerciva.
A seguir, provaremos que F' € [H}(Q)]*. Realmente, que F é linear vimos no problema

anterior. Agora, vejamos sua continuidade. Novamente, usando a desigualdade Holder A.5,

/vadx

chamando k = |f|,, temos que

observe que

|F(v)] =

< / ol de < |1y loly < 1l 10l sy

)] < kvl g

como queriamos mostrar.
Assim, podemos concluir pelo Teorema de Lax-Milgram, que existe uma tnica u €
H; (), satisfazendo
b(u,v) = F(v), Vv € Hy(RQ).

ou ainda,
u€ Hy Q) e /(Vu Vv +uv)dr = / fodz, Vv e HL Q).
Q Q
Logo, existe tnica solugao fraca para (P). O

Problema 3.3. Seja (2 C R™ um dominio limitado. Considere o problema

—Au+au = f, em ()
(Ps)
u=0, em 0,

onde a > 0 e f € L*(Q). Para cada f € L*(Q) o Problema (P3) tem tinica solucio fraca
u e Hi(Q).
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Demonstracgao:

Temos que a defini¢ao de solucao fraca para (P3) é

u€ Hy(Q) e /Vu~Vvdx+a/uvdx:/fvdx, Vv € Hy(Q).
Q Q Q

No que segue, consideremos Hj(£2) munido com a norma

1/2
2
ol = ( [ [9a)

F(v):/fvdx e b(u,v):/Vu-Vvdx+a/uwdx.
Q Q

Q

Defininamos

Pela demonstracdo do Problema (P), temos que F' € [H}(€)]*. Basta mostrarmos que b ¢
uma forma bilinear limitada e coerciva.

Reescrevamos b como
b(u,v) = (Vu- Vo), +a(u-v),.
E imediato que b é bilinear. Agora, note que
[b(u, v)] = [(Vu- Vo), +a(u- )y < [(Vu- Voly| +af{u-v),.
Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue-se que

[b(u, V)| < [Vuly [Voly +aluly vl

1/2 1/2
2 2
Val, Vo, — ( / 1Vl dx) ( / Vol d:v) — Nl ey Mol

e pela desigualdade de Poincaré

1/2 1/2
olololy, = ([ fac) ([ prtar)
Q Q
1/2 1/2
< c(/|Vu|2dx) (/ |VU|2de‘)
Q Q

= cllullgyo 1ol @

Mas,

para algum ¢ > 0 dependendo de (). Consequentemente,

[b(u, 0)| < (1 + ac) [l g oy 191l 11 0y



ou seja, b é limitada e como a > 0 segue-se
2 2 2 2
[b(u, w)| = [Vuly + aluly > [Vuly = [lull g q)

0 que nos mostra a coercividade de b.

Portanto, aplicando o Teorema de Lax-Milgram obtemos o resultado.
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Apeéendice A
Resultados Gerais

Agora, apresentamos algumas definicoes e resultados relacionados a teoria utilizada
no capitulo anterior. Aqui nao faremos a prova de tais resultados, mas estas podem ser
encontradas nas referéncias [1], [2], [3] e [6].

Seja u uma funcao definida em R™ e considere o = (ay, ag, ..., a,) € N"e (11, 29,...,2,) €

R™. Define-se o operador derivacao por

olel
DY = === J
0x{'0x5?, ..., 0xon
onde |a| = a; +as+. ..+ a, denota a ordem da derivada da func¢éo u. Se a = (0,0,...,0),

entao define-se D% = wu.

Definicao A.1. Seja 2 C R™ um conjunto aberto e u :  — R uma funcao continua.

Define-se o suporte de u como sendo

supp(u) = {z € Q: u(z) # 0}.
Definigao A.2. Seja Q@ C R™ um aberto. O espaco das fungoes C3°(2) € definido por:
Cr()={u:Q—>R:ue C®Q) esupp(u) CC N},
onde CC significa que supp(u) estd compactamente contido em €.
Definicao A.3. Seja Q C R"™ um aberto. Define-se o espago L, () como sendo

Lp

loc

Q) ={u: Q> R:ue P(K),VK cC Q}

36
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p

1e(Q) tem derivada fraca de ordem «, se

Definicao A.4. Dizemos que uma fun¢ao u € L

existe v € LY () tal que

(—1)a|/uDagpda::/vgpdx, Vo € C5°(Q).
Q Q
Neste caso, D*u = v.

Definicao A.5. Sejam 2 C R™ um aberto e uma funcao u : 2 — R. Define-se o Gradiente

e o Laplaciano de u, respectivamente, por

.vu:(ﬁu 8u. ﬁ)

) ) * )
0xy Oxs o,

n
0%u
o Au= @,
=1 g
onde (x1,Ta,...,x,) € Q.

Definigao A.6. Seja Q C R™ um aberto. Define-se o espago H'(Q) por:

HY(Q) = {ueLQ(Q) : g—; € L*(Q),i= ln}

onde Ou/dx; representa a derivada fraca.

O produto interno em H'(Q) ¢ dado por:

(U, V) g1 () = /(Vu - Vv +wv)dz, (A.1)
Q

1/2
el 10y = ( [1vut e+ [ rufdx) . (A.2)

Definigao A.7. Seja Q C R™ um aberto. O espago H} () € definido como sendo

e induz a norma

() = @
O produto interno usual de H{(f2) é dado por:

(u,v>Hé(Q) = / Vu - Vudz. (A.3)
0
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Desigualdade de Poincaré. Seja Q2 C R™ um dominio limitado. Existe ¢ > 0, onde c

depende de 2, tal que
/Q|u|2dx < c/ﬂ \Vul>dz, Yue HY(Q). (A.4)

Observacao A.1. Se Q C R™ ¢ um dominio limitado, em alguma direcdao, entao a funcao
-]+ H3(Q) = R, onde u — |lu]| = ([, |Vu|2dx)1/2, determina uma norma em HJ(Q)

equivalente a norma (A.2), a qual denotaremos por Hu||H&(Q).

Teorema A.1. O espaco (H} (), HUHH3> ¢ um espago de Hilbert.

Desigualdade de Holder. Sejam f e [P ege L9 el < p,q < oo, onde % + é =1, entao
fgelLle
[1selde <17, 1, (A5)

Identidade de Green. Se u € C*(Q) NC?*(Q) ev € C°(Q) N CY(Q), entdo

/ Auvdr + / Vu - Vodr = v@dS. (A.6)
Q Q o On



Conclusao

Como geralmente ocorre na Matematica, podem existir varias possibilidades para
se solucionar um problema. Alguns “caminhos” podem ser mais acessiveis, outros mais
dificultosos. Levando em consideracao todo estudo, aqui realizado, também nao foi dife-
rente. Pudemos observar como foi de extrema importancia a existéncia do Teorema de
Lax-Milgram para a resolucoes dos problemas de equacoes diferenciais abordados; nao des-
cartando a hipdtese de haver outros métodos, talvez até mais facilitadores, mas ressaltando

como o Teorema de Lax-Milgram foi essencial para os fins desejados.
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