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Resumo

Este trabalho apresenta um breve estudo sobre integrais curvilineas e de superficies. Para
isso, abordamos inicialmente conceitos e resultados de calculo diferencial integral em varias
varidveis do R?® que s@o de suma importancia no entendimento preliminar, tais como:
curvas, campo vetorial, divergente, rotacional. Além disso, estudamos o famoso Teorema

de Green e apresentamos alguns exemplos e aplicagoes da teoria abordada.

Palavras-chaves: Integrais Curvilineas. Curva. Integral de Superficie.



Abstract

This paper presents a brief study on curvilinear and surface integrals. To this end, we
initially approached concepts and results of integral differential calculus on various R3
variables that are of paramount importance in the preliminary understanding, such as:
curves, divergent, rotational vector field. In addition, we study Green’s famous Theorem

and present some examples and applications of the theory addressed.

Key-words: Curvy Integrals. Curve. Surface Integral.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Curva fechada. . . . . . . . . . .. ... ... .. 11
Figura 2 — Curva simples. . . . . . . . . .. . .. 12
Figura 3 — Helice Circular . . . . . . . . .. . ... . 13
Figura 4 — Circunferéncia de centro na origem eraioa . . . . . . . .. ... ... 14
Figura 5 — F(z,y) =zi+yj.com (z,y) € RZ . . . ... .. ... ... ... ... 16
Figura 6 — ﬁ(x,y) = (=) = =YL+ LT 16
Figura 7 — A curva de fronteira C' e formada por Cy: y = fi(x) e Cy: y = fo(z). . . 23
Figura 8 — Funcaoem g. . . . . . . . . . . . . L 24
Figura 9 — Retangulo . . . . . . .. .. 25
Figura 10 — Projegao vertical ou ’sombra’ de S sobre um plano coordenado. . . . . 27

Figura 11 — Cone 22 + 4% — 22 =0. . . . . . . . . . . . . 28



2.1
2.2
2.3
231

3.1
3.2

Sumario

INTRODUCAO . . . .. i ittt e e e et e et e 10
CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . . . . . .. ... ... 11
Curvas . . . .. 11
Parametrizacaode curvas . . . . . . . . ... 14
Campos vetoriais . . . . . . . ... 15
Operadores divergente e rotacional . . . . . . . . ... ... ... ... .. 17
INTEGRAIS CURVILINEAS . . ... .. ... ... ... 20
Integral curvilinea de campo escalar . . . . . . . . ... ... ... .. 20
Teoremade Green . . . . . . . . . . ... 22
INTEGRAIS DE SUPERFICIES . . ... ... ... ... 27
CONCLUSAO . . . . . .t e e e 32

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e s s, 33



10

1 Introducao

O célculo diferencial e integral é um estudo muito importante na matematica com
aplicagoes nas mais diversas areas de conhecimento, ele pode ser desenvolvido através da
algebra e geometria, onde pode ser utilizado para estudar taxas de variacao de grandezas,

como area de uma regiao plana ou o volume de um sélido, e entre outros.

O célculo foi criado com a intensao de ser uma ferramenta auxiliar em diversas areas
das ciéncias exatas. Ele foi desenvolvido pelo fisico e matematico Isaac Newton (1643-1727)
e o filosofo Gottfried Leibniz(1646-1716). O termo integral foi criado por Johann Bernoulli
(1667-1749), mas foi publicado primeiramente por seu irmao Jaakob Bernoulli (1654-1705).
Principalmente com o Teorema Fundamental do Célculo (T.F.C.) de Newton e Leibniz, as
integrais eram apenas derivadas "inversas'. E a area era algo intuitivo, onde nao poderia
ser calculada usando o T.F.C. Entao no decorrer dos séculos XVIII e XIX, Newton teve

a ideia de combinar limites e areas para definir integral matematicamente. Mais detalhe

pode ser visto em (ROCHA, 2012).

Para o estudo do calculo diferencial é necessario passar por trés teorias iniciais que

sao, calculo de limites, calculo de derivadas de fungoes e integrais de funcoes.

O presente trabalho tem como foco o ramo do célculo, onde utilizamos grandezas
vetoriais em deslocamento sobre curvas e suas devidas relagbes com as propriedades
geométricas do espaco ambiente, e desta forma iremos fazer um estudo sobre as curvas,

integrais curvilineas, integrais de superficies e apresentar algumas aplicacoes.

Neste trabalho utilizaremos a integral sobre uma superficie para calcular a sua
area. No capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos preliminares que utilizaremos nos
capitulos que seguem. No capitulo 3 falaremos sobre integrais curvilineas e o Teorema
de Green. Ja no capitulo 4, definimos as integrais de superficies e consequentemente as

aplicamos em alguns casos.
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2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas definigoes, como, curvas planas, equagoes
paramétricas da curva, parametrizacao de curvas, campos vetoriais bidimensional e tridi-
mensional, operadores divergentes e rotacional, estritamente necessarias para os assuntos
que serao apresentados nos demais capitulos. Os conteudos abordados podem ser encon-
trados com mais detalhes em (THOMAS et al., 2002).

2.1 Curvas

Definigao 2.1. (Curvas planas) Uma curva plana é um conjunto C de pares ordenados

(f(t),g(t)), em que f e g sao fungies reais continuas definidas em um intervalo I C R.
Isto € C ={(f(t),9(t));t € I}.

Exemplo 2.1. Os conjuntos C' = {(sint,cost),t € [0,7]} e C, = {(4t3,8t — 1),t € [0,1]}

sao exemplos de curvas planas.

Vejamos abaixo alguns tipos especiais de curvas planas.

I. Dizemos que uma curva C(t) = {(f(t),g(t)),t € [a,b]} é fechada quando (f(a), g(a)) =

(f(b), g(b)), ou seja, quando os pontos das extremidades sdo iguais.

Figura 1 — Curva fechada.

C (a) =C(b)

c@®

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

II. Uma curva é simples quando nao admite auto-intersecao, ou seja, (f(t1),9(t1)) #

(f(t2),g(t2)), V t1,t2 € I.
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Figura 2 — Curva simples.

c®

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Definigao 2.2. (Equagées paramétricas da curva) As equagioes paramétricas de uma

curva sao equagoes da forma de x = f(t),y = g(t), em quet € I.

Exemplo 2.2. Sejam (xg,%0), (z1,y1) € R® e C uma curva cujos pontos correspondem
ao segmento de reta com extremos em (xg,yo) € (x1,41). As equagoes paramétricas dessa
curva sio C(t) = {(xo + t(x1 — x0),y0 + t(y1 — Yo)), com 0 <t < 1}

Definigao 2.3. (Equagdo cartesiana de uma curva) Ao eliminar o parametro t nas
equagoes paramétricas obtemos uma equagio nas varidveis x ey, onde, y = h(z) a qual é

chamada de equacao cartesiana da curva.

Exemplo 2.3. Seja uma curva plana dada por C(t) = {(acost,bsint),t € (0,2m)},

escreva a equagao cartesiana.

Solucgao: Sejam x = acost e y = bsint, colocando em forma de sistema ,temos

T = acost
y = bsint

Elevando ambas as equagoes ao quadrado obtemos

[\

x? =a’cos’t = = cos’t

NN

y? = b?sin’t = = sin?t

@l\;‘@@‘&

Somando as equagoes

2 2
T
¥+% = cos®t + sin® .
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Ou seja,

.1'2 y2
St =1

Portando, obtemos a equacao cartesiana da elipse de centro na origem (0, 0).

Defini¢ao 2.4. (Curvas espaciais) Uma curva espacial é um conjunto C de ternos
ordenados (f(t),g(t),h(t)),t € I, em que f,g,h: I — R sdo fungoes escalares continuas
definidas em um intervalo I C R. Isto é, C' = {(f(t), g(t),h(t));t € I'}.

As equagoes = = f(t), y = g(t) e z = h(t), com t € I da mesma forma que a

Definicao 2.2 sdo chamadas equagoes paramétricas da curva C'.

Exemplo 2.4. Considere uma curva C(t) = {(cost,sint,t),0 <t < 2r}.
Note que

x =cost,y=sint e z =t.
Logo

2yt =a’ez=1t,0<t<2nm.

Figura 3 — Helice Circular

ey

X

Fonte: Elaborada pelo autor,2019.

Dada uma parametrizacao 6(t) = (f(t), g(t)) de uma curva C, dizemos que a mesma
é dita suave em I, se as suas derivadas f'(t) e ¢'(t) sejam continuas e ndo simultaneamente

nulas. Uma curva é de classe C! se a primeira derivada for uma funcio continua.

Seja C' uma curva, dada por a(t) = (f(t), g(t)), logo a sua derivada é

o(t) = (f'(1),4'(1)), (2.1)
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Desta forma a norma de o/(t) é dada por

| a'(@) I = (10 + (g (0)*. (22)
De modo similar caso « for curva espacial denotamos seu vetor tangente por

o(t) = (f'(1),4'(1), (1), (2.3)

e a norma de «/(t) por

| a'(8) | = () + (g (0)> + (W), (2.4)

2.2 Parametrizacao de curvas

Parametrizar uma curva C' C R", com (n = 2 ou 3) consiste em apresentar uma
fungao vetorial o : I C R — R”, tal que I é um intervalo e o(I) = C. Em outras palavras,
é descrever uma curva através de uma funcao vetorial representada por uma tinica variavel
t.

2

Exemplo 2.5. Seja C' uma curva, cuja equacio cartesiana é C : 2 +y* = a?, com a > 0.

Encontre uma parametrizacao para a curva C.

Solugao: Considere P = (z,y) € C e t o angulo entre o eixo positivo = e a semirreta OP.
Observe que 22 + y? = a? ¢ uma circunferéncia de raio a, onde temos que t aumenta de
0 & 27, e o ponto P = (x,y) = (acost,asint) se move sobre C' no sentido anti-horario a
partir do ponto definido por (a,0). Desta forma uma parametrizacao de C' é dada pela

fungao « : [0, 27] — R? definida por

a(t) = (acost,asent),0 < t < 2.

Figura 4 — Circunferéncia de centro na origem e raio a

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.
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Exemplo 2.6. Seja C uma curva no espaco dada pela intersecio do cilindro x® +y* = 1

com o plano x + z = 2. Apresente uma parametrizacio para C'.

Solugao: Seja (x,y, 2) € C. Logo, = e y satisfazem x?+y* = 1. Assim, podemos considerar

xr =cost,y=sint, 0 <t < 27. Como z =2 — x, entdo, z = 2 — cost. Logo,
a(t) = (cost,sint,2 — cost), 0 < t < 2,

¢ uma parametrizacao de C.

Definigao 2.5. (Comprimento da curva C) Seja C uma curva parametrizada por
x=f(t),y=g(t), t €la,b] =1, onde f e g sio diferencidveis em I. Suponha que C' nao

se intercepte. O comprimento de C' pode ser calculado pela integral

L= /ab V) + g(t)2dt.

Para curvas no espaco, temos

L= [ P+ @ + ha

onde C(t) = {(f(t), 9(t), h(t)), t € [a, b]}.

2.3 Campos vetoriais

Em muitas aplicagoes da fisica ou matemaética aplicada, é necessario associar a
cada ponto P de alguma regiao um tnico vetor com origem em P. A totalidade de tais

vetores, constitui um campo vetorial.

Definigao 2.6. (Campo vetorial bidimensional) Sejam P e Q) fungoes reais, definida
em D C R%. Uma funcdo vetorial F: D cR? = R? dada por

F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) = P(z,y)i + Q(z,y)j

¢ chamada de campo vetorial em D C R2.

Definigao 2.7. (Campo wvetorial tridimensional) Sejam P, QQ e R funcoes reais,
definida em D C R3. Uma funcdo vetorial F: D C R® — R dada por

ﬁ(x7 y7 Z) - (P(x7 y? Z)? Q(‘r7 y? Z)’ R("’U7 y? Z)) - P(x7 y? Z);—i_ Q([E, y? Z)j+ R('I? y? Z>E7

¢ chamada de campo vetorial em D C R3.
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Dizemos que o campo vetorial é continuo se as fungdes P e @ ou (P, @ e R) sao

continuas. O campo ¢é diferencidvel se as fungoes P e @ ou (P, @ e R) sdo diferenciaveis.

Exemplo 2.7. O campo vetorial em que cada ponto (z,y) do plano estd associado ao

vetor F = i + yj', esta representado na figura 5.

Figura 5 — F(m, y) = zi + yj,com (z,y) € R

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Ou seja, dado um ponto em R* e uma direcdo, entdo existe um campo vetorial

passando pelo ponto dado.

Exemplo 2.8. Represente o campo vetorial em que cada ponto (x,y) do plano estd

associado ao vetor F' = —yi + xj.

Solugdo: Observemos que, temos o produto escalar (x,y) - F(z,y) = (z,y) - (—y,z) =
—xy + zy = 0. Portanto, (x,y) L F(z,y). Além disso,

1F(z, o)l = Vy* + 2% = [[(z, y)]].

Figura 6 — F(z,y) = (—y,z) = —yi + zJ.

y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Ou seja, dado um ponto em R? e uma ortogonalidade, entdo existe um campo

vetorial passando pelo ponto dado.
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Definigao 2.8. (Campo Gradiente) O campo gradiente de uma fungao diferencidvel

f:DCR3—=R € o campo de vetores dado por.

Exemplo 2.9. Encontre o campo gradiente de f(x,y,z) = zyz.

Solucgao: Calculando as derivadas parciais temos

a - a —»
F(w7y,2)=Vf(x,y,Z):(§£z+5§ +a]; .

Logo o campo gradiente de f é V f(z,y,2) = yzz_"—i— xzj—f— xylg. Mais detalhes sobre campo
gradiente pode ser encontrado em (BARBOZA, 2017).

2.3.1 Operadores divergente e rotacional

Definicdo 2.9. (Divergente) Seja F(x,y,2) = P(z,y, 2)i+Q(z,y, 2)j+ R(z,y, 2)k com
P, Q e R dotadas de derivadas parciais em alguma regido D C R®. A divergéncia de F,
denotada por divF', ou V - F, é dada por:

-~ 0P 0Q OR

divF = —
'w 8J:+8y+8z

Defini¢do 2.10. (Rotacional) Seja F(x,y,z) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k,
onde P, Q e R tém derivadas parciais em alguma regido D C R3. O rotacional de F ¢é

dado por

7 (0f _0Q orP 0ok 9@ 9P\ ¢
th_(@y 82) +<8z 893) +(0x 8y>k'

Note que nas definigoes acima usamos a notacao de operador. Sendo assim vamos
considerar a notagao do operador diferencial vetorial V que é dado por:
- 0= 8
V=—i+_—
o:' "oy’ T ot

ou melhor,

Considerando o "desenvolvimento' do produto vetorial de V com o campo vetorial
= (P,Q, R), temos:
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RRSIER
Q| v

Portanto,

rotF =V x F.

9 0 9
ox’ Oy 0z )’

iremos calcular o "desenvolvimento" do produto interno dos mesmos, assim temos

Agora considerando um campo vetorial F = (P,Q, R) eooperador V = (

V-F=(V,F)
Agora
o 0 0 oP 0Q OR .=
(ax7ay7az>(P7QaR)_ax+ay g_d“)F'
Portanto,
divF =V - F.

Exemplo 2.10. Calcule o rotacional e o divergente de F', se
F(a,y,2) = 29?27 + (22%y + 2)] + y*2°F.

Solugao: Temos que rotF =V x F e divF =V - ﬁ, assim

rotF =| — = (3222 — 1)i + 4ay?23] + (day — 2ayzY)k.

(
divF = (8 9 i) (wy?2t 22y + 2, 322)

_g2472 Qgg.
= )+ et )+ ()

= 22t 4 227 4 232
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Assim,
divE = y22* + 4222 4 22,

Temos as seguintes propriedades para rotacional e divergentes, quando a funcao

escalar f e o campo vetorial F' sao de classe C?.

D) rot(V-f)=00uVxV-f=0

i) div(rotF)=0ouV-(V x F)=0

i) div(V-f)=A-fouV-(V-f)=A-f
iv) div(f - F) = f-divF + (V- f,F)

Definigao 2.11. (Curva de Jordan) Uma curva fechada no R?, sem auto intersegdo,
e que divide o plano em exatamente duas componentes conexas, onde o seu tragco € a

fronteira dessas componentes é chamada de Curva de Jordan.
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3 Integrais Curvilineas

Neste capitulo vamos apresentar as Integrais Curvilineas, enunciar e demonstrar o
Teorema de Green, e também faremos alguns exemplos do contetiddo abordado para melhor
compreensao (FERREIRA, 2013).

3.1 Integral curvilinea de campo escalar

Considere uma funcao escalar f : D C R? — R a qual queremos integrar sobre uma
curva C' C D dada por, §(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b] e § de classe C'. Assim, temos que os

valores de f ao longo da curva sao obtidos através de uma fun¢ao composta f(z(t), y(t)).

De inicio, dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos I;, ¢ = 1, ...,n, de mesmo

b—a
comprimento At = ——. Portanto, a curva C fica dividida em n subarcos de comprimento
n

As;. Seja t; um ponto qualquer no i-ésimo intervalo I;.

Assim, definimos a integral curvilinea de f sobre C' como sendo o limite abaixo,

caso exista.
/fds—/fzz:y s—nh_{gto ))As;.

E possivel mostrar que se f é uma funcao continua, entao o limite existe, e vale

[ ryds = [ 56y 150 | a (3.1)

ou melhor,

[ £, w0 @) + (o) dn 32

Se f é uma funcao continua em D C R? e C' é uma curva também em D, que é
dada por §(t) = (x(t),y(t), 2(t)), com a < t < b, sendo § de classe C", a integral curvilinea

de f sobre C pode ser calculada da seguinte forma

[ sy zyds = [ 56 156 | dr (33)

ou melhor,

[ £, u(6), 20 0F + @R+ 02 dr (34)

Quando f(z,y) =1 ou f(z,y,z) =1, temos que o comprimento da curva C' pode

ser calculado comprimento da curva.
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Temos que a integral curvilinea de um campo escalar nao depende da parametrizacao
da curva C, mas de sua orientacdo, ou seja, nao importa a parametrizacao da curva a
integral serda mesma. A orientacao é denotada por C'~ quando a curva estd no sentido

anti-horario e C'* no sentido horario. Temos:
ds = —/ fds. 3.5
- fds - S ( )

Quando C' é uma curva dada por uma parametrizagdo ¢ : [a,b] — R" (n =2 ou 3)
de classe C, e existe uma partigdo a =ty < t; < ty < ... < t, = b de [a, D], de modo que,
0; =10

ti1,t;] € de classe C', 1 <i<n, temos:

/Cfds:é/@fds:/qfder/@fder...+/Cnfds, (3.6)

onde C; = 6;([t;—1,t;]). Outra propriedade valida da integral curvilinea, é a linearidade,

explicitamente temos,

/C(af+ﬁg)ds:a/cfds+5/cgds, onde a, 3 € R.

Exemplo 3.1. Integre f(z,y,z) = x — 3y* + z sobre o segmento de reta C que une a

origem ao ponto (1,1,1).
Solugao: Escolhemos a parametrizagao mais simples possivel
o(t) =t +t] +th,0<t<1.

As componentes tém derivadas de primeira ordem continuas e ||v(¢)|] = V12 + 12 + 12 =
V3. A integral de f sobre C é

/Cf(x,y,z)ds = /Olf(t,t,t)-(\/g)dt
- /(]1(t—3t2+t)-\/§dt
_ \/3/01(215—3152)0&

= VB[ - ),

Exemplo 3.2. Calcule / l[yzdx + xzdy + zydz] onde C' € a curva, com equagdes paramé-
c

tricas v =t, y =12, z =13, 0 <t < 2.
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Solugao: Vejamos entao

2 b b
/[yzdx+xzdy+xydz] - /[t2-t3+t-t3-2t+t-t2-3t2]dt
C 0

0
= / (t° + 2t° + 3t°)dt
2

Exemplo 3.3. Cualcule / (zy dv + 2 dy) se C € a unido dos segmentos retilineos de (2, 1)
c
a(4,1) e de (4,1) a (4,5).

Solugao: Sejam C :x =t,y=1,2<t<4eCy:x=4y=t 1<t <5 Queremos

calcular

/ :/ (xy dz +x2dy)dx+/ (zvy dx + 2% dy) dy.
C Ch C2

Assim
4 2 4
/C(xydx+x2dy):/2 [t-1+2-0]dt = [2] —(8-2) =6,
1 2
(&
5
/(j(xydx—i—ﬁdy)z/ [4-t-0+ 42 dt = [161]° = (80 — 16) = 64,
2 1
portanto,

/(xydx+x2dy) — 6+ 64 = 70.
C

3.2 Teorema de Green

O Teorema de Green relaciona a integral curvilinea de um campo vetorial com a

integral dupla sobre a regiao delimitada pela curva.

Teorema 3.1 (Teorema de Green no Plano). Seja D uma regiao fechada e limitada
no R?, cuja fronteira 0D = C é uma curva de Jordan e C' por partes, duas a duas
disjuntas, de modo que 0D seja percorrida apenas uma vez no sentido anti-hordrio. Se
F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) € um campo vetorial de classe C* em um conjunto aberto U
tal que D C U. Entao

2 g _ 0Q or
8DF-dfr—ngde—|—Qdy—//D<ax - ay)dxdy. (3.7)
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?{ significa que a integral esta sendo considerada sobre a curva no sentido que deixa a
oD

regiao a esquerda da curva.

Demonstracao: Vamos provar um caso particular. Seja C' uma curva fechada, simples e
suave no plano xy com propriedade de que retas paralelas aos eixos nao cortem em mais
de dois pontos. Seja R a regidao limitada por C' e supondo que P e @) e suas derivadas
parciais de primeira ordem sejam continuas em todos os pontos de alguma regiao aberta

que contenha C' e R.

Figura 7 — A curva de fronteira C' e formada por C;: y = fi(z) e Cy: y = fo(x).

AY

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Da figura acima, pode-se notar que C' = C; U (s, logo tem-se duas partes orientadas no

sentindo anti-horario
Ci:y= filx) e Cy:y = fo(x), coma < x<b.

P
Para qualquer z € [a, b], pode-se integrar S om relacado a y de y = fi(z) ay = fa(x) e
Y

obter
) OP
d - Z,
/ - = P(x,y)

fa(z)

= P(z, fo(x)) — P(x, fi(x)). (3.8)

fi(z)
Integrando a expressao (3.8) em relagdo a x de a até b obtem-se

/ /f2 j) oP dyds = /ab P(z, fo(x)) — P(z, fi(z))dx
= /abp(x,fQ(x)) —/abP(x,fl(g:))dx

= [Pl @) - [ Pl fil)ds

= — Pdx — Pdx
Oy ol

= —7{ Pdzx.
c

]f Pdz — / / ( >dxdy (3.9)

Portanto,
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Figura 8 — Fungao em g.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Da figura 8 pode-se notar que C' = C U Cs, logo tem-se duas partes orientadas no sentindo

anti-horario

Cr:x=gi(z) e Cy: x = ga(x), com ¢ < y < d.

Para qualquer y € [c, d], pode-se integrar el relacao a « de x = gy(x) até x = go(x) e
x

obter
92(y)

= Q(92(v),y) — Q(91(y), y)-

g1(y)

92(y) 0Q)
—dxr = Q(x,
/gl(m Ox Qz.9)

Integrando a expressao (3.10) em relagao a y de ¢ até d obtem-se

/ /gw()y) vty /Cd[(g2(y),y)—Q(gl(y),y)]dy
= /CdQ(gz(y),y)dy—/CdQ(gl(y%y)dy

_ /ch(gz(y),y)dy+/;Q(gl(y),y)dy

= [, Qdy+ | Qdy

- ]{CQdy.
f@d _// ( )dxdy.

Portanto

(3.10)

(3.11)
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Somando (3.11) e (3.9) obtem-se

j[CQderjide - /L‘?)fdxdw(—//]%%];dmy)
= //Rggdxdy—//Rg];dxdy
— /L(Zﬁ?—?@j)dmg/.

fCQder]iPdm - //R(gff—aa]yj)dxdy.

Exemplo 3.4. Use o Teorema de Green para calcular a integml% 2zydx + (2% + y*)dy,
c
onde C € a elipse 42 + 9y? = 36.

Portanto

Solugao: Seja P(x,y) = 2zy e Q(x,y) = 2% + y?, note que
Py(%y) =2ze Qx(mvy) = 2%
Portanto

j{ 2rydr + (2% + y*)dy = // 2z — 2z]dA = 0.
c R

Exemplo 3.5. Calcule j{ = (" +y)dz + (2° + tan™" VY)dy, onde C € a fronteira do
c
retangulo com vértices (2,2), (5,2), (5,4) e (2,4).

Figura 9 — Retangulo

» X

Fonte: Elaborada pelo autor,2019.

Solugdo: Chamando P(z,y) = e +y e Q(z,y) = % + tan™" /Y- Logo as suas derivadas

sao



Capitulo 3. Integrais Curvilineas 26

P (x,y) =1eQ, = 2x.

Observando o retangulo temos que o mesmo ¢ limitado pelas retas y =2 ay=4ez =2

a x = b, portanto

fc = (e” +y)dr + (2 + tan~' \/y)dy

= //R[Qx—1]dA:/25/24[2x—1]dydx

5
- / [z — 2]da = 36-
2

Portanto

7{02//]{[295—1]&1:36.
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4 Integrais de Superficies

J& sabemos como integrar uma funcao sobre uma regiao no plano ja sabemos,
mas, agora veremos alguns exemplos de como podemos utilizar uma integral dupla, para
calcular a integral de uma funcao sobre uma superficie. Mas detalhe pode ser encontrado

em (SWOKOWSKI, 1995)

Assim para uma funcdo g de 3 variaveis, podemos considerar a integracao sobre

regides do espaco e integrais sobre superficies.

No que segue, consideremos S o grafico de z = f(z,y) € C', onde S tem uma
"projegao regular' R sobre o plano zy, isto ¢, cada ponto de R é a projecao ortogonal de

um unico ponto de S.

Figura 10 — Projecao vertical ou 'sombra’ de S sobre um plano coordenado.

f(x.y,z)=c

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Para calcular a integral de g sobre uma superficie f(z,y,z) = ¢ consideramos a
regiao plana e limitada R gerada pela projecao da superficie no plano zy e utilizaremos a

formula

[ Loty 2vds = [ [ ooy ) EGw? T Hy? 144 (41)

Exemplo 4.1. Calcule [ [¢2?2dS se S € a por¢io do cone z* = x* + y* compreendida

entre os planos z =2 e z = 6.
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Figura 11 — Cone 22 + y? — 22 = 0.

X+y=-z'=0

o | —=
R

X y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Solucgao: Observando a figura acima, temos que a projecao R de S sobre o plano xy é a
regiao anular delimitada pelos circulos de raios 2 e 6 com centro na origem. Escrevendo a

equagao de S na forma

Z:\/W:f<xay)a

entao

Agora, aplicando a equagao (4.1), temos

//x zds-// (z? +9?) éJ((x2+y)5>2+<(x2+yy2)%)2+ldA'

Logo,

2 2

2 - 2/ 2 2\1 r Y
//stdS_//Rx(x ) ¢x2+y2+x2+y2+ld/x'

Assim

//S:EQ,zds://sz(:EQ—i—yZ)%\/ﬁdA.

Utilizando coordenadas polares para calcular integral dupla, tem-se
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1 2m
//xQ(x2+y2)§\/§dA = / / 12 cos? 0)2ry/2r drdf
R
2
= \/§/ cos@[ ] df
0 4

2
= 60v2 [ 7 cos 0
= 60v/2 [soin 02"
= 0.
Supondo que f(z,y) > 0 na regidao R no plano zy, onde f tem derivadas parciais
primeiras continuas em R. Seja g(x,y,z) = 1 para todo (x,y, z) entdao a equacao (4.1),

reduz a outra equacao, e corresponde a area da superficie S. Vejamos tal equacao

A= //R VEe(@,9)? + fy(w,y)? + 1dA. (4.2)

Exemplo 4.2. Encontre a drea da superficie do paraboldide z = 4 — x* — y* para z > 0.

Solugéo: Sendo f(x,y) =4 — 2% — y?, temos

A://R\/(—Qx)2+(—2y)2+1dA://1%\/4x2+4y2+1d14,

onde R é uma regiao do plano xy delimitada pelo circulo 2? + > = 4, dessa forma

poderiamos achar a area do primeiro quadrante, assim, para acharmos a area de R todo é

necessario multiplicarmos por 4, entao

2 rV4—zx?
A:4/ / \4x? 4+ 4y? + 1dy dx
0o Jo

para calcularmos a integral iremos transformar em coordenadas polares para facilitar o

procedimento, vejamos

A = 4/ /mrdrdé

— 4/ 1 4r+1)] d6

:4/ 1)do

s m
= 12—1 2 = 2(172 — 1) = 36, 2.
37 )0lg = (172 —1) = 36,

njw

Exemplo 4.3. Calcule a integral de superficie // g(x,y,z)ds, com g(x,y,2) =x+y+z
S

e S € a porcao do plano 2x + 2y + z = 2, que estd o primeiro octante.
Solugao: Temos que z = 2 — 2z — 2y = f(x,y), calculando as derivadas

fx:_zefy:_Qy

e elevando ambas as derivadas ao quadrado, temos
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f§:4efy2:4,

agora

[ [o@y.2rds = [ [ gy flay)y/f2+f;+1dA

1 —z+1
_ /“/ (@4 y+2—20—29)Wit 4t 1dyde
0 0

1 p—z+1
= / / (=2 — y + 2)V9 dydx
0 Jo

—x+1

—x+1
::3/L/ x—y+2dwu_3/‘[ y——+%] dx

- 3lfl—x@a:%n-0ﬂi;1y%ﬂ—mﬁnldx

2

T 20 1
— - 949
3/ (x x —1—2 5 :L’—i—)dx

L[ 2? 3 3 9 3T
= 3LK; (:2__2x-+-2> d$<—:3[(3_'$ + :2]

1 3 1 — 649
Y R Y el ikl
& +2] { 6 ]

1

0

Exemplo 4.4. Determine a drea da superficie dada pela parte de baizo da esfera x? +
y? + 22 = 2 cortada pelo cone 2> = x? + y>.
Solugdo: Sendo f(z,y) = (2 — 22 — y?)2 temos

z _ Y

SV A N

logo

2

x? y 22 + o?
A:// 1 dA = // dA,
R\l +2—x2—y2+2—x2—y 2— 2— (224 4?)

para calcularmos, iremos transformar a area em coordenadas polares para facilitar o

procedimento. Vejamos
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™ 1 r
A = / / — ) drde
0o Jo (W) '
= —/7r [(2—7“2)%]1 do
0 0
= - [a-2%)d
0
= (128 [ = —m(1 - VD).
Observacao: Se a superficie nao admite uma projecao regular sobre o plano zxy,

pode-se definir, de modo analégo, as integrais de superficies considerando projecoes sobre

o plano zz ou yz.
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5 Conclusao

A teoria bordada reforca o estudo de alguns conceitos e resultados de célculo
aplicada em técnicas de derivacao, assim facilitando o desenvolvimento do mesmo, e

obtendo o resultado desejavel.

Uma das grandes dificuldades encontradas na elaboragao do trabalho foi a pesquisa
bibliografica realizada, pois, cada autor faz uma abordagem diferente da teoria, e neste
trabalho, buscamos uma forma de apresentar os conceitos e resultados de uma forma
simples e acessivel ao leitor, e escolher as aplicacoes, onde, a grande maioria eram extensas
e utilizavam outros contetidos nao abordados no trabalho. Com isso percebi que essas
dificuldades me fizeram ver que para estudar matematica é necessario se aperfeicoar a

cada dia, pois, a matematica atualiza a cada instante.

O trabalho em geral contribuiu muito com a minha formacao académica, pois foi
uma oportunidade de pesquisar sobre o assunto que gosto de trabalhar, em que aprofundei
mais meus conhecimentos sobre o calculo, ndo visto em sala de aula. E perceber que
foi muito mais dificil colocar o trabalho em pratica, mas que ao mesmo tempo se torna

satisfatorio por ver que o objetivo foi concluido.
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