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CIRCULOS DE FORD E A CONSTRUCAO GEOMETRICA DOS NUMEROS
RACIONAIS

José Eugénio Caldeira Santana®
RESUMO

O presente artigo apresenta como contetdo central os circulos de Ford. Que tem como
objetivo apresentar de forma geométrica a construcdo dos ndmeros racionais. Para tal
apresentacdo vamos primeiro formalizar a construgdo dos numeros racionais trazendo as
devidas formalidades e defini¢cbes. Em seguida nos é apresentado as sequéncias de Farey, que
€ uma sequéncia finita de todas as fragdes irredutiveis do intervalo [0,1] e, com isso,
entendermos como sdo gerados 0s nimeros racionais desse intervalo. Alias, tomaremos como
de entendimento do leitor o conhecimento do teorema de Bézout. Dai, relacionaremos 0s
termos da sequéncia de Farey com os circulos de Ford, mostrando que os circulos de Ford
tangentes correspondem a fragbes consecutivas da sequéncia de Farey. Sendo assim, trazendo
uma representacao geométrica dos nimeros racionais.

Palavras-chave: Circulos de Ford. NUumeros Racionais. Sequéncias de Farey.
ABSTRACT

This article presents ford circles as the central content. Which aims to present in a geometric
way the construction of rational numbers. For this presentation we will first formalize the
construction of rational numbers bringing the appropriate formalities and definitions. Next we
are presented with the sequences of Farey, which is a finite sequence of all irreducible
fractions of the range [0.1] and, with this, we understand how rational numbers of this range
are generated. By the way, we will take as a reader understanding the knowledge of Bézout's
theorem. Hence, we will relate the terms of Farey's sequence to Ford's circles, showing that
the tangent Ford circles correspond to consecutive fractions of Farey's sequence. Thus,
bringing a geometric representation of rational numbers

Keywords: Ford Circles. Rational Numbers. Farey Sequences.
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caldeiraeugenio@gmail.com. Este artigo de conclusdo de curso foi escrito sob orientacdo do Prof. Me. José
Ginaldo de Souza Farias.



1 INTRODUCAO

O conjunto dos numeros racionais, sempre nos é apresentado no ensino fundamental e
médio como o conjunto que acolhe todas as fragdes. O universo dos racionais, normalmente,

tem-se o primeiro contato quando transformamos fragcbes em numeros decimais. Ou seja,
12 1 678 8531

10’100’ 100" 1000
seguida sua localizacdo na reta numerica, fazendo uso dos valores que estdo no denominador
e numerador da fragdo e posteriormente apenas com o valor obtido através da transformacéo.

aprendemos a fazer a transformacgédo dos seguintes tipos de fragdes: . eem

~ 5 . . . .
Por exemplo, a fracdo o€ associada ao decimal 0,5 que se localiza no intervalo [0,1] onde
alem de localizarmos mais especificamente com o decimal 0,5 também podemos inferir que a
~ 5 p . . .
fracdo I também esta localizada nesse intervalo, pelo simples fato do numerador ser menor
que o denominador.

As formas de localizarmos e posicionarmos as fracbes em uma reta ou simplesmente
localizarmos sdo diversas, outra bem comum, mas “cansativa”, é a de dividirmos nosso
intervalo com pontos na mesma quantidade que h& no denominador da fracdo e em seguida
utilizarmos o numerador para contar as divisoes e, de forma precisa, indicar a localizagdo
dessa fracdo. Bem, com isso e todas essas maneiras apresentadas surge a indagacdo: temos
uma forma geométrica de localizarmos os nimeros racionais na reta?

Bem, para respondermos essa pergunta, vamos apresentar nesse artigo uma construcao
geométrica dos numeros racionais na reta numeérica utilizando fragbes ao invés de nimeros
decimais. Para tal apresentacdo falaremos sobre as sequéncias de Frey. Entenderemos como
se da a construcdo dos numeros racionais no intervalo [0,1] formalmente e utilizaremos as
sequéncias de Farey para ficar mais visivel o fato dos racionais desse intervalo ser
enumeraveis.

Deixaremos por conta do leitor o conhecimento do teorema de Bézout, que nos fala
mdc(a,b) = 1 se e somente se, existirem inteiros r e s tais que ra + sb = 1. Em seguida
faremos uma associacdo aos circulos de Ford, mostrando que circulos de Ford que se
tangenciam correspondem a frag0es de Farey consecutivas. Obtendo uma representacéo
geométrica dos numeros racionais. Donde com esses resultados podemos mostrar de forma
mais criativa e visionaria a construcdo dos racionais, para que despertemos a curiosidade e
criatividade de nossos discentes.



2 OS NUMEROS RACIONAIS

Antes de procedermos com a construcdo formal do conjunto dos nimeros racionais Q a
partir do conjunto dos inteiros Z. O apresentaremos como € usual, ou seja, como um conjunto
junto a duas operac¢des binarias gozando axiomas que fazem dele um corpo.

2.1 Os NUmeros Racionais

Um ndmero racional € um nimero que pode ser expresso como o quociente ou fragcdo % de
dois numeros inteiros a e b, com b # 0. O conjunto de todos os racionais ¢ denotado por

Qz{%;a eZ,bth}.

Notacdo devida a Guiseppe Peano em 1895, do italiano quoziente. O termo racional provém
do fato de a/b representar a razéo ou proporcao entre dois inteiros a e b.

2.1.1 Q como estrutura algebrica

Antes de darmos inicio a construcdo algébrica dos racionais, passamos a seguinte definicado.

Definicdo 2.1 Um corpo € um conjunto K, cujos elementos sdo chamados escalares, com um
par de operacdes:

+: KXK - K
(x,y) »x+y

- KXK -» K
(x,y) Px-y

chamamos de adicdo “+” e multiplicacéo “”, que satisfazem as seguintes condi¢oes:
1. Aadicdo é comutativa:
x+y=y+xVx,y €K.
2. Aadicdo é associativa:
x+(y+z)=x+y)+zVxyz€eK
3. Existe um Unico elemento 0 € K (zero), tal que
x+0=x,Vx€EK
4. Acadax € K corresponde um unico elemento —x € K, tal que
x+(—x)=0
5. A multiplicacdo é comutativa

xy=y-x,Vx,y €K



6. A multiplicacdo € associativa
x-(yz)=@-y)-zVx,y,z€K
7. Existe um Gnico elemento 1 € K — {0}, tal que
x-1=xVx€eK
8. Acadax € K\ {0} (x nio nulo) corresponde um Gnico elemento x~* ou i em K, tal que
x-x =1
9. A multiplicacéo é distributiva em relacdo a adigédo

xy+z)=xy+x-zVx,y,z€K

No conjunto Q dos nimeros racionais podemos definir duas operacdes adicdo " + " e a

multiplicagéo " - "
+:0Q0XQ - 0
(x,y) »x+y
e
QxQ > Q
(x,y) Px-y
Adicéo
.ac x - .
Sejam P € Q entdo a adicao, +, Ihes associa o elemento
a N c ad+bc c
b d  bd
Multiplicacéo
) a c . e .
Sejam b . p € Q entdo a multiplicacéo, -, Ihes associa o elemento a
a C _ ac €
b'd b €¢

a Cc
Diremos que — * — < ad = bc.
ey a

Proposicdo 2.1. O conjunto dos racionais Q com as duas operagdes de adicéo e
multiplicacdo, acima definidas, é um corpo.



A Proposicdo 2.1 nos diz que as duas operacbes em Q gozam das seguintes
propriedades.

1. Associatividade. Paratodo x,y,z € Q valem

x+y)+z=x+ W+ 2)exy)z = x(yz)

2. Comutatividade. Paratodo x,y € Q

X+y=y+xexy =yx
3. Existéncia de elementos neutros. Existem 0 = % €EQel= % € Q tais que

x+0=xex-1=ux Vx =%€ Q.
4. Existéncia dos inversos.
Para todo x =%E Q, existe —x = —%e Q tal que x + (=x) = 0.
Para todo x =%e Q,x # 0, existe x 1 =%e Qtalquex - x~! = 1.
5. Distributividade. Para todo x,y,z € Q
x(y + 2) = xy + xz
2.1.2 Z como subconjunto de Q

Cada inteiro n pode ser identificado com o racional % De fato, pelo algoritmo da divisdo

n = % < n = n - 1. Portanto, os elementos de Z fazem parte de Q.

2.2 Construcao dos Numeros Racionais

A construcdo dos nimeros racionais é realizada a partir do dominio de integridade dos
inteiros (Z, +,-). O conjunto dos inteiros diferentes de zero, denotamos por Z, = Z \ {0}.

Proposicdo 2.2. A relacdo ~em Z X Z, definida por
(a,b) ~ (c,d) & ad = bc

é uma relacéo de equivaléncia.

Demonstracdo. Para todo (a,b) € Z X Z,(a,b) ~ (a,b) & ab = ba de onde
segue que ~ é reflexiva. Para a simetria, se (a, b),(c,d) € Z X Z, temos

(a,b) ~ (¢,d) & ad = bc © ¢cb = da © (c,d) © (ab)

Finalmente, sejam (a,b),(c,d), (e, f) € Z X Z,. Tal que
(a,b) ~ (c,d)e(c,d) ~ (e, f)Assim,ad = bcecf = de.Comisso
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ad = bc = adf = bcf = (af)d = b(cf) = (af)d = b(de) = (af)d = (be)d.

Como d # 0Oe a lei do corte sendo valida em Z entdo, (a f)d = (be)d implica
af = be.Ouseja, (a,b) ~ (e, f).O que mostra a transitividade.

A relacdo de equivaléncia ~ induz uma particdo em Z X Z,. Assim, obtemos o
conjunto quociente

Z x Z,)/~= {[(a,b)]; (a,b) € Z x Z,}
2.3  Operagoesem (Z x Z*)/~
2.3.1 Adicao e multiplicacéo (Z x Z*)/~
Proposicédo 2.3 (Adicdo). Em (Z x Z*)/~ a operacgao dada por
[(a,b)] + [(c,d)] := [(ad + bc, bd)]
é bem definida.
Demonstracdo. Sejam [(a,b)] = [(a’,b")] e [(c,d)] = [(c’,d")]. Mostramos que
[(a, )] + [(c,d)] = [(a’, b)] + [(c’, dT)].
De fato, (a,b) ~ (a',b") e (c,d) ~ (c',d") implicam
ab'=ba e cd'=dc. (1)
Multiplicando os termos dd’e bb'em (1)
(ab’)(dd") = (ba’)(dd') e (cd’)(bD") = (dc)(bb) )
Usando (2) temos
(ad 4 be)(b'd") = adb'd’ + beb'd’
= (ab’)(dd") + (cd")(bb)
= (ba’)(dd") + (dc’)(bb')
= bda'd' + bdb'c’
= (bd)(a'd' + b'c").

Como (ad + bc)(b'd") = (bd)(a'd' + b'c") & (ad + bc, bd) ~ (a'd’+ b'c’,b'd"). Logo,
[(ad + bc, bd)] = [(a'd’ + b'c’,b'd")]. Ou seja, [(a, b)] + [(c, d)] = [(a’,b)] + [(c’,d)]. m

Proposicao 2.4. Em (Z x Z*)/, a operagao dada por
[(a,b)] - [(c,d)] := [(ac, bd)]

é bem definida.

Demonstracao. Se [(a,b)] = [(a’,b"] e [(c,d)] = [(c’,d")], entdo (a,b) ~ (a’,b") e
(c,d) ~ (c',d") oqueimplica
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ab’ = ba' e cd' = dc’. (3)

Usando (3) obtemos (ab")(cd") = (ba")(dc").
Desse modo,

[(a, B)] - [(c, d)] = [(a', B)] - [(c, d')] & [(ac,bd)] = [(a’c", b'd")]
& (ac)(b'd") = (bd)(a'c’)
& (ab")(cd") = (ba’)(dcd").

Portanto o produto independe dos representantes das classes de equivaléncia. ]

Observacdo. Como estamos construindo o0 conjunto dos racionais, grosso maodo,
justificaremos como cada elemento de (Z x Z*)/~ se identifica com um elemento de Q
(onde Q é o conjunto definido na Secédo 2.1.1).

Sejam a,m € Z; b,n € Z* e seja Q o conjunto definido na sec¢do 2.1.1. Como Z c Q,
podemos observar na subse¢do 2.1.2, entdo a,b,m,n € Q. Sejam [(m,n)], [(a,b)] € (Z X
Z")/~ tal que [(m,n)] = [(a, b)].

Considerando a, b, m,n € Q entdo,
[(m,n)] = [(a,b)] & mb =na & % =—

Cada elemento [(m,n)] de (Z X Z*)/~ pode ser com 0 quociente % € Q. Note que a
classe [(m, n)] é o conjunto solugdo da equacéo

X

m *
= onde (x,y) € Z X Z~.

Com isso, as classes de equivaléncia [(m,n)] sdo retas Z x Z*. Cada classe [(m, n)]
representa o racional % Aproveitamos tal identificacdo para definir o conjunto dos nimeros

racionais como sendo o conjunto (Z X Z*)/~.

Definicdo 2.2. O conjunto dos nimeros racionais, denotado por Q, € definido como sendo o
conjunto das classes de equivaléncia [(a, b)] dos elementos (a,b) de Z X Z* respeito a
relacdo de equivaléncia. Ou seja,

Q = (Z X Z+/~.
A adicdo + e multiplicacdo - em Q é definido, respectivamente, por

[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + bc,bd)]e[(a,b)] - (c,d)] = [(ac, bd)].

Teorema 2.1 (Propriedades da adicdo em Q = (Z X Z *)/~). A adicdo + em Z tem as
seguintes propriedades:
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(1) Associativa.
(2) Comutativa.
(3) Existéncia do elemento neutro da adi¢do 0 := [(0, 1)].

(4) Existéncia do inverso aditivo. Para cada x = [(a,b)] € Z existe —x := [(b, a)] tal que
x + (—x) = 0. Oelemento —x é o inverso aditivo de x.

Demonstracao.

(1) Sejam x = [(a,b)],y = [(cd)] ez = [(e.f)]
(x+y)+z = (I@B)] + (D)) + [ f)]

[

[(( ad+bc f+(bd) (bd)f)]
= [(adf + bcf + bde, bdf))]

[(a(df)+b(cf +de), b(df))]

[

[

= [(a,0)] + [(cf +de,df)]
= (@) + (Ie. ]+ (. )
=x+ (y+2).
(2) Sejamx = [(a,b)]ey = [(C d)]
x+y = [(a,b)] +[(c, )]
= [(ad + b, bd))
= [(cb + da, db)]
= [(e,d)] + [(a,)]
=y+x.

(3) Existe 0 := [(0,1)]talquex + 0 = x,paratodox = [(a,b)] € Q. De fato,
x+0=1[(ab)]+[01D]=[@-1+b-0b- 1] = [(ab)] =

(4) Dado x = [(a,b)] € Qseja—x := [(—a,b)].

Considerando que [(0,n)] = 0, paratodon € Z*

x + (—x) = [(a,b)] + [(—a,b)] = [(ab + b(—a),bb)] = [(0,bb)] = 0. m
Teorema 2.2 (Propriedades da multiplicagdo em Q = (Z X Z %)/~ ). A multiplicagéo - em
Q tem as seguintes propriedades:

(1) é associativa;
(2) comutativa;

(3) 1 := [(1,1)] é elemento neutro da multiplicacéo;



(4) existe o inverso multiplicativo. Isto é,

para cada x = [(a,b)] € Q\{0}, existe x™* = [(b,a)] € Qtalque x - x~ 1 = 1,é

(5) é distributiva sobre a adicao.
Demonstracao.

(1) Sejamx = [(a,b)].y = [(c,d)]ez = [(e f)].

=x-(y-2).
(2) Sejamx = [(a,b)] ey = [(c,d)].
x-y={[(ab)]-[(c,d)]
= [(ac, bd))
~ [(ca, db)]
= [(c,d)] - [(a,b)]
— y %,
3)Sex = [(@b)] € Qel = [(1,1)]
v 1= [(ab)]-[(1,1)
=[(a-1,b-1)]
= [(a,b)]
= X
(4) Sex = [(a,b)] € Q\{0},se x 1= [(b,a)] (x7! € Q,poisa # 0)

x - x7t = [(aDb)] - [(ba)] = [(ab,ba)] = [(ab,ab)] = [(1,1)] = 1.

Note que ab # 0e (ab,ab) ~ (1,1).

(5) Sejam x = [(a,b)],y = [(c,d)]ez=[(e,f)]. Como b # 0,1 = [(b, b)], seque

13
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(a,0)] - ([(c,d)] + [(e.£)])

(a,b)] - [(cf +de, df)]
(cf +de), b(df))]
acf + ade+ bdf, bdf)
acf + ade+ bdf, bdf)
)
(

x-(y+z)=

]

fj-1

acf + ade + bdf, bdf)] - [(b,])]
((acf + ade + bd )b, (bdf)b)]
(acfb+adeb+ba‘fb bdfb)
((ac)(bf) + (bd) (ae), (ba)(
(ac, bd>]+[(ae bf)

b)] - [(c,d)] + [(a,b)] - [(e, )]

X-y+x-z.

]
bf))]

[
[
[(a
It
[(
[(
[«
[
[
|
[

Proposi¢ao 2.5 O conjunto Q = (Z X Z*)/~ junto as duas operagdes, + e - € um corpo.

Demonstracdo. A prova segue dos teoremas 2.1 e 2.2 |

Definicdo 2.3. A estrutura algébrica Q = (Z X Z*)/~ junto as operacOes de adicdo e
multiplicacdo definidas é chamada corpo dos nimeros racionais.

2.3.2 Asubtracdoe divisdioemQ = (Z x Z*)/~

Definigcdo 2.4 Sejam x = [(a,b)] ey = [(c,d)] elementos de Q. A operacdo subtragdo, —,
é definida por
x —y:=x+ (=y)

Oelementox — y € Q é chamado a diferenga e de x e y. Desse modo

[(a,b)] = [(c,d)] = [(a,b)] + ([(d,0)]) = [(a + d,b + c)].

Definicdo 2.5 Sejam x = [(a,b)] ey = [(c,d)] # 0 elementos de Q. A diviséo, de
x e y é definida por

x[y:=x -y
Desse modo

[(a,b)]/[(c,d)] = [(a,b)] - ([(d,c)]) = [(ad, bc)].

O elemento x/y € Q é chamado o quociente de x e y.

Em Q a subtracdo e divisao sdo opera¢des binarias. Em Z, a divisdo nédo é binaria.
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3 SEQUENCIAS DE FAREY

Uma sequéncia de Farey de ordem n, denotada por F,, é a sequéncia finita de todas as

fracBes irredutiveis do intervalo [0,1], ordenados de forma crescente, cujos denominadores

~ - - - s , A - ~ - ’ - a -
S80 menores ou iguais a n, isto e, F, é a sequéncia de todas as fracdes irredutiveis - tais que

0£%S1;1Sb£n, em ordem crescente.
01 1 1 n—-22 2 1
nn'n-1n-2"n-1"n"n-1"""
Vejamos:
01
fl 1;1
011
f2 P
1’2’1
01121
f3 1131213;1
0111231
f;l- _I_J_J_I_)_)_
1’4’372’3’4’1
011112341
f5 1)5)4;3;2;3'4'511

A partir dessas sequéncias podemaos tirar algumas observacdes, vejamos a seguir.
o . A s 1
Observacao 1: quaisquer sequéncias de Farey tem-se 5 Como termo central.
E perceptivel pelo seu modo de construcdo, pois faz com que tenhamos 0 mesmo

NI N 1
numero de elementos a direita e a esquerda de 7

~ ~ T 1 .
Observacéo 2: As fragdes equidistantes de > possuem o mesmo denominador e a soma dessas

fragOes é igual a 1. Vejamos:

_{O 11123 1}
f;l-_ 1’4’3)2)3l4l1

0 1 e s 1 . 0 1 1
— e —sdo equidistantes de-esuasomaé-+-=-=1
1 1 2 1 1 1
1 3 4 . 1 (1,3 4
- e =sdo equidistantes de-e suasomaé-+-=-=1
4 4 2 4 4 4
1 2 4 o 1 1,2 3
3 € 3540 equidistantes de Jesuasomae-+o=o= 1
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. . 1 . .
De fato, sejam % um termo de uma sequencia onde % <3 A distancia entre essa duas

~ . 1 b—-2 ~ T 1
fragbes é dada por 3= % = Zba' Tomando uma fracéo 2 a direita de > devemos ter que a

. . c 1., a 1 .
distancia entre E e E € a mesma entre ; e E’ Oou seja,

-—== - =
d 2+ 2b d 2b

c 1  b—2a ¢ _ 2(—a) _b-a
B b

b—2a

2h

¢
L]

b -

®
L]

¢ 1 b—2a

d 2 2%

b—a a+b—a b
+ = —b—l.

C .

a
Somando o€

SR

Portanto a soma de quaisquer duas fracGes equidistantes de % é sempre 1. [

Observacéo 3: Seré que existe uma forma de calcular a soma de todas as fragdes de uma certa

sequéncia, sem enumerar seus elementos?

. ., . A s 1
Tendo em vista 0 que ja estudamos ate aqui, em qualquer sequéncia F,, temos > oMo termo
central, ou seja, a sua direita e a sua esquerda existe 0 mesmo numero de termos. Sabemos

, .y 1., .

também que, a soma dos termos equidistantes de € igual a 1. Logo, a soma dos n termos de
L. 1 -1

E, serd igual a >t f”T = ’;—"

3.1 NUmeros de termos

Consideremos N,, 0 nemero de termos de uma sequéncia de Farey F,.
Como o numero de termos a direita e a esquerda de € o mesmo, concluimos que o

numero total de fragdes é impar.

Para mais, sabendo-se que todas as fracOes % tais que 0 S%S l1el<b<n

relacionados a tal sequéncia estdo na forma irredutivel, podemos concluir que mdc(a, b) = 1.
Portanto, para identificar o nimero de fragdes de uma sequencia de ordem n, precisamos
determinar, para cada denominador b < n, quantos sédo os numeradores a, onde 1 <a<be
tal que mdc(a,b) = 1. Atribuido por ¢(b) essa quantidade, pode ser escrita ¢(b) =
{1 <i < b:mdc(i,b) = 1}|, onde, para um conjunto X, |X| represente o seu cardinal.

Vejamos para o caso de n = 6, obtemos
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p(1) =1;

@(2) = 1poismdc(1,2) = 1;

¢(3) = 2 poismdc(i,3) = 2onde 1 < i < 3, ou seja, apenas 1 e 2 sdo primos com 3;
@(4) = 2 poismdc(i,4) = 2onde 1 < i < 4, ou seja, apenas 1 e 3 sdo primos com 4;
@(5) = 4 poismdc(i,5) =4onde 1 <i<5,ouseja, temos 1, 2, 3 e 4 primos com 5;

®(6) = 3 poismdc(i,6) =2onde 1 <i < 6, 0useja, apenas 1 e 5 sdo primos com 6;

Assim, Ny =14+ +e2)+eB)+p@) +epB)+ep6)=1+1+1+2+
2+4+2=13.
Em geral, paran > 1,N, = 1+ Y7_; o(b).

3.1.1 Construcéo das sequéncias de Farey

Antes de enunciar o processo de construcdo, vejamos uma definicdo para o termo

mediante.

Definicdo 3.1: Dadas duas fracdes irredutiveis %e 2, com 0 <%<§, chamaremos de

. ~ _atc
mediante a fragédo Pt

-~ ~ ~ . , . ~ ~ . + .
Proposicdo 3.1: Se 0 < % < 5 sdo fracOes irredutiveis entdo a fragdo mediante % satisfaz a

a+c
—<

- o~ Qa Cc
condlgaob <3 <7

a C ~ . , . . a C .
Prova: Faca-se P fracOes irredutiveis, com a, b,c,d € ZJ e conmderemos; < 7 Dito

isto, vamos mostrar que valem as duas desigualdades,

a a+c a+c c
b <b+deb+d <d'
Temos que
atc a _ b(a+c)—a(b+d) _ ab+bc—ab—ad _ bc—ad .a c
b+d b b(b+d) T b(b+d)  b(b+d) >0 pois b < d

Do mesmo modo

c a+c_c(b+d)—d(a+c)_cb+cd—da—dc_bc—ad>0
d b+d d(b + d) B d(b + d) Cb(b+d)”
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a+c c
<-.
b+d d

Portanto, % <

As sequéncias podem ser construidas partindo das fragdes

=l K=

1
e 7. que formam a

primeira sequéncia de Farey. Dai em diante, cada sequéncia de Farey pode ser obtida da
sequéncia anterior ou cada sequéncia de Farey de ordem n pode ser obtida a partir da
sequéncia de Farey de ordem n — 1, inserindo entre cada par de fragfes consecutivas a fracéo
a fracdo mediana, coma condicdo de que o denominador dessa fracdo mediana ndo ultrapasse

a ordem dessa sequéncia.

3.1.2 Teorema (termos consecutivos)

Teorema: Se % e — sdo termos consecutivos em uma sequencia de Farey entdo

QU
S|

<
d
bc—ad 1 . ,

> —bd,lstoe, bc —ad = 1.

Prova: ja vimos que para n =1 é valido. Vamos supor, entdo, que a afirmacdo seja
verdadeira para duas fragfes consecutivas de uma sequencia de Farey de ordem n — 1. Dito
isto, vamos mostrar que para uma sequencia de Farey de ordem n, essa afirmacdo é

verdadeira.

a+c
b+

Qualquer par de fragdes consecutivas da sequencia F, é uma das opcdes % 3 ou % ou

QU

a*c S emaque e < sdo fracdes consecutivas de F
b+d’d’ que ey ¢ n-1:

Para a primeira opcdo ja notamos que é valido pela nossa hipotese de inducéo, isto €, dada as

fragdes - e ~temos bc — ad = 1. No segundo caso temos

b(a+c)—a(b+d)=ba+bd—ab—ad =bd —ad = 1.
Com isso também temos uma afirmacdo verdadeira. Ja no terceiro caso temos

b+d)c—(a+c)d=bc+dc—ad—cd=bc—ad=1. m
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4 CIRCULOS DE FORD

Sejam L areta {(x,y) € R?> /y =0}, C, o circulo centrado em (0, %) de raio % eC, 0

) 1 .1
circulo centrado em (1,5) de raio >

ci(0,3) C:1,5)

Seja F o conjunto dos circulos em R? com as seguintes propriedades:

. {C,C,} CF.
II. SeC e C pertencem a F, sdo tangentes entre si e tangentes a [ entdo o circulo
C tangentes aos dois circulos C e C' e areta [, e contido na regi&o delimitada por
C,C' el pertenceaF.
1. Se F é um conjunto de circulos satisfazendo as propriedades | e Il acima entdo

FckF.

Teorema 4.1: O conjunto dos pontos de tangéncia dos circulos C € F com areta l € 0
conjunto {(x,0), x € Q n [0,1]}.

Prova: Vamos representar cada nimero racional x € [0,1] como g , onde p é inteiro, q é

inteiro positivo e 0 mdc(p, q) = 1. Iremos demonstrar por inducado as seguintes situacoes:

i) O circulo tangente em (g O) tera raio 2‘11—2 .

i) Se os circulos tangentes em % e E sdo tangentes entre si entdo|ps — gr| = 1.
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Para isso, notemos que dois circulos centrados em (x,7;) e (y,r,) sdo tangentes a reta

le a tangente entre si entdo (r; —1)? +d? = (r; +1)? = 4rr, =>d = 24/, , onde

d = |x — y|. Geometricamente falando:

Com isso podemos observar que as afirmativas i) e ii) sdo veridicas para os circulos

L. . . . 1 . 1y,
iniciais C; e C,. Se o circulo C é tangente a [ e tem centro (s zq_Z) o circulo C é tangente a [

e tem centro (521?) e qr —ps = 1 entdo, se o circulo C tangente a C e C' e aretal tem

centro (x,y) com Z—’ <x< E entdo, se d = x —21 ed = E — x, como os circulos centrados

2
P 1 ~ . ~ 1 N2 _
em (q ) _Zqz) e (X, y) Sao tangentes aretale tangentes entre si entao (_Zqz - }7) + (d) =

2
1 N2 2y 2y n_ |4y nN_2 [y . .
(zqz + y) =) =55+ @) = /Zqz =(d) =~ \/; de maneira analoga teremos

" 2 y ’ " r p 1 . 2(q+$) y 1 1
= - = = —-——-= — —_— | =s—_ = —
d . \/; , portanto d +d STen por esse motivo p” 2 ==Y T T e

r__ 1 _p v _p(g+s)+l _ pgtps+1l _ ptr ., _ _
d TS I td = 1@+s) . qis)  qus JAQUE gr—ps= 1. Deste modo,

C é tangente em (Z% ,O) e tem raio ;.

Como qg(p+r)—p(@+s)=qr—ps=1e (q+s)r—(p+r)s=qr—ps=1

observamos que C satisfaz i) e ii).

A partir dessas situacGes podemos concluir que todos os circulos criados terdo centro
em pontos racionais. Entdo, com isso teremos agora que provar para todo racional 3 € [0,1],

0 ponto (2,0) é ponto de tangencia de algum dos circulos. Formalizaremos essa prova

através de inducdo em g. Notamos que para g = 1 é bem obvio; entdo s6 precisamos mostrar
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que se 0 mdc(p,q) =1 e g =2, é possivel escrever p=p +p e q=q +q com

oo

p,v,q,q9 €Z,p,p =0,q,q >0eqp —pq =1

Podemos escrever essas equacdes da seguinte forma g (p —p ) —p (g —¢) =1, ou
seja, gp—pg=1,0nde 0<q <ge0<p <p. Comomdc(p,q) =1, exitem x,y € Z,
compx —qy =1.Logo,Vk € Z, p(x + kq) + q(y — kp) = 1.

Decerto podemos escolher k de modo que 0 < x + kq < q (agora perceba que x néo é

maltiplo de g, sendo 1 = px + gy tambem seria), e entdo consideramos q = x —kq e
p =kp—y(temosp = pqq—_l, mas1l<gq <g,donde 0 <p <p).

Dada essas informacdes, temos agora uma notacdo para os circulos definidos dessa
forma. Vejamos:
Definicdo 4.1: Dado um ndmero racional irredutivel % o0 circulo de Ford correspondente a

~ 2 . 1 a 1
esta fracdo é denotado por C(a, b), tem raio 5,2 € centro (;ﬁ)

. , . .0 1
Abaixo temos os circulos correspondentes aos racionais TeT

~
[l =
o -
~
[
——

. 1 . 1
abscissas 3 € ralo 7
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Observemos a situacao ii) “ Se os circulos tangentes em 5 e E sdo tangentes entre si

entdo |ps — gqr| = 17, tem relacdo ao conteudo anterior, das fracdes de Farey, onde temos que

se s e E sdo termos consecutivos em uma sequéncia de Farey entdo|ps — qr| = 1.

Com isso, circulos de Ford tangentes correspondem a fracfes de Farey consecutivas.

|
b =
Lol o
it

=

. A s 01121
Circulos de Ford tangentes, correspondentes a sequéncia de Farey F; = { ————— }
Vejamos os calculos dos pontos de tangencia sera visto no teorema a seguir.

Teorema 4.2: Sejam % < % < 2 trés fracOes de Farey de ordem n consecutivas. Os pontos de

tangéncia dos circulos C(a, b) e C(h, k) s dos circulos C(h, k) e C(c, d) sdo, respectivamente,



_<h b 1 )
=k T k(2 + b2) K2 + b2

_<h d 1 )
2=k T k(K2 ¥ dD) K2 + d2

a h

. . h 1
Prova: Conforme a figura acima se tem a; = (; —PigE q).

Vamos utilizar a semelhanca de triangulos para determinar p e g. Temos que

Portanto g = m

Aplicando-se mais uma vez a semelhanca, obtemos

1 1
q 2kZ 2p%7  bE—k?
1 ~ 1 N 1 = p24k2
2k? 2k? ' 2b?

1 b2—k?2
2k2 h24k?2

Portanto g =

23
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Com isso, basta agora substituir os valores de p e g na expressdo a; e obtemos a

férmula desejada.

De maneira andloga obtemos, também, a formula para a;.
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5 COCLUSAO

Para finalizar concluimos que a partir dos resultados a cima obtidos as sequéncias de
Farey de ordem n nada mais é que a sequencia F, obtida das fra¢Ges irredutiveis no intervalo
[0,1] onde o numerador é menor que n e em ordem crescente. Também nos foi mostrado um
modo de construcgdo para F, a partir de F,,_1, inserindo entre cada par de fragdes consecutivas
sua fracdo mediana com a condi¢do de que o denominador dessa fracdo ndo ultrapasse a
ordem dessa sequéncia.

Dessa forma aplicamos os conhecimentos obtidos sobre as sequéncias de Farey aos
circulos de Ford obtendo assim o seguinte resultado: Circulos de Ford que se tangenciam
correspondem a fracdes de Farey consecutivas. Obtendo uma representacdo geométrica dos
ndmeros racionais.

Esses resultados se mostram bem relevantes para nossas aulas do ensino fundamental e
médio, para agugarmos a curiosidade de nossos alunos vos tirado do trivial abordado no inicio
do artigo, trazendo com si uma forma diferenciada de apresentar 0s nimeros racionais e sua
localizacdo na reta. Com essa abordagem, podemos também trazer ferramentas de auxilio para
0 docente como o aplicativo Geogebra, dentre outros, mostrado essa representacdo sobre a
reta real. Por fim, que esse trabalho sirva de inspiracdo ndo s para professores, mas também
alunos que tenham novas idéias quanto ao tema e a outras aplica¢@es lindas da matematica
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