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”A matemdtica € o alfabeto com o qual Deus

escreveu o universo.”

Galileuw Galilei (1564—1642).



RESUMO

Neste trabalho, consideramos a equagao pitagérica, que é um tipo bastante especial de
equacao diofantina nao linear. A solucao da equacao pitagérica é dada por parametros, e
tal solugao permite resolver outras equacgoes diofantinas nao lineares.

Sera visto alguns temas principais da teoria dos nimeros que dara base suficiente para
entender os assuntos propostos, por fim solucionaremos por meio da equacgao pitagorica

alguns exemplos.

Palavras-chave: Equacao Pitagorica. Teoria dos Numeros. Equagoes Diofantinas.



ABSTRACT

In this work, we consider the Pythagorean equation, which is a very special type of
nonlinear Diophantine equation. The solution of the Pythagorean equation is given by
parameters, and such a solution allows solving other non-linear Diophantine equations.

It will be seen some main themes of number theory that will give sufficient basis to unders-
tand the proposed subjects, finally we will solve some examples through the Pythagorean

equation.

Keywords: Pythagorean Equation. Number Theory. Diophantine Equations.
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1 INTRODUCAO

Considerado por varios estudiosos um dos teoremas mais famosos da matematica, o
Teorema de Pitagoras tem aplicacoes em varios ramos da matematica, como, por exemplo,
na geometria, tanto espacial como plana. Ele é assim denominado em honra a Pitagoras
de Samos (572 a.C.— 496 a.C.) que provavelmente foi o primeiro a apresentar uma de-
monstracao formal desse teorema.

Pitagoras é certamente um dos mateméaticos mais famosos, embora nao se saiba muito

sobre sua vida, conforme descreve (Eves 2011):

Ao que parece Pitagoras nasceu por volta de 572 a.C. na
ilha egeia de Samos. E possivel que Pitagoras tenha sido
discipulo de Tales, pois era 50 anos mais novo do que este
e morava perto de Mileto, onde vivia Tales. Depois parece
que residiu por algum tempo no Egito e pode mesmo ter-se
abalancado a viagens mais extensas. Ao retornar a Samos
encontrou o poder nas maos do tirano Policrates e a Jonia
sob o dominio persa; decidiu entao emigrar para o porto
maritimo de Crotona, uma colonia grega situada no sul da
Italia. L& ele fundou a famosa escola pitagorica, que, além de
ser um centro de estudo de filosofia, matematica e ciéncias
naturais, era também uma irmandade estreitamente unida
por ritos secretos e cerimonias. Com o tempo, a influéncia
e as tendéncias aristocraticas da irmandade tornaram-se tao
grandes que forcas democraticas do sul da Italia destruiram os
prédios da escola fazendo com que a confraria se dispersasse.
Segundo um relato, Pitagoras fugiu para Metaponto onde
morreu, talvez assassinado, com uma idade avancada entre 75
e 80 anos de idade. A irmandade, embora dispersa, continuou
a existir por pelo menos mais dois séculos.

Mesmo sua descoberta sendo atribuida a Pitagoras, historicamente, os babilonios ja
tinham conhecimento a respeito desse tema mais de um milénio antes, em anuéncia com
a tabula de Plimpton 322:
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Figura 1.1 — Tdbula de Plimpton 322.

T

Fonte: (Eves 2011).

Segundo Eves (2011, p.63), a tédbula foi escrita no periodo Babilonico Antigo (apro-
ximadamente entre 1900 e 1600 a.C.) e os primeiros a descrever seu contetido foram
Neugebauer e Sachs em 1945. Representada em nimero decimal, por conveniéncia, na
Tabela 1.1:

Tabela 1.1 — Representa¢ao da Plimpton 322 (Universidade Columbia).
A B C u v
120 119 169 12 |5
3456 | 3367 | 4825 | 64 | 27
4800 | 4601 | 6649 |75 | 32
13500 | 12709 | 18541 | 125 | 54
72 65 97 9 4
360 319 481 20 |9
2700 | 2291 3541 54 | 25
960 799 1249 | 32 15
600 481 769 25 12
6480 | 4961 | 8161 |81 |40
4 3 5 2 1
2400 1679 | 2929 | 48 | 25
240 161 289 15 | 8
2700 1771 3229 | 50 | 27
90 56 106 9 5)

Fonte: (Eves 2011]).

As duas ultimas colunas estao relacionadas aos parametros u e v que levam as ternas
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pitagoricas. Segundo Eves (2011, p.66), parece evidente que os babilonios desse remoto
periodo tinham ciéncia da representagao paramétrica geral dos ternos pitagéricos primi-
tivos.

Formalmente, o Teorema de Pitagoras afirma que:

Teorema 1.1. (Teorema de Pitagoras) Em um triangulo retangulo, o quadrado da
medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos, ou equiva-

lentemente, € possivel separa um quadrado em dois. Em outras palavras, a equacao
T (1.1)
tem solugao em inteiros positivos, ou seja, existem inteiros positivos a, b e ¢ para os quais

a’®+ b = 2.

Definigao 1.1. Nas condigoes do teorema anterior, dizemos que (a,b,c¢) é um terno

pitagérico.

A equagao pitagérica em (1.1) deu origem ao Ultimo Teorema de Fermat, que é um

dos resultados mais famosos na histéria da Matematica. Fermat conjecturou que:

“Ao contrdrio, € impossivel separar um cubo em dois cubos, uma poténcia quarta em
duas poténcias quartas e, em geral, qualquer poténcia maior do que a sequnda em duas

poténcias do mesmo grau”

Em termos algébricos, ele afirmou que nao existem inteiros positivos x, y e z tais que

em que n é um numero natural maior do que 2. A constatacao desse resultado desafiou
brilhantes matematicos por mais de 350 anos, a exemplo de L. Euler (1707-1783), que foi
responsavel por demonstrar grande parte dos resultados anunciados por Fermat e dedicou
parte de seus estudos a fim de provar o ultimo teorema, mas nao obteve sucesso. Tal
problema s6 foi resolvido totalmente em 1995 pelo matematico inglés Andrew Wiles, com
auxilio do matematico Richard Taylor, também inglés.

Neste trabalho, serao considerados alguns resultados relacionados a equagoes diofan-
tinas nao linear; alguns deles sao consequéncias da solucao geral da Equagao Pitagoérica,
que é um assunto bastante vasto, que sera apresentado de modo simples. Enuciando sua
definicao, caracterizando todas as suas solugoes, onde usaremos os principais conceitos da
Teoria dos Numeros ao longo do texto.

O Trabalho esta dividido como segue:

No Capitulo 2, consiste em alguns contetidos preliminares que serao base para outros

resultados ao logo do texto.
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No Capitulo 3, foi caracterizado as solugoes da equacgao pitagdricas, que sao dadas por
meio de parametros.

Por fim, no Capitulo 4, sera apresentado algumas aplicagoes derivadas dos resultados
do Capitulo 2.



2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, serd apresentado resultados necessarios para o desenvolvimento de todo
o texto. Especialmente, destacando resultados relevantes sobre o conceito de divisibilidade
e nimeros primos. Para mais detalhes sobre os assuntos aqui considerados sugere-se as
referéncias (Belizario 2018)) e (Vieira 2015)).

2.1 Principio da Boa Ordenacao

O Principo da Boa Ordenacao, resumidamente, PBO, é um dos principais resultados
matematicos. Ele é base para outros resultados nao menos importantes como, por exem-
plo, o Principio de Inducao Finita, PIF. Alids, estes dois principios sao equivalentes, ou
seja, a partir do PBO é possivel provar o PIF, e vice-versa. No texto, assumird o PBO

como axioma.

Axioma 2.1. (Principio da boa ordem) Todo subconjunto ndio vazio e limitado infe-

riormente X de Z possui menor elemento.

Conforme observado acima, serd provado o PIF a partir do PBO. No que segue, P(n)
¢ uma sentenga aberta que depende da variavel n sobre um subconjunto infinito e limitado
inferiormente X de Z, ou seja, uma sentenca que contém n, de maneira que, toda vez que
se substitui n por a € X, obtém-se uma sentenga P(a) que é, sem ambiguidade, verdadeira

ou falsa.

Teorema 2.1. Seja P(n) uma sentenga em {n€Z:n >ng}, em que ng € Z. Entdo, P(n)

¢ verdadeira para todo n > ng, desde que P(n) satisfaca as sequintes condigies:
(1) (Base da Indugao) P(ng) € verdadeira.

(2) (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para n > ng, entdo P(n + 1) também é

verdadeira.

Agora veja um exemplo onde se destaca um resultado que tem em si um valor histérico,
isto porque, segundo relatos histéricos, um professor do notavel matematico C. Gauss,
para manter a ordem na sala, passou a seguinte questao: calcule a soma de todos os
numeros naturais de 1 a 100. Em pouco tempo, Gauss que tinham apenas 9 anos, entregou
como resultado o nimero 5050. Impressionado com tamanha rapidez, o professor quis
saber como chegou a tal resposta, dessa forma, Gauss explicou o seguinte método:

Se S, é a soma dos n nimeros naturais de 1 a n, entao
Sp=142+-+n.

Agora, somando esta igualdade, membro a membro, com ela mesma, mas invertendo

a ordem das parcelas do segundo membro, tem-se

15
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2S5, =(n+1)+(n+1)+-+(n+1).
Desse modo, 25, =n(n+ 1), ou seja,

:n(n+1).
2

Agora é s6 substituir n = 100, e teremos o valor que o professor pediu. Sem duvidas

Sn

Gauss tinham um grande raciocinio logico-matematico.

Exemplo 2.1. Mostrar, usando inducao finita, que

1
tegeean="000 v ey
Solugao: Seja P(n) a sentenca sobre N dada por
1
P(n):1+2+---+n:w'

E evidente que P(ng = 1) é verdadeira (base da induciio). Por hipétese de inducdo,
suponha que P(n) seja verdadeira, com n > 1, e provemos que P(n + 1) também o é. A

luz da nossa hipdtese,
n(n+1)
2

Somando n + 1 a ambos os membros desta igualdade, obtém-se

1+2+--+n=

1+2++n+(n+1) = @+(n+1)

n(n+1)+2(n+1)
2

(n+1)(n+2)

2

o que prova que P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo Principio de Inducao Finita,

concluimos que P(n) é verdadeira para todo n > 1. O
2.2 Divisibilidade

O conceito de divisibilidade é central para todos os ramos da Teoria dos Numeros,
sobretudo quando do estudo das propriedades dos niimeros primos, estudo este que ocupa
uma posicao de destaque na Teoria Elementar e, principalmente, na Teoria Analitica,
ambiente no qual se dedica ao desenvolvimento de resultados mais avancados sobre es-
ses numeros. Por esta razao, sera apresentado, sucintamente, algumas propriedades da

divisibilidade que serao usadas ao longo do texto.
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Definicao 2.1. Dados a, b e Z, com a # 0, é dito que a divide b, ou que b é um multiplo
de a, e escrevesse alb, se existe c € Z tal que b = ac, caso contrario, a + b.

Por exemplo, 5|20, pois, 20 = 5-4, assim como -3|27, j& que 27 = (-3)-(-9). Por outro
lado, 12 4 10, pois nao existe inteiro k£ tal que 10 =12 k.

Exemplo 2.2. Determinar todos os niimeros inteiros n para os quais n + 2 divide n3 + 1.
Solugao: Notemos que n3+1=(n+2)(n?>-2n+4)-7. Assim,

n3+1
n+2

7
=n?-2n+4-——, com n#-2.
n+2

Como n? —2n +4 € Z, entao n + 2 divide n3 + 1 se, e somente se, n + 2 divide 7. Visto que

os divisores de 7 sao +1 e +7, devemos ter
n+2==+1, n+2=4+7.

Portanto, n=-1,n=-3,n=5en=-9. O
Lema 2.1. Se bla e a #0, entdo |b| < |al.

Demonstragao: Se b|a, entdo, por definigao, existe ¢ € Z tal que a = b- c. Logo,
lal =1b- ¢ =[] -|c].

Como ¢ # 0, temos 1 < |c[. Assim, multiplicando os lados desta desigualdade por |b],
obtemos |b| < |b] - |¢| = |al. O

Proposicao 2.1. Em Z valem as sequintes propriedades:
(1) Os tnicos divisores de 1 sao 1 e -1.
(2) Sealb e bla, entdo a = +b.

Demonstragao: (1) Se b éum divisor de 1, entdo pelo Lema[2.1] [b| < 1. Assim, 0 < [b| < 1.
Logo |b| =1, isto é, b= +1.
(2) Por hipétese, a = k1b e b = ksa, com ki, ko € Z. Desse modo,

a= (klkg)&,

ou seja, kiks =1 e, pelo item (1), k; = 1. Isto implica a = +b. ]

Teorema 2.2. A divisibilidade tem as propriedades:
(1) Se alb e blc, entao alc.
(2) Se alb e c|d, entdo ac|bd.

(3) Se alb e ale, entdo a|(mb+nc), Ym,n € Z.
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Demonstracao: (1) Por hipétese, b = ak; e ¢ = bky, com ky,kq € Z. Substituindo o valor
de b em ¢ = bky, obtemos ¢ = a(kiks), ou seja, alc.

(2) Como b =ak; e d = cky, temos db = (ac)(kikz), isto é, ac|bd.

(3) Por hipédtese, b = aky e ¢ = aky. Logo, dados inteiros m e n, mb = amk; e nc = anks,
de modo que mb + nc = a(mky + nky). Assim, a|(mb + nc).

]

2.2.1 Algoritmo da Divisao

Um dos fundamentos de muitos resultados da Teoria dos Ntumeros é certamente o
Algoritmo da Divisao ou Divisao Euclidiana, cujo resultado é bem conhecido. sabesse
que nem sempre se pode dividir um inteiro por outro de modo a se obter um numero
inteiro, ou seja, essa divisao nem sempre é exata. De forma geral, o Algoritmo da Divisao

assegura o seguinte:

Teorema 2.3. Sejam a e b inteiros, com b> 0. Entao, existem tunicos inteiros q e r tais
que

a=bg+r, com O0<r<b.

Demonstragao: Considere o conjunto
L={a-bq:qeZ e a—bq>0}.

A primeira coisa a ser verificada é que L é nao vazio. De fato, desde que b > 1, entao
la| - b > |a]. Logo,

a-(-la])-b=a+la|-b>a+]al >0.

Como z = a - (-|a|) -b é da forma a - bg, com ¢ = —|a|, temos x € L. Agora, serd visto a
existéncia e unicidade dos inteiros ¢ e r.
(Exiténcia) Sendo L limitado inferiormente (por zero, por exemplo) e nao vazio, entdo,

pelo PBO, L possui menor elemento, digamos r = minL. Como r € L, tem-se r >0 e
r=a->bq, com qe€Z.
Assegurar-se r < b. De fato, se isto nao ocorrer, entao r—b>0 e
r-b=a-bg-b=a-b(qg+1).

Portanto, r—be L e r—b < r, o que contraria a minimalidade de r. Por conseguinte,
a=qgb+r,comqgeZe(0<r<b, oque prova a existéncia dos inteiros q e r.

(Unicidade) Consideremos qi, 71 € Z tais que

a=bq +ry, com 0<r; <b.
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Assim, bg +r = bg, + 1, 0 que implica

r—ry=blg1—q),

ou seja, b|(r—ry). Como |r—r| < b, segue que r—ry = 0, isto é, r = r1. Por isso, ¢; = ¢ pois
b+0. O

Definicao 2.2. Um inteiro a é dito par quando a é um miiltiplo de 2. Caso contrario,
a é dito impar. Dizem que dois inteiros tém a mesma paridade quando ou ambos sao
pares ou ambos sao impares. Decidir sobre a paridade de um inteiro é verificar se ele é

par ou é fmpar. E claro que zero é um inteiro par. Os inteiros 4 e -14 também sao, pois
4=2-2 e -14=2-(-7).
Por outro lado, a =1 é impar, bem como 9 e -25, ja que
9=2-4+1 e -25=2(-13)+1.
Se P e I denotam os conjuntos dos ntimeros pares e impares, respectivamente, entao
P={2k:keZ} e I={2k+1:keZ}.
E imediato verificar que:
(1) PnlI=9
(2) Sex,ye P,entao x+tye Pex-yeP.

(3) Sex,yel, entdiox+tyePeax-yel.

(4) SexePeyel, entaoxxtyeclex-yeP.

Exemplo 2.3. Mostrar que todo quadrado perfeito é da forma 4k ou 4k + 1.

Seja  um quadrado perfeito. Assim, por definicdo, x = a®. Analise a paridade de a.

Se a for par, entao a = 2, com « € Z. Logo,

r=a’=(2a)? = 40® = 4k

para k = o. Por outro lado, se a for impar, entdo a = 2a + 1, de forma que,

r=a*=Qa+1)*=40* +4a+1=4k +1

para k = o + a.. Isto completa a prova. O
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2.3 Maiaximo Divisor Comum (MDC)

O conceito de maximo divisor comum entre dois inteiro nos é familiar desde o ensino
basico. Ele é extremamente importante na Teoria dos Ntiimeros porque por meio dele é
possivel estabelecer resultados substanciais, sobretudo aqueles sobre nimeros primos. A
ideia ¢ a seguinte: dados a e b inteiros positivos, como determinar o maior divisor comum

de a e b? Especificamente, tomem os conjuntos de divisores positivos dos niimeros 8 e 12:
D(8)={1,2,4,8} e D(12)=1{1,2,3,4,6,12}.

Assim, o maior nimero que é comum em D(8) e D(12) é 4. Por isso, pode se dizer que

4 é o maximo divisor comum de 8 e 12. Em simbolos,
mde(8,12) = 4.
Mais geralmente, tem-se a seguinte definicao:

Definigao 2.3. Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Um inteiro d é o maximo divisor

comum (mdc) de a e b quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(a) dla e d|b;
(b) Se cla e c|b, entao c|d.

O teorema a seguir é fundamental para solucao de muitos problemas na Teoria dos
Numeros, pois nos dda uma proveitosa identidade que relaciona os ntimeros a e b e seu

mdec. Essa identidade é conhecida como identidade de Bachet-Bézout.

Teorema 2.4. (Bachet-Bézout) Se d = mdc(a,b), entao existem inteiros x' e y' tais

que
d=ax"+by'.
Demonstracgao: Considere o seguinte conjunto:
W={ax+by:x,ye Z e ax+by>0}.

E claro que W é nao vazio, pois, para z =y = 1, tem-se:

a-1+b-1=a+b>0 = a+beW.

Logo, pelo PBO, W possui menor elemento, de forma que 6 = minWW. Vamos mostrar que

d =mdc(a,b). Como § € W, existem ',y € Z tais que
d=ax"+by' (2.1)

Pelo Algoritmo da Divisao,

a=dq+r, com 0<r<§ (2.2)

Substituindo o valor de ¢ em (22.1)) na igualdade ({2.2)), tem-se
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r=a-0q=a-(ax’'+by")q=a-aqr’ -bqy'.
Assim,

r=a(l-qz')+b(-qy’)

Isso mostra que r = au + bv, com u =1-qz’ e v = —-qy’. Dai, r = 0, pois caso contrario,
r >0, ouseja, r € W, o que é uma contradicao, pois ¢ é o menor elemento de W. Portanto,
a = dq, isto é, dla. Analogamente, prova-se que J|b.

Sendo d = mdc(a,b), a=do;, e b= dd,. Logo, por (2.1,

0= (d(gl)l‘, + (dég)y, = d(51{L" + 62y'),

ou seja, d|d, e como d|d, pois d = mdc(a,b), segue que d =§. Por fim,
d=ax"+by'.
]

Corolario 2.1.1. Os inteiros a e b sao relativamente primos se, e somente se, existem

x,y € Z tais que 1 = ax + by.
Corolario 2.1.2. Sejam a,b,ce Z. Se albc e mdc(a,b) =1, entao alc.

Demonstragao: Suponhamos que bc = ak, com k € Z. Pelo Corolério [2.1.1, existem
x,y € Z tais que 1 = ax + by. Logo, multiplicando ambos os lados da igualdade por c,
tem-se:

¢ = cax + cby = cax + aky = a(cx + ky)
Dessa forma, alc. O
2.4 Teorema Fundamental da Aritmética

Grande Parte dos resultados sofisticados da Teoria dos Nimeros deve-se ao estudo so-
bre os niimeros primos. Por isso, esses niimeros ocupam grande destaque na Matematica.
Tendo isso em mente, sera falado um pouco sobre o Teorema Fundamental da Aritmética,
que vem a ser o principal resultado da Teoria dos Nimeros. De forma resumida, o teorema
assegura que todo inteiro a € Z — {0, £1} pode ser escrito como produto de primos.

Do ponto de vista da divisibilidade, os niimeros primos sao os mais simples, de acordo

com a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.4. Um ntimero p > 0 chama-se primo quando seus tnicos divisores positivos

sao 1 e p. Caso contrario, p é um ntmero composto.
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O ndmero 1 ndo é primo nem composto (isto se deve a sua condigao especial de ser o
elemento neutro da multiplicagdo), e que 2 e -2 sdo os tinicos primos pares. Além disso,

a € 7, é composto se, e somente se,
a=be, com byceZ e 1<]bl,|c|<]al.

Nestas condigoes, b e ¢ sao chamados divisores proprios de a. Nota-se que, se p é primo,

entao para qualquer inteiro a,
mdc(a,p) =1 ou mde(a,p) = p.

Exemplo 2.4. Os ntmeros 3,7 e —13 sao primos, enquanto 4 =2-2,9=3-3e15=3-5

sao compostos.

Exemplo 2.5. Mostrar que, se m—1 e m+ 1 sao primos, com m >4, entao m é multiplo
de 6.

Solugao: Pelo Algoritmo da Divisdo, temos m = 6q +r, com r € {0,1,2,3,4,5}. Assim,
m-1=6g+r-1 e m+1=6g+r+1.

Desde que m—1>3 e m+1>5 sao ambos primos, entao r sé pode assumir o valor r =0,

ou seja, m = 6q. [

Se a é um nimero composto e a divide o produto be, entdao, nao necessariamente, alb
ou ale. Por exemplo, 6]3-4, mas 6 4+ 3 e 6 + 4. Isso nao ocorre com os nimeros primos. De

fato, p = 5 divide 100, o qual pode ser escrito, por exemplo, como os seguintes produtos:
100=2-50=4-25=5-20.

Observe, p =5 divide ao menos um dos fatores. Mais geralmente,
Proposicao 2.2. Sejam p um nimero primo e ay e az € Z . Se plajay entao pla; ou plas.

Demonstragao: Como p é primo, temos mdc(ay,p) = 1 ou mde(ay,p) = p. Se p # ay,
entdao mdc(aq,p) = 1. Portanto de acordo com Corolario [2.1.2} p|as. O

Por meio de inducao finita, o resultado anterior pode ser generalizado da seguinte

forma:
Coroléario 2.1.3. Se p € primo e plajas .. .ay, entao pla; para algum i=1,...,n.

Corolario 2.1.4. Se p,q1,q2, ..., q- SGo nimeros primos e plq1qz . . .q., entao p = q; para

algum i =1,2,...,r.
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Agora, serd enunciado e provado o Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 2.5. (Fundamental da Aritmética-TFA) Todo nimero natural a > 1 pode
ser escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto de primos.

Especificamente,

a=pip2-.-Pn,
eMm que P1,P2, .., Pp SAO PTIMOS.

Demonstracao: Ha duas coisas a serem provadas: a primeira ¢é a existéncia dos primos,
e a segunda ¢ a unicidade da fatoracao.

(Existéncia) Tome o conjunto
M={aeN:a>1 e a#pips..pn},

para primos pips...p,. Provando que M = @, entao a existéncia dos nimeros primos
estara provada. Por absurdo, suponha que M # @. Logo, pelo PBO, M possui um menor
elemento m. E claro que m nao pode ser primo e, por isso, € composto. Assim, pode
escreve-lo na forma

m=bc, com 1<b,c<m.

Comob<mec<m,b¢ M ec¢ M, pois m=minM. Assim, sendo b>1 e ¢ > 1, estes
nimeros sao primos ou sao produtos de primos. Logo, m = bc é um produto de primos,
uma contradi¢ao. Desse modo, M = @.

(Unicidade) Suponha

a=P1P2- - Pn = Q1G2- - - Gm; (2.3)
sendo p1,...,Pn,q1,- -, qm todos primos. Dai,
il - gm

e, pelo Corolario [2.1.4, p; = ¢; para algum j = 1,...,m. Sem perda de generalidade,
assumindo p; = ¢;. Pela lei do cancelamento, temos, de (2.3)),

D2 P =G2 - G-

Da mesma forma, py = ¢; para algum j = 2,...,m. Assumindo que p; = g2, obtemos
D3 Ppn =G3 - G-

Continuando com este processo, e assumindo n > m,

1=pms1-. . Dn,



uma impossibilidade. Similarmente, se n < m, entao

1= dn+1- - - 9m,

o que também é uma impossibilidade. Portanto, m =n e ¢; = p; paracadai=1,...
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3 EQUACAO PITAGORICA

Neste capitulo, sera visto a caracterizacao da solugao geral da equagao pitagérica, e

também sua definicao. Para um estudo mais a fundo, indicamos as seguintes referéncias

(Fernan Edmundo 2015), (Souza e Andrade)), (Vieira 2015)), (Wainer e Diofantinas).

O problema diofantino mais famoso e mais importante é aquele dado pelo Ultimo

Teorema de Fermat, que assegura que para todo inteiro n > 2, a equacao diofantina

nao tem solugao em inteiros positivos. Como ja destacado, este problema foi resolvido
totalmente em 1995 pelo matematico inglés Andrew Wiles, com o auxilio do matemético

Richard Taylor, também inglés. Esta equacao generaliza a equacao pitagorica

que serd objeto de estudo desta secao, no sentido de caracterizar todas as suas solugoes.
3.1 Teorema de Pitagoras

Euclides escreveu em seu livro, “Os Elementos”, duas proposigoes referente ao Teorema
de Pitagoras, as Proposicoes 47 e 48. Por meio da 48, serd enunciado o Teorema da

seguinte forma:

Proposicao 3.1. Se o quadrado feito sobre um lado de um triangulo for igual aos qua-

drados dos outros dois lados, o angulo compreendido por estes dois lados serd reto.

Figura 3.1 — Representacdo do triangulo pitagorico.

Fonte: O Autor (2022).
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Algebricamente, o teorema de Pitagoras diz o seguinte:

“O quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos

catetos”
a? + b2 = 2.
Demonstragao: Tome 4 triangulos retangulos da forma:

Figura 3.2 — Quadrado formado por triangulos retangulos.

b a

a b
Fonte: O Autor (2022).
A partir dos triangulos dados na figura acima, tem-se um quadrado, cujo lado mede

[ = a+b. Existe duas expressoes algébricas com as quais podem calcular a area deste

quadrado. Com efeito, de um lado,

Aqm = (CL + b)27
e de outro,
4ab
Agm = %+02:2ab+c2

Dessa forma,

(a+b)?=2ab+c® = a®+2ab+b*=2ab+c?

= a?+b =

Isto prova o teorema. ]

Sabesse da importancia desse teorema, nao apenas para a Matematica em si, como
também para outras ciéncias, tais como Fisica e Astronomia. Na Geometria Plana, podem
utilizar tal conhecimento para calcular a diagonal de um cubo; na Geometria Analitica
usam para calcular a distancia de dois pontos, e na trigonometria para definir os eixos
do seno, cosseno e tangente. Por outro lado, na Fisica, podem aplicar no calculo para
descobrir a forga resultante entre vetores. Esses sao apenas alguns exemplos das inumeras

formas de utilizar o Teorema de Pitagoras, em ramos diferentes da matematica.



27

3.2 Ternas Pitagéricas
Veja, agora, a caracterizacao de todas as solugoes da equacao pitagérica.
Definicao 3.1. Um terno de inteiros (a, b, c) satisfazendo
a?+b%=c?

é chamado terno pitagérico ou tripla pitagérica. Se mdc(a,b,c) = 1, entao (a,b,c) é

chamado terno pitagorico primitivo.

Os ternos (3,4,5) e (8,15,17) sao ambos primitivos, pois 32 + 42 = 52 e 82 + 152 = 172,
e, além disso, mdc(3,4,5) =1 e mde(8,15,17) = 1.
Quando (a, b, c) é um terno pitagérico, entao (ka, kb, kc) também o é para todo k € Z.
De fato,
(ka)? + (kb)? = k*(a® + b?) = (kc)?.

Por isso, a equagao pitagorica tem infinitas solugoes.

E importante ressaltar que, se (a,b,c) é um terno pitagorico e d = mdc(a,b,c), entao
a b c . ..
ay = C—l, b1 = E eC = E sao Intelros e
2,12 2
2+b2_a +b ¢
a; +01 = =5 =0

d? d?

ou seja (aq,by,c1) é também um terno pitagérico, e como mdc(aq,by,c1) = 1, este terno
¢ primitivo. Com isto, para determinar todas as solucoes de z2 + y? = 22, é suficiente
descrever todos os ternos pitagdricos primitivos positivos, ou seja, quando a, b e ¢ sao todos
positivos, pois por meio deles podem se obter qualquer outro através de uma multiplicacao
conveniente.

Veja agora trés resultados que ajudaréd a caracterizar todos os ternos pitagoricos pri-

mitivos.

Proposigao 3.2. Seja (a,b,c) um terno pitagorico primitivo. Entao, os inteiros a, b e ¢

sGo primos aos pares, isto €, mdc(a,b) = mdc(a,c,) =mdc(b,c) = 1.

Demonstracao: Se d = mdc(a,b), entao dja e dlb. Desse modo, d|c?, pois a? + b = 2.

Uma vez que mdc(a,b,c) = 1, tem-se mdc(c,d) = 1. Logo, d|c, de maneira que d = 1.

Analogamente, se tem mdc(a,c) = mde(b, c) = 1. O

Lema 3.1. Se (a,b,c) é um terno pitagorico primitivo, entio a e b sao de paridades

distintas. Em particular, ¢ é impar.

Demonstragao: Suponham que a e b sao pares. Logo, 2|(a? + b%) = 2, ou seja, 2|c.
Assim, mdc(a,b,c) # 1. O que é uma contradigdo. Agora suponha que a e b sdo impares,

temos:
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a=2r+1 b=2y+1,

em que x e y sao inteiros. Com isso,

=a*+1? (22 +1)%+ (2y + 1)?

4o + 4z +1+4y? +4y + 1

Y2+ +a+y)+2.

Fazendo z = 1’2 +y? + xr + com z € Z, temos:
) )
02 =4z + 2.

Por isso, 4|c? - 2, o que nao é possivel, uma vez que todo quadrado perfeito é da forma
4k ou 4k + 1. Dai, a e b tém paridades distintas e, em particular, ¢ é impar, pois ¢ é

impar. O

Lema 3.2. Sejam m ou n inteiros tais que mde(m,n) =1. Se mn = k2, entdo m e n sao

ambos quadrados perfeitos.

Demonstragao: Param =1en =1, o resultado segue imediatamente. Por isso, suponha

m,n > 1. Tomemos as fatoragoes canonicas de m e n dadas por:
_ 01,00 _ B, B2, B
M =Ty Ty T €M=Y Yy Ys

Como mdc(m,n) =1 tem-se x; #y; parat=1,...,re j=1,...,s. Dali, a fatoragao de mn
é:
_ o]« ar, B1, B2 B
mn = a7 Ty Y Yy s
Agora, considere a fatoracao canodnica de k,
k= 02,0

1 2y 7

Como k2 = mn,

271 272 2% _ o0 .00 ar, B1,,B2
By Ry TRy =Ty Xt Tp Yy Yo Ys
Pelo TFA, segue desta tltima igualdade que 21, 29, . .., 2; 880 08 Primos x1, Ta, ..., Ty, Y1, Y2, - . .
em alguma ordem. Porisso, i = r+scom s >7e27,...,279.4s S0 0s inteiros ay, ..., a,, B1,. ..

também em alguma ordem. Pondo:

a; = 27, 1=1,...,r,

6@':27247‘7 i=1,...,s,

segue que,

7y8
’/857
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m = ($¥1"'$ZT)2 e n = (y’17r+1._‘y7’7r+s)2‘

]

Teorema 3.1. (Solugoes da Equagao Pitagérica) Uma terna pitagorica (a,b,c) é

primitiva, se, e somente se, a >0, b>0 e c>0, sao da forma :
a=2mn, b=m?-n2, c=m?+n2,

em que mde(m,n) =1, m>n>0 em+n é impar.

Demonstragao: Seja (a,b,c) um terno pitagérico primitivo. Assim, conforme o Lema
.1} pode assumir a par e b {mpar e, por isso, ¢ fmpar. Assim, ¢—-b e ¢+ b sdo ambos

pares. Desse modo,
c—b=2u e c+b=2v,

em que u e v sao primos entre si, pois se mdc(u,v) = d, entao d|(u+v) e d|(v—u). Mas,

2u+2v=c-b+c+b=2c. (3.1)

Por outro lado,

20-2u=c+b-(c-b)=2b, (3.2)

isto é, d|c e d|b. Assim, da Proposigao , d =1. Notem agora que:

a’=c?-b*=(c-b)(c+b).

Dividindo ambos os lados desta igualdade por 4,

2 _ .
a? (c=b)(c+b) _2u-2v —w,
4 4 4

ou melhor,

(%)2 = uv. (3.3)

Como mdc(u,v) =1 e uv é um quadrado perfeito, entao, pelo Lema , u e v também

sao, ou seja,

u=n? e v=m? com m,neN.

Substituindo estes valores em (3.1)):
2c=2u+2v=>c=u+v=c=n%+m?2,

Também, por (3.2)):
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2b=2v-2u=>b=v-u=>b=m?-n?
Logo, por (B3):
a\2
(5) =uv = a? = duv = a? = (2nm)? = a = 2nm,
de maneira que,

a=2mn, b=m?-n* c=m?+n’ (3.4)

Se mdc(m,n) = d, entao d|b, dle, e, com isso, d = 1. Além disso, se m e n tem a mesma
paridade, entdo ¢ = m? + n? e b = m? — n? sao pares, uma contradi¢ao, pois mde(b,c) = 1.
Dessa forma, m e n sao de paridades distintas, ou seja, m +n é impar.

Reciprocamente, sejam m e n inteiros primos entre si satisfazendo as condicoes em

(3-4). Como:
(b (@12 = a2
em que a e b sao inteiros quaisquer, temos:
(a,b,c) = (2mn,m? - n%2, m? + n?),

um terno pitagérico. Para mostrar que é primitivo, tome, mdc(a,b, c) = d, suponha d > 1.
Logo, existe um primo z tal que x|d. Como z|b, entao = # 2, pois b é impar. Também,
xlc e, assim, z|(b+c) e x|(c-b), isto é, z|2m? e x|2n?. Logo, x|m e x|n, uma contradigao,
pois mde(m,n) = 1. Desse modo, d =1 e, dai, (a,b,c) é um terno pitagérico primitivo.

Isto finaliza a prova. n

Coroléario 3.2.1. Um terno (a,b,c) € pitagdrico, se, somente se, existem inteiros positivos

de mesma paridade u e v, tais que u e v sao quadrados perfeitos e u > v. Por consequinte,

U-v uU+v
2 72

(a’ b, C) = (\/E7

Demonstragao: Seja (a,b,c) uma terno pitagdrica e considere os inteiros

u=c+b, wv=c-b. (3.5)

Dessa forma,

b>-b=>b+c>c-b=u>v.

Uma vez que (a,b,c) é uma terna pitagdrica,
A=b+a’*=ad*=-V=>d’=(c+b)(c-b)=d*=u-v=a=uv.

De ([3.5]), tem-se,
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Logo,

U—v u+v

(a’b7c):(\/%7 9 ' 9 )

Agora, suponha que u-v é um quadrado perfeito, com u-v = 22 em que x é um inteiro

positivo. Por isso,

a=~\u-v=>a=VvVri=>a=u1.

Fazendo u > v, com u=2k+2 e v=2k, em que k€ N, temos
u—v_2k+2—2k_1
2 2 -

_u+v_2k+2+2k
2 2

b:

=2k +1.

C

Dali, b e ¢ sao inteiros positivos.

Agora,

duv +u? = 2uv + 0% u? + 2uv + 02 u+v

@+ b = (Varo)? + (<) v - = (5

)2 =2,

Desse modo, a? + b? = ¢2, ou seja, (a,b,c) é um terno pitagdrico. m



4 APLICACOES

Neste capitulo, sera resolvido alguns problemas, em forma de exemplos, por meio da
equagao pitagorica. Eles foram selecionados das referéncias (Vieira 2015), (Souza 2017) e
outros retirados do PROFMAT.

Exemplo 4.1. Mostrar que o raio de uma circunferéncia inscrita em um triangulo pi-

tagdrico é um nimero inteiro.

Solucao: Sejam a,b e ¢ os lados de um triangulo pitagorico, e r o raio da circunferéncia
inscrita, conforme a Figura [4.I A drea do triangulo ABC ¢é igual a soma das dreas dos

triangulos ABO,ACO e BCO. Respectivamente, suas areas sao:

ab ra rb re

2727 27 27
Assim:

ab ra rb re

— = — =+ —,

2 2 2 2
isto é,

ab=r(a+b+c) (4.1)

Figura 4.1 — Triangulo pitagorico ABC.

Fonte: (Vieira 2015]).
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Como a? +b% =2, (a,b,c) é um terno pitagdrico, existe um terno pitagérico primitivo
(a1,b1,c1) tal que
a=kay, b=kby, c=kc,

para algum inteiro positivo k. Além disso, pelo Teorema [3.1
ay =2mn, by =m?-n?, c, =m?+n?,
com mdc(m,n) =1 e m+n impar. Logo:
a=2kmn, b=k(m?-n?), c=k(m?+n?).

Substituindo tudo em (4.1)), obtém se,

ab 2k?mn(m? — n?)
"Tatbre 2km(m +n)
kn(m? —n?)

(m+n)
kn(m —n)(m+n)
(m+n)
= kn(m-n).

Portanto, r € N. O

Exemplo 4.2. Mostrar que a sequéncia de nimeros inteiros (n,n+3,n+5) nao constitui

uma tripla pitagorica para nenhum inteiro positivo n.

Solugao: Nota-se que:

n?+(n+3)*=(n+5?=n>+n’>+6n+9=n%+10n + 25.

Desse modo,

m?—n?+6n-10n+9-25=0=n?>-4n-16 = 0.

As raizes desta equacao em n sao:

n' = 4+;l\/5=' 2(2+22\/5) =2+2v5

4-4v5 2(2-2V5
n" = \/_=> ( \/_)=>2—2\/3.
2 2
Como n' e n” nao sao nimeros naturais, concluisse que (n,n +3,n +5) nao é um terno

pitagérico qualquer que seja o inteiro positivo n. ]
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Exemplo 4.3. Para acessar o topo de uma plataforma de saltos a 400cm de altura, um
atleta deve subir uma escadaria que possui 8 degraus no primeiro lance e 6 degraus no
segundo lance de escada, conforme mostra a Figura[d.2] Sabendo que cada degrau possui
30cm de profundidade, determine o comprimento da haste metalica AB utilizada para

dar sustentacao a plataforma.

Figura 4.2 — Escadaria.

=
| 10em
I 'AM "
-\-\-:i‘ IH ik 1'

400 o

Fonte: (IFSC 2015).

Solucgao: Para determinar o valor do segmento AB, uma primeira coisa a ser feita é

descobrir os valores dos segmentos C'O e BO,

Med(CO) =6-30 = 180cm.

Da mesma forma,

Med(BO) =8-30 = 240cm,
para descobrir o valor do segmento BC', basta aplicar o teorema de Pitagoras,

(Med(BO))? = 180% + 2402 = (Med(BC))? = 32.400 + 57.600 = Med(BC) = 1/90.000 =
Med(BC) = 300,

agora, com todos os dados necessarios, tem-se

(Med(AB))? = 4002 + 3002 = (Med(AB))? = 160.000 + 90.000 = Med(AB) =
Vv/250.000 = Med(AB) = 500cm.

Logo, o comprimento da haste metdlica é de 500cm. O]

Exemplo 4.4. Determinar todas as solucoes inteiras da equacao 2 + y? = 222.
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Solucgao: Na equacao

2+ P =222 (4.2)

deve-se ter x e y com mesma paridade, pois 222 é par para todo inteiro z. Desse modo,
. . . _ 1 _ 1 . _ _ . .

existem inteiros v = 5(z +y) e v = 5(x —y) tais que x = u+wv, y = u—v. Substituindo estas

expressoes em (4.2)), obtemos

4yt = (ur0)? + (u-v)% =20+ 20 = 22" = uP +0” = 27,

ou seja,

2 +y? =222 o ut+0? = 22 (4.3)

Assim, tem-se a equacao pitagoérica em u, v e z. Logo, de acordo com Teorema |3.1

(u,v,2) = (2mnk, (m* - n?)k, (m* + n?)k),

em que m,n, k€N, com m>n>1, mde(m,n)=1e m—n impar.

Por esta razao, determinam todas as solugoes da equagao dada em (4.3)), que sao dadas

por
(z,9,2) = 2mnk + (m? —n?)k, 2mnk — (m? - n*)k, (m* + n*)k),
em que m,n e k satisfazem as condi¢oes do Teorema [3.1} O

Exemplo 4.5. Na figura abaixo, que representa o projeto de uma escada com 5 degraus

de mesma altura, determinar o comprimento total do corrimao.

Figura 4.3 — Corrimao.

Fonte: (ENEM 2006).
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Solucao: O comprimento total do corrimao sera igual a soma dos dois trechos de com-
primento igual a 30cm com o trecho que nao se conhece a medida. Como pode-se ver
que na figura o trecho desconhecido representa a hipotenusa de um triangulo retangulo,
cuja medida de um dos catetos ¢é igual a 90cm. Para encontrar a medida do outro cateto,
deve-se somar o comprimento dos 5 degraus. Sendo assim, temos b =5-24 = 120cm.

Para calcular a hipotenusa, basta aplicar o teorema de Pitdgoras para esse triangulo:
a® = 90% + 120 = a* = 8100 + 14400 = a* = 22500 = a = /22500 = 150cm.

Desta forma, a medida total do corrimao sera:

30+ 30+ 150 = 210cm = 2, 1m,

que é o valor procurado.
O

Exemplo 4.6. A soma dos quadrados das medidas dos 3 lados de um triangulo retangulo

¢ igual a 32. Quanto mede a hipotenusa?

Solugao: Tome a = medida da hipotenusa, tem-se:

a? +b? + ¢ = 32, (4.4)
pelo Teorema de Pitdgoras, sabesse que a? = b2 + 2.
Substituindo esta expressao em (4.4]) tem-se que

a2+a2:32:>2a2=32:>a2:%:>a:i 16 = a = +4.

Como pedido a medida do lado de um triangulo, conclui-se que a = 4. O]

Exemplo 4.7. Em um triangulo retangulo ABC, o lado AB excede em 8 unidades o lado
AC', que por sua vez mede uma unidade a mais que o lado BC. Determinar o valor da

hipotenusa desse triangulo.

Solucgao: Primeiramente, sera identificado a hipotenusa do nosso triangulo. Como AB >
AC e AC > BC', segue que AB ¢é a hipotenusa.
Fazendo BC = x, obtemos, pela hipétese do problema, que AC=x+1e AB=x+9.
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Figura 4.4 — Triangulo pitagorico de lados x, ©+9 e x + 1.
A

x+9

x+1

Fonte: O Autor (2022).

Por meio do Teorema de Pitagoras, obtemos a hipotenusa. Se nao vejamos. Temos:
(z+9)? = (z+1)%+2?

ou seja, —z2 + 16z + 80 = 0. As raizes desta equacao sao 2’ =20 e 2" = —4.

Descartando o valor negativo, concluimos que z = 20. Com isto, AB=x+9=29. [
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, consideramos a equacao pitagdrica com sua solugao geral, que é dada
em forma de parametro. Por meio da solucao geral, consideramos alguns problemas que
foram modelados por meios de equacoes diofantinas nao lineares, que foram solucionadas

e resplvidas por meio da solucao geral da equagao pitagorica.
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