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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre como resolver integrais definidas
de fungoes continuas que nao podem ser calculadas utilizando o Teorema Fundamental
do Calculo, ou seja, funcoes que nao possuem primitivas ou que seja de dificil obtencao.
A integragao numeérica oferece um caminho prético para estimar os valores dessas inte-
grais, através de métodos numeéricos, como a Regra do Trapézio, e as Regras Simpson.
Sera feita uma aproximacao da funcao f a integrar por um polindémio P que é uma
fungao simples de integrar. Também sera estimado o erro em que se incorre ao usar

tais métodos de aproximacao.



Abstract

This paper presents a study on how to solve definite integrals of continuous func-
tions that can not be calculated with the Fundamental Theorem of Calculus, their
functions which are not primitive or elementary formulations it is difficult to obtain.
The numerical integration offers a practical way to estimate the integral by numerical
methods, such as the Trapezium Rule and Simpson’s Rules. There will be an approach
to integrate the function F by a polynomial P which is a simple function to integrate.

Also the error is estimated to be incurred when using such methods of approximation.



Contetido

Introducao . . . . . . . . ...

1 Conceitos Basicos

1.1 Preliminares . . . . . . . . . . ...
1.2 Imtegral . . . . . . . ..
1.3 Relacao entre Integracao e Derivagao . . . . . . . . . . . .. ... ...

2 Interpolagao Polinomial

2.1 Polinémios de Lagrange . . . . . . .. . .. ... ... ... .. ...
2.1.1 Formula de Lagrange . . . . . . . . . . ... L.
2.2 Polinébmios de Newton . . . . . . . .. ... ... .. ..
2.2.1 Formulade Newton . . . . . .. ... .. ... ... .. ...
2.3 Polinémios de Gregory-Newton . . . . .. .. ... ... ... .....
2.3.1 Foérmula de Gregory-Newton . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.4 FErro de truncamento da interpolagao polinomial . . . . . . . . . . . ..

3 Integracao Numérica

3.1 Motivagao . . . . . .o
3.2 Formulas de Newton-Cotes . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
3.2.1 Regrado Trapézio . . . . .. . ... .. ... ... ... ...
3.2.2 Primeira Regra de Simpson . . . . . .. ... ... ... ...
3.2.3 Segunda Regra de Simpson . . . . . . . ... .. ... ... ...

4 Aplicagoes das Regras de Newton-Cotes tipo Fechada
4.1 Aplicacao 1 . . . . . ..



4.2 Aplicagdo 2 . . . ..
4.3 Aplicacdo 3 . . . . . L

5 Consideragoes Finais

Bibliografia

il

47
54

58

60






Introducao

O célculo é a matematica da variagdo. No cerne do calculo estao os conceitos
matematicos relacionados de derivagao (ou diferenciacdo) e integragao.

A importancia do céalculo integral reside nas suas inimeras aplicacoes em varios
dominios da engenharia, mas também em fisica, em teoria das probabilidades, em
economia, em gestao, ou seja, existe um grande namero de aplicagoes.

O processo inverso da derivacao no calculo ¢ a integracao. De acordo com a
definicao do dicionario, integrar significa "juntar as partes em um todo; unir; indicar a
quantidade total". Uma relagao de grande importancia entre derivagao e integracgao é
dado no Teorema Fundamental do Calculo, que é peca chave de todo Calculo Diferencial
e Integral, pois estabelece a ligacao entre as operacoes de derivacao e integracao. Ao
colocar em prética esse teorema numa integral definida é necessario encontrar uma
formula F(x) para umas das primitivas de f(x) e fazer o devido calculo do nimero,
porém algumas primitivas sao muito dificeis de se encontrar e outras nao podem ser
calculadas, pois suas primitivas nao tém féormulas elementares. Seja qual for a razao,
quando nao se pode calcular uma integral definida com uma primitiva, uma solugao
é recorrer a integracao numeérica. A idéia basica dos métodos de integracao numeérica
¢ aproximar a fungao a ser integrada f(z), € |a,b], por um polindémio, chamado

polinémio interpolador e integrar esse polinomio, ou seja,

b n
/ = Z w; f(z;) + Erro,
@ i=0

onde w; sao chamados de pesos e dependem do polinémio escolhido e os pontos = €
la,b],i=0,...,n, sao chamados de pontos de integragao.

A escolha do polindmio interpolador e dos pontos de integracao define a Férmula
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de integragao usada. Neste trabalho vamos considerar as férmulas de Newton-Cotes
fechadas, com n = 1,2, e 3, chamadas de formulas ou regras do Trapézio e de Simpson,
usando o polinémio interpolador de Gregory-Newton como polindémio interpolador.
Apresentaremos alguns resultados e feito comparagoes entre as regras supra-citadas
buscando qual melhor a se aplicar e quando podera ser utilizada, assim como também
os seus erros cometidos, ja que os resultados sao aproximacoes. A seguir um pequeno
resumo de cada capitulo deste trabalho.

No capitulo 1 trataremos de alguns conceitos importantes do célculo, bem como
a idéia basica da integracao. Introduziremos alguns conceitos tais como, continuidade
e de diferenciabilidade de uma funcao. Em particular, serd mostrado que se f for
diferenciavel, entao f é continua. Em seguida abordaremos a definicao de integral
usando somas de Riemann e um breve comentario sobre o seguinte teorema: se f é
continua em um intervalo fechado, entao f é integravel. A parte final do capitulo
trataremos da relagao entre derivagao e integracao com a demonstracao do Teoremas
Fundamental do Célculo, assim como também a definicao de primitivas.

O capitulo 2, é uma breve apresentagao sobre conceitos béasicos de interpolacao
polinomial. Apresentaremos alguns métodos para construir um polinémio interpolador
de um conjunto de pares ordenados. Alguns desses polindémios sao: Polinomio de
Lagrange, Polinémio de Newton e Polinémio de Gregory-Newton.

No capitulo 3 trataremos de integracao numérica, mais precisamente de técni-
cas de integracao. Inicialmente apresentaremos a motivacao com alguns exemplos de
funcoes nao elemetares, mais adiante é feita a escolha do polinémio interpolador a ser
utilizado na construgao das técnicas, esse é chamado Polinémio de Gregory-Newton,
que é um caso particular do Polindmio de Newton para pontos igualmentes espagados.
Na sequéncia, abordaremos cada técnica de integragao numérica separademente, se re-
sumindo as formulas de Newton Cotes tipo Fechada que sao as Regras do Trapézio e a
Primeira e Segunda Regra de Simpson.

O capitulo 4 ¢é formado por varias aplicagoes nas mais diversas areas, como por
exemplo, na engenharia civil, na matematica e na estatistica, mostrando a grande
importancia do assunto citado no capitulo 3.

No capitulo 5 trataremos de algumas poderacoes e comparagoes entre as devidas

técnicas citadas neste trabalho.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Para apresentagao deste trabalho, precisamos de uma breve revisao bibliografica
de alguns conceitos basicos do calculo como continuidade, derivadas, integrais, entre

outros.

1.1 Preliminares

Definigao 1.1 Seja f : [ C R — R uma funcao definida no intervalo I. Dizemos
que f € continua no ponto a € I se, para todo € > 0 dado arbitrariamente, € possivel
encontrar um 6 > 0 de tal forma que para todo x € I com |x —a| < 0 implica que

|f(z) — f(a)] <e¢, isto é, uma funcao f é continua em um nimero a se:

lim f(z) = f(a)

r—a

ou seja, é possivel tornar f(z) arbitrariamente tao proximo de f(a) quanto desejamos,
desde que se tomemos um x suficientemente préoximo de a. Dizemos que uma funcao

f é continua, se esta func¢ao for continua em todo a pertencente ao seu dominio.?!

Definigao 1.2 . Seja f : I C R — R uma funcao definida num intervalo aberto I.
Dizemos que f € derivavel em um ponto x € I se o sequinte limite existir
flz+h) - f(z)

Y :

lim
h—0

Neste caso, este limite é denominado derivada de f mo ponto x denotado por f'(x).

Dizemos que f é derivavel, se ela for derivavel em todos os pontos do seu dominio. [



10

* Chamaremos de derivada lateral de f pela direita do ponto xy denotado por f'(x{):

fa) = Jim, —ﬂxgz = is%),

se o limite existe, onde x — z¢ significa que z > .

«Chamaremos de derivada lateral de f pela esquerda do ponto zy denotado por f'(zg)

P (U ()

Ty T — X

se o limite existe, onde © — x, significa que = < z.

x Observagao 1. Caso uma das derivadas laterais nao exista em zy ou os seus valores
sejam diferentes, dizemos que f nao é derivavel em x.

Proposicao 1.3 . Se a funcao f :I — R € derivdvel no ponto a € I, entao f €

continua em a.

Prova: Seja a € I fixo. Basta mostrar que

lim /(2) = f(a).

r—a

Por hipdtese temos que f € derivdvel no ponto a, assim sua derivada neste ponto €

dada por:
B) — _
f'(a) = lim fle+h) f(a), fazenox = a+ h, temos lim M.
h—0 h r—a T —a
Podemos escrever f(x) de forma que contenha W,como se seque:
f(@) — fla
f) = LB o) 4 sy

Aplicando o limite em ambos os lados da expressao acima e como existem os limites

de W, (x —a) quando v — a, temos:

lim f(z) = lim @) = J(a) dim(x — a) + lim f(a).

Logo,
lim f(z) = f'(a) 0+ f(a) = lim f(z) = f(a).

r—a

Portanto, se uma funcao f é derivavel no intervalo I, entao f é continua em 1.
A reciproca desta proposicao nao é verdadeira, isto é, nem toda funcao continua

¢ derivavel. Um exemplo claro deste fato ¢ a fungao f(x) =| = | a qual é continua,



11

porém no ponto xg = 0 nao possui derivada, ja que as derivadas laterais neste ponto
sao diferentes. Pois a derivada lateral pela direita é 1 e a derivada lateral pela esquerda
é-1.

Exemplo 1.1. Dada f(z) = %, encontre a funcdo derivada de f.l°

Solucgao:
1 1 r— (x+h)
f@+h)—fl@) x4 h x _,  (v+h)
! _ —
A e -
_h
—lim—(x—i_h)x—lim —h ~l—lim —1 = -1 ——i
k0 b hso(z4+h) b hso(z+h)r (02 22

f(z) = —%, Vo # 0.

1.2 Integral

Um dos grandes avancos da geometria classica foi obter féormulas para determinar
area e volume das mais variadas formas geometricas. Nesta se¢ao abordaremos o
conceito de Integral definida utilizando a ideia de Somas de Riemann.

Seja f : [a,b] = R uma fungao, com a e b nimeros reais e a < b, sendo f uma
fungao continua no intervalo fechado [a,b] e f(x) > 0,Vx € [a,b] e seja R a regido
limitada pela curva y = f(x), as retas xg = a e z,, = b e 0 eixo x, conforme ilustra a

figura 1.1.
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Figura 1.1: Regiao R

Uma parti¢ao do intervalo [a, b] com n subintervalos, é definida escolhendo n — 1

pontos entre a e b, seguinte forma,
a=Tg <21 < ... < XTp_1<Tp=02"

Sejam Apx = xp — T, 0 comprimento do subintervalo [xy_1, 2] k = 1,2,...,n, t; um
ponto em [xy_1, x| € Ry o retangulo com altura f(t;) e largura Agz. Dessa forma,
encontramos um valor aproximado para a area que se deseja calcular, somando as areas

dos retangulos Ry, ou seja,

3

Area de R~ f(t1) vz + fta) Doz + .+ fltn1)Dn1z + f(t)Dpz =Y f(te) Dpa
k=1

=
\
=N
>
=

|
|
|
1

[T

’::.0‘1 xllZ X X3 t‘ix‘i 5 x5 ((vx‘s[?i x 4 b =

Figura 1.2: Aproximagao da regiao R

Observe na Figura 1.2, que quanto maior for o valor de n na particao considerada, mais
proximo da regiao R estard a soma das areas dos retangulos. Seja || P || o comprimento

do maior subintervalo da partigao, isto ¢,
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| P |l=maz{Awz, 1<Fk<n}.

Quanto mais proximo || P || estiver de 0, mais proxima estard a soma das areas dos
retangulos da area da regiao R.

Logo,

I1P]|—0

Area de R = lim Z fte) Az
k=1

Defini¢ao 1.4 . Dada uma fun¢io f limitada num intervalo [a,b], e uma parti¢ao
P={a=1zy <z <..<mpq1 <y =>} desse intervalo, uma Soma de Riemann é
dado por:

n
Z flty) Az, onde ty, € [xp_1, 71 € Dpxr = x)p — Tp_1.
k=1

Defini¢ao 1.5 . Seja f(x) uma funcio definida em um intervalo fechado |a,b]. Dize-
mos que um nimero I = fab f(z)dx € a integral definida de f em |a,b] e que I € o limite
das somas de Riemann Y ,_, f(tx) Az, se a sequinte condi¢do € satisfeita: Dado qual-
quer numero € > 0, existe um niumero correspondente o > 0, tal que, para qualquer
particio P = {xg, 21, ..., Tp_1,2n} de [a,b] com ||P|| < & e qualquer escolha de t;, em

(231, 21], temos (6]

< €.

k=1

Portanto, a area da regiao R é dada por:

b
I= / f(z)dz
Exemplo 1.2. Seja R a regido entre o eixo x e a curva y = 2%, x € [0,1] (veja Figura

1.3).

-

02 04 06 08 1

Figura 1.3: Regiao R
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Devemos encontrar um valor aproximado da &area desta regiao através de uma
Soma de Riemann.
Para isto, faremos parti¢oes do subintervalo [0, 1] em n subintervalos iguais, isto
E—1 k

,—], k=1,2,3,....n.
n n

[Tr1, 71] = [
O comprimento de cada subintervalo é

E k-1 1
Apr = — — =— k=1,23,....,n
n n n

Escolhendo t; como o ponto médio do subintervalo [%, %], isto é,

11 2k—2+41 _ 2k—1
=k 4 L 26241 _ 2k=1 11923 .. n.

n 2n 2n 2n

Neste caso , a Soma de Riemann é

. “2k-1\ 1 &K (2k-12 1
AN o=y - N2k - 1)
; RO Z( 2n ) 4n3 4n? £ ( )

n

Seja A(R) a area da regiao R ,

1 T
A(R) :/0 rdr = lim — ) (2k— 1)2.

n—oo 4n
k=1

Portanto, a area da regiao R é,

n

! 1 1
A(R) = /0 vidr = 3213 (2k — 1)

k=1

Aumentando n, a Soma de Riemann desta particao fica mais proximo do valor

0.8 —
0.6

0.4~

da area da regiao R.

Figura 1.4: Subdivisao do intervalo
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Tomando n = 2, temos

[\

(2k —1)?

2 2\ _ —
() = 55 =0.3125

'S

1 84
(2k—1)" = Z(1°+ 3 +5°+7) = 7 = 0,328125
k:

A seguir um importante teorema, cuja demonstracao encontramos em livros de
Analise Real.
Teorema 1.1 Toda funcio continua em um intervalo fechado é integravel.?

Vale salientar que a reciproca deste teorema é falsa, isto é, nem toda funcao

integravel é continua.

1.3 Relacao entre Integracao e Derivacao

Derivar e integrar sao operagoes inversas. Por exemplo, se f(z) = x?, entao a

integral indefinida de f é a familia de fungoes

3 C8
tdt = [ t2dt =" — —
/ s = [ ae =5~

sendo C uma constante. Derivando obtemos A'(x) = 2? = f(z). Este exemplo muito
simples ilustra um resultado geral, chamado o Primeiro Teorema Fundamental do Cal-
culo. Nesta secdo abordaremos o Teorema Fundamental do Céalculo.P!

Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel. Logo fixado qualquer x € [a, b] existe
[ f(t)dt, assim podemos definir uma func¢do G : [a,b] — R, isto ¢, G(z) = [ f(¢)
Note que G(a) = 0 e se f é positiva e continua, G(z) é o valor da area limitada pelo

eixo x e o grafico de f, entre as retas t = a e t = x, conforme figura a seguir:

y

| a X x+th b t

Figura 1.5: y=f(t)
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Teorema 1.2 (Primeiro Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R uma
fungdo continua e definimos G : [a,b] — R como sendo a fungao: G(z) = [T f(t)dt,

Entao G é uma funcao diferenciavel e vale:

oo~ | [ sem] = o

Prova: Se x e x + h € [a; b] temos:

Glz+h) — G(z) = /m+ F(#)dt — /xf(t)dt,
ou seja: o

G(x+h) —G(z) = / f(t)dt. (1.1)
Fazendo f(t) = f(x) + [f(t) — f(x)] em (1.1), obtemos:

x+h z+h
Gla+h)~Gla) = [ s+ [ (70 - sw)at
nf@+ [ - sl

donde se conclui

G(z + h})l —Gx) _ Flz) + % /: [f(t) = f(x)]dt.  (1.2)

Para completar a demonstragao vamos provar que

i 1
hlg(l)h

z+h
|- s@a=o.
Nesta fase de demonstracao faremos o uso de continuidade de f em x. Representando
o segundo termo do segundo membro de (1.2) por A(h), provaremos que A(h) — 0
quando h — 0. Logo, pela definicao de limite, temos que para todo € > 0 existe um

0 > 0 tal que
|A(h)| < € sempre que 0 < |h| < 0. (1.3)

Em virtude da continuidade de f em z, dado um € > 0 existe um J positivo tal que:

70~ @)l < 56 (14)

sempre que

r—o0<t<zxz+d (1.5)
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Se escolhermos h de maneira que 0 < h < §, entdo cada t do intervalo [z, x + h] satisfaz

(1.5) e por isso (1.4) é vélida para cada t desse intervalo. Logo,

z+h x+h z+h
/ [f(t)—f(x)]dt‘ </ |f(t)—f(x)|dt§/ %edt:%h<he.

Dividindo por h, é visto que (1.3) é valida para 0 < h < ¢. Se h < 0, um raciocinio
analogo prova que (1.3) é valida sempre que 0 < |h| < J, estando assim completa a

demosntracao.!
X

Defini¢ao 1.6 . Dizemos que uma fungao F' é uma Primitiva (ou antiderivada) de f

em um intervavo I , se F'(x) = f(x) para todo x de 1.

Por exemplo, a funcao seno é uma primitiva da funcao cosseno em todo intervalo,
porque a derivada da funcgao seno é o cosseno. Fala-se de uma primitiva, em vez de a
primitiva, porque se F é primitiva de f, entao também F + k o é, qualquer que seja a

constante k.[!

Proposicao 1.7 . Duas primitivas diferem por uma constante.

Prova: Sejam F e G duas primitivas da funcao f e H a funcao definida por:

Entao, para todo x € I, temos:
H'(z) = F'(x) = G'(x) = f = [ =0
H'(z) = 0.
Portanto, H é uma constante, logo temos:
F(z) — G(z) = C para todo z,
donde:

F(x) = G(z) + C para todo .
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X

Teorema 1.3 (Segundo Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R uma

fungao continua. Se F': [a,b] — R é uma primitiva de f , implica que

/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Prova: Por hipotese temos que F' é Primitiva de f , ou seja, F' = f. Definimos

G(a) = / o

do teorema 1.2 temos que G'(x) = f(x), ou seja, G também é uma primitiva de
f. Da proposicao 2, sabemos que duas primitivas diferem por uma constante, logo:

G(z) = F(z) + C. Dai temos que:
G(a) = F(a) + C, mas G(a) =0
Assim,
C=—F(a)

Portanto temos:
G(z) = / f(t)dte G(x) = F(x) — F(a).
Consequentemente:

/ " Ft)dt = F(z) - Fla).

E como o ponto z esta no intervalo [a, b], podemos substituir x por b e obteremos:

b
/ F(t)dt = F(b) — Fl(a).



Capitulo 2

Interpolacao Polinomial

Métodos de interpolagao polinomial sao utilizados para aproximar uma funcao

f(x), principalmente nas seguintes situagoes:
* Conhecemos apenas valores de f(x) em apenas pontos discretos zg, 1, T, ..., Tp
* f(x) é extremamente complicada e de dificil manejo e
* f(x) ndo ¢ conhecida explicitamente.

Polin6mios Interpoladores

Considerando que os Polinémios sao as fung¢oes mais simples, no sentido que a
derivada ou uma primitiva de uma fun¢ao polinomial é uma fungao polinomial, e por-
tanto, sao os mais utilizados. Um polinémio construido com o intuito de aproximar
uma func¢ao é denominado Polindmio Interpolador, estes sao fundamentais em diver-
sos assuntos como, por exemplo, integracao numérica que sera abordada no proximo

capitulo.!
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2.1 Polindmios de Lagrange

Sejam dados n+1 pontos (xo, o), (T1,Y1), s (Tn,Yn), sendo z; # z;, i, j =
1,2,3,...,n, tais que y; = f(x;) e x; € (x0,7,). Deseja-se construir um polinémio
L,(x) de grau nao superior a n e possuindo nos pontos x; o mesmo valor da fungao
f(z), isto &,

L,=y;,1=0,1,2,....n. (2.1)

2.1.1 Férmula de Lagrange

Inicialmente, sejam os polindémios de grau n, P;(z), i = 0,1,2,...n, tais que
Py(zi) =0e Pi(z;) # 0, Vi # j.

Assim,

Pi(z) = (x — x0)...(x — 1) (2 — Zpyq).. (2 — xp),

Py(x) = (x —zo)(x — z1)(x — 22)...(x — xp_1),

ou seja,

n

Pz) =[]z =), j#i, i=0,1,2,..n.  (22)

§=0
Considerando que L, (x) é de grau nao superior a n, ele pode ser escrito como uma
combinagao linear dos polindémios P;(z), isto é,
Ln(z) = coPo(x) + 1 Py () + 2 Py(z) + ... + ¢, P ()

ou

L,(z) = c; Pi(x). (2.3)

i=0
Comparando (2.1) e (2.3) e em vista de (2.2)
Ln(z:) = yi = ciPi(y),
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Em vista de (2.2), tem-se, finalmente, a formula do polindmio interpolador de

Lagrange de grau n

L) =Y w [[2—2,i#j (25)

Para facilitar o entendimento construiremos um polinémio com n = 2, no exemplo

a seguir.

Exemplo 2.1: Encontre o polinomio que interpola os pontos da tabela a seguir:

x|[-110] 2
v|4|1]-1
r—T1 & — X2 r—Tg & — X2 r—Tyg T — X1

+y

Y1 2
To— L1 Xy — T2 1 — Togx1 — T2 T9 — Xy X2 — X1

 (r=0) (z-2) ($+1)(x—2)_(x+1)(m—0)
LQ(m)_4(—1—0)(—1—2)+(0+1)(0—2) 2+1)(2-0)

- (552)-(559)- (23

7 2
PQ(.T})Il—gLIT—l-g.’L'Q

Dali,

2.2 Polinbmios de Newton

Diferencas divididas

Seja f a fungdo que passa pelos pontos (z;,y;), i= 0,1,2,...n. Definimos Diferencas

Divididas



22

a) ordem 0: f[z;] = f(x;),

f(@ig1) — flz)

Tit1 — L4

b) ordem 1: f[x;, x;11] =

flrig1, wigo] — flas, viq1]

Tit2 — Ty

c) ordem 2: flxi, Tiy1, Tito] =

f[l’iﬂ, Lit2y eny $i+n] - f[xi, RS PP xi+n71]

Tign — T4

d) ordem n: flx;, Tty ..., Tign) =

Exemplo 2.2 Verificar a tabela de diferencas divididas de y = 52 — 222 — x + 3 para

alguns pontos x; no intervalo [0;0,9].

i | fx) | fles mieal | flos v, wige] | fla, o @iss] | fli s @i
00,0 3,000 -1,20 0,5 5) 0
110,212,760 -1,05 2,9 5) 0

2 10,3 | 2,655 -0,55 5,0 5)

3104|2600 145 8,0

41073035 545

510,914,125

2.2.1 Fo6rmula de Newton

Sejam os n+1 pontos (x;,y;), i=0,1,2,....n, com z; distintos , tais que y; = P(z;),
sendo P(x) um polindémio de grau n. De acordo com o que foi definido sobre diferenga
dividida, fazendo y; = f(z;) e f(z;) = P(z;) temos,

flz, zo) = P(z)—P(x0)

T—x0
ou

P(z) = P(z) + flz, zo](x — o). (2.7)
No entanto, f[xvx(]’xl] = %W? l0907 f[x,l'()] = f[x()axl] + f[xax(bxl](‘r - Il)

Substituindo a equagao acima em (2.7), tem-se

P(z) = P(xo) + flzo, z1](x — xo) + flz, x0, 1](x — 20) (2 — 27). (2.8)
Como,
flz, o, 21, 22] = f[w’xo’mi:izo’zl’m] , temos

flz, o, x1] = flx, x1, 2] + flz, 0, 21, 2] (T — 22).
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Substituindo a equagdo acima em (2.8), obtém-se
P(z) = P(xo) + flzo, z1](z — o) + flwo, 71, 22)(x — o) (x — 21)+
+flx, o, 21, 22| (x — o) (2 — 1) (2 — 22). (2.9)
Continuando o desenvolvimento de f[x, xq, 21, 22|, chega-se a
P(x) = P(xo) + f[zo, z1](x — x0) + flwo, 21, 22](2 — 20) (2 — 21)+
+flxo, 21, T2, 23| (x — xo) (v — 1) (T — 22) + ..+
+flxo, 1, 9, ..., Tp) (2 — x0) (2 — 21)..(® — (1) +
+flx, 20, T1, ooy T (@ — x0) (1 — 1) (T — Tp,).

Como P(x) é um polinémio de grau n, a diferenca dividida f[z, z¢, x1, ..., ] = 0, V.

Fazendo yg = P(xo) temos o polinémio de Newton de grau n

P.(z) = yo + flxo, z1)(z — x0) + ... + flzo, 21, ..o, 0] (x — T0)...(x — 25—1) |(2.10)

Exemplo 2.2B): Determinar Py(1,2), usando a tabela de diferenca dividida a seguir:

i x| f(x) | fle il | fles, Tigr, Tigo)

01093211 -2,010 0,620
1]1,1]2,809| -1,328
2120|1,614 _

Por (4) com n = 2, tem-se que
Py(x) = yo + flwo, 21](x — o) + flzo, 21, 32] (2 — m0) (2 — 31),
P(1,2) = 3,211 + (—2,010)(1,2 — 0,9) + (0,620)(1,2 — 0,9)(1,2 — 1,1) =

P(1,2) = 2,627.

2.3 Polindmios de Gregory-Newton

Quando os valores das abscissas x; forem igualmente espacados, a féormula de
Newton pode ser simplificada, resultando na férmula de Gregory-Newton. Logo o
Polinémio de Gregory-Newton é um caso particular do polindbmio de Newton para

pontos igualmente espacados. !
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Diferenca finita ascendente

Seja a fungao y = f(x) que passa pelos pontos (x;,y;), i=0,1,2,...n, sendo ;41 — x; =
h, Vi. O operador de diferenca finita ascedente A é definido como sendo:

a) ordem 0: A; = y;,

b) ordem 1: Ay; = A% — A%; = yip1 — ui,

c) ordem 2: A%y; = Ay, — Ay,

d) ordem 3: Ay; = A" Ly, — ALy,

Exemplo 2.3B) Construir a tabela das diferencas finitas para a funcio dada pela tabela

a seguir:
i Yi
3,5 9,82
4,0 | 10,91
4,5 112,05
5,0 | 13,14
5,5 | 16,19

A tabela das diferengas finitas ficard da seguinte forma:

Z; Yi Ay; | A%y | APy, | Aty
3,51 982 1,09 0,06 | -0,1 | 2,11
4,0 1 10,91 | 1,14 | -0,05 | 2,01
4,51 12,05 | 1,09 | 1,96
5,0 | 13,14 | 3,05
2,5 | 16,19

Usando indugao finita, mostra-se que diferencas finitas ascendentes e divididas é dada

pela expressao,

Ay,
f[l‘o)xh ...,fL‘n] - ’I’L'hgi (211)

2.3.1 Foérmula de Gregory-Newton

Seja a formula do polinémio interpolador de Newton (2.10) na forma

P.(x) = yo + flxo, x1](x — xo) + ... + flzo, 21, ..., Tu] (T — 20)...(x — 21)
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e uma variavel auxiliar
z = =% da qual verifica-se que
x =x9+ hz,
r—x1=x— (ro+h)=xr—x9—h=z2zh—h="h(z—-1)
r—x9=1a— (xg+2h) =2 —x9 — 2h = zh — 2h = h(z — 2)

r—tp1=c—(ro+(n—1Dh)=2—20—(n—1)h=h(z—n+1).
Substituindo estes valores na formula de Newton e aplicando a relagao (2.11) entre

operadores, tem-se:*!

Pu(x) = yo+ S80hz + 50 hzh(z — 1) 4 oo 4+ 2780 hzh(z — 1) h(z — n+ 1),

nlh™

Assim temos a férmula do polindémio interpolador de Gregory-Newton de grau n,

Po(z) = yo + Ayoz + 2522(z — 1) + ... + A:!y(’z(z —1.(z=n+1)| (2.12)

Exemplo 2.3: Calcular P»(115), a parti da tabela:

x|y | Ay | A%y

0| 110 | 2,041 | 0,038 | -0,003
1] 120 |2,079 | 0,035
21130 | 2,114 | -

A variavel z = £5%0 = 150 — (0, 5. usando (2.12) com n = 2, tem-se

Py(x) = yo + Ayoz + 2o z(z — 1),
Py(115) = 2,041 + (0,038)(0,5) + =229 (0, 5)(0,5 — 1) =
Py(115) = 2, 060.

2.4 Erro de truncamento da interpolacao polinomial

Para estimar a diferenga | f(z) — P,(x)|, isto é, o erro com que o polindémio inter-
polador P, (x) aproxima f(x) em x € I, com I o menor intervalo que contém x, xy, ..., T,
nao é suficiente conhecer o dominio de f(z) e os nés de interpolacdo xo, ..., r,. Basta

lembrar que a qualquer fungao que assuma os mesmos valores tabelados esta associado
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0 mesmo polindémio interpolador, podendo a diferenga |f(x) — P,(z)| tornar-se arbi-
trariamente diferente em qualquer x € I. Todavia o conhecimento da derivada de
ordem n+1 de f(z) pode levar-nos a uma estimativa do erro. No seguinte teorema é
apresentada uma féormula explicita para o calculo do erro de interpolagao.

Teorema 2.1 Seja P, () o polinémio de grau menor ou igual a n interpolador da
funcao f(x) nos nos de interpolagao distintos xo, ..., x, € [a,b]. Se f(x) tiver derivadas
continuas até a ordem n + 1 em [a,b] entdo, para cada = € [a, b] existe z; € I (com I

o menor intervalo que contém z, o, ..., T,,), tal que

f(z) — Py(z) = |n| (z — x.)m'
, 7 (n+1)!
Jj=0
Prova: O resultado é imediato se * = x;, ¢ = 0,...,n, e nesse caso o0 erro

Obviamente nulo.

Seja entao x # x;, 1 = 0,...,n. Considerando

Defina-se a funcao

onde,

A fungao F(t) esta definida em [ e é tal que
F(x)=0e F(zx;) =0, Vi=0,1,...,n,

isto ¢, F'(t) = 0 tem pelo menos n + 2 zeros em I. Pelo teorema de Rolle, F'(¢)
tem pelo menos n + 1 zeros em I, F”(t) tem pelo menos n zeros em I, F"*Y(¢) tem
pelo menos 1 zero em I. Sendo ¢ esse zero de F"F1(t), derivando (2.13) n + 1 vezes
obtemos

FOD(g) = fD(g) = PIFD(E) — ™D (€) = 0.

Mas Pénﬂ)(f) = 0, pois o polinomio P,(t) é de grau menor ou igual a n. Como o
coeficiente do termo de maior grau do produto #(t) é igual a 1 temos 0™+ (&) = (n+1)!.

Entao
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FDE)  fr ()

T o) T (n+ )
e, atendendo a (2.14), vem
frE) FrD(E)
f(z) = pa(z) = 9($)m = jH(fx - %’)m-

X

sendo f(x) definida no intervalo [a, b] que contém os pontos xg, 1, ..., T, € supondo que
a derivada f"*!(z) existe e ¢ continua no intervalo (a,b), entdao devido a dificuldade
de localizar £, na pratica ele é tomado como o ponto no intervalo [z,, z] C (a,b), onde
" 1(z) apresenta o maior valor em modulo.

Qualquer um dos polindmios citados neste capitulo, poderao ser utilizados na
construcao das técnicas de integragao numérica que serao conceituadas no capitulo a

seguir.



Capitulo 3

Integracao Numérica

3.1 Motivacao

Vimos no céapitulo 1, uma forma de obter o valor exato de uma integral definida,
fab f(z)dz, é encontrar uma féormula F'(x) para uma das primitivas de f(z) e calcu-
lar o namero F(b) — F'(a) utilizando o Teorema Fundamental do Célculo. Antes de
tratar de métodos numeéricos para o célculo de integrais definidas, é relevante atentar
para as razoes da importancia dos mesmos. Sendo assim, a seguir, apresentaremos al-
guns exemplos nos quais a utilizacao de métodos numéricos para o calculo de integrais
definidas, por algum motivo, se faz necessaria.

As aplicagbes mais imediatas das integrais definidas se encontram no célculo de
comprimentos, areas, volumes, massa, centro de massa, distancia percorrida, tempo
decorrido, etc. Por exemplo o problema de calcular o comprimento de uma curva f
de equacdo y = f(x), com x de a até b, se a fungao f for diferenciavel, esse problema
remete a uma integral do tipo f: V1+ f(z)dz que, geralmente é uma integral de
dificil resolucao e em muitos casos para resolve-las se faz necessério o uso de métodos
numeéricos. Seja, por exemplo, calcular o perimetro de uma regiao eliptica, que exige a

avaliacao da expressao,

P=4-b- fog /1 — k2sen?(t)dt.

Ocorre que a integral

1 — k2%sen?(t)dt
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¢ conhecida como integral eliptica do primeiro tipo, e nao admite uma primitiva que
resulte da combinagao finita de fungoes elementares. Em outras palavras, nao ha uma
formula fechada para o perimetro de uma regiao eliptica. Outro exemplo vem da
Teoria das Probabilidades, onde para determinar a probabilidade de que um evento
ocorra dentro de um intervalo [a, b] é necessario calcular a integral
1 b o 4
e
2

Acontece que f(x) = ez ¢ uma funcdo cuja primitiva ndo pode ser expressa como
uma combinacao finita de funcoes elementares.

Mais um exemplo é encontrado no caso em que ha a necessidade de se trabalhar
com dados experimentais. Nesta situagao, nao ha fungoes matematicas que descrevem
um determinado fenémeno fisico, mas apenas tabelas de dados que devem ser integrados
para se analisar o problema. O tratamento é feito, essencialmente, de forma numeérica.

Os exemplos apresentados ilustram a necessidade de conhecermos métodos numéri-
cos para o calculo de integrais definidas. Por razoes histéricas, as formulas de integracao
numérica também sao denominadas “quadratura numérica”’, pois foi com o problema
da quadratura do circulo que Arquimedes fez os primeiros calculos usando a nocao de
integral.

Conforme ilustrado nos exemplos apresentados anteriormente, na resolucao de
uma integral definida varias situagoes podem ocorrer:

(i) a determinagao da primitiva F pode ser dificil;

(ii) a fungao a integrar pode nao admitir uma primitiva F que possa ser escrita
como uma combinacao finita de funcoes elementares;

(iii) a fungdo a ser integrada pode nao ser conhecida na sua forma analitica, mas
apenas, em um conjunto de pontos (x;,y;),Vi =0, 1, ...n.

A chave para a solucao do problema é, essencialmente, aproximar a funcao a ser
integrada f, por outra funcao cuja integral seja facil de calcular, ou seja, um polinémio.
Este objetivo pode ser alcangado subdividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de
mesmo comprimento, h = b_T“, substituindo f pelo polindmio interpolador de Gregory-
Newton de grau n. Poderia se usar qualquer um dos polinémio citados no capitulo
anterior, mas devido a facilidade de manipulacao neste trabalho utilizaremos apenas o

Polinémio de Gregory-Newton. Ou seja,



P.(z) =yo+ zAyo + 2(z — 1)A;y° o4 2GR oy ez = 2550 (3.])

n!

A Figura 3.1, ilustra o comportamento do polinémio interpolador p,.

o]

o)
o)/

Figura 3.1: Polinémio interpolador P,(x) de uma fungao f

Para calcular o erro cometido na integracao (FE;) basta integrar o erro da inter-

polagdo E(x).
De fato, como E(x) = f(x) — P,(z) entao f(x) = P,(z) + E(z), dessa forma:

/f /an )dx + bE(x)dx

Logo, o erro cometido na integragao é dado por:

O erro de truncamento de um polinémio de Gregory-Newton de grau n, é dado por:

E(xg+nz)=h""z(z = 1)(z —2)...(2 — n)% . para z = — (3.2)
n

3.2 Formulas de Newton-Cotes

As formulas de Newton-Cotes podem ser:

(a) Do tipo Fechado: tais formulas sdo aquelas em que todos os pontos estao no intervalo

de integracao [a,b], o = a e z,, = b s80 0s extremos.
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(b) Do tipo Aberto: nestas formulas todos os pontos estdo no intervalo [a,b] de inte-
gragao, porém a fun¢ao integranda y = f(x), ndo é avaliada em ambas extremidades do
intervalo, mas em pontos proximos. Utilizamos quando a fungao integranda apresenta
descontinuidades nos extremos do intervalo de integracao, tém utilidade na analise de
integrais improprias.

Serao analisadas apenas as Formulas de Newton-Cotes do tipo fechado (Regra do
Trapézio e as Regras de Simpson) devido a facilidade de interpretagao e aplicacao
das formulas. Estas permitem calcular, por aproximacao, uma integral definida sub-

stituindo a funcéo a ser integrada pelo polinomio interpolador de Gregory-Newton. !

3.2.1 Regra do Trapézio
Foérmula Simples

A ideia desse procedimento é substituir a fungao f a integrar em [a, b] pelo polindémio

interpolador de Gregory-Newton de grau n = 1, nos pontos, tg = a e x1 = b logo,

Py(x) = yo + *57 Ayo. b b
T= / f(z)dx ~ / Pi(z)dx
Fazendo a mudancga e variavel:
z =52 dz = %dx, isto é, dx = hdz e adequando os limites de integracao em z temos:
Parax =20 = 2=0
Parax:xlﬁz:%:%zl.

Dai,

TS:/abf(x)dx ~ / Py(x)dz
)

1
2z
- / (yo + zAyo)hdz = h(yoz + EA?JO)})
0

1 1
= h(yo + §AZ/0) = hlyo + 5(3/1 — o)
h
= —(yo+ 1)

2

Portanto, ao se substituir f(z) por Pi(z), em [a,b], obtemos aproximagao:

(Yo + y1)- (3.3)
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Figura 3.2: Aproximagao de f pelo polinomio P

Geometricamente, a formula (3.3) indica a area da Figura (3.2) compreendida
entre as retas a = o, b = x1, 0 eixo OX e o polindémio interpolador Pj(x), isto é, a
area de um Trapézio. Como sabemos a area de um trapézio vale a metade do produto
da altura pela soma da base menor (no nosso caso, y;) com a base maior (no nosso
caso, o).

‘1
Exemplo 3.1 Calcular / —dx pela regra do trapézio.
1T
O polindémio de grau 1 passa pelos pontos com abscissas a = xg=1e b=z =4,

assim

Erro da féormula Simples

Fazendo n = 1 na férmula do erro dada por (3.2), temos

b b "
Er = /E(;E)dx:/ hQZ(z—l)fQ—Sde:

= /1 R%z(z — 1)fu(€)hdz = h?’@ /1(22 —2)dz =

o
el 2] Lol 1] L
= hgT[?‘EIO—hngg—ﬁl ="

Logo, o erro cometido ao substituir f por um polindémio interpolador de grau 1 é
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dado pela seguinte formula:

Er = —h3f1—(2€), (3.4)

para algum & € [a, ).
A formula (3.4) tem aplicabilidade prética restrita, uma vez que a determinagao
de £ nao é tarefa trivial. Em virtude disso, na pratica é comum obtermos um limitante

para o erro da integracao, isto é:

g

— [-n L] < B4 (3.5)

71©)|

Observamos que se o intervalo [a, b] é pequeno, a aproximagao é razoavel, mas se

sendo M = max,<z<p

la,b] & grande, o erro também pode ser grande. Na Figura 3.3, a area hachurada é o

erro cometido ao calcularmos a integral de a até b usando (3.3).1

Ay

Figura 3.3: Grafico salientando o erro cometido

Foérmula Composta

A ideia desse procedimento é dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos de mesmo es-
(b—a)

pagamento h = =% e aplicar a cada subintervalo [z;, 7,;1] paratodoi = 0,1,2,3,--- ,n—
1 a Formula Simples da Regra do Trapézio. Dai a féormula composta consiste numa
maneira de obter aproximagoes com menor erro.

Considerando a féormula (3.3) em cada subintervalo [z;,z;41], ¢ = 0,...,n — 1,

obtemos

h h h
§[yo +u] 4+ sl + v+ A S Yt + Ul

T, = / fla)dr ~ ; S
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=

Figura 3.4: Aproximagao de f usando a féomula composta da Regra do Trapézio

A formula composta da Regra dos Trapézios é, portanto:
/f yo +2y1 +2y2 +2y3 + -+ 2yp—1 + Yn (3°6)

Erro da Férmula Composta

O erro Er. da formula composta da Regra do Trapézios é a soma dos erros E; cometidos

em cada um dos subintervalos [z;, z;41], isto é:

Ere=E +FEy+---E,,

1"

onde E; = —p3L &)

12

V¢ € [z, wiq], comi=1,--- n.

Um limitante do erro pode ser determinado considerando que:

|Ere| < |Ei|+|Bo| + - |Eal,

sendo |E;| < |25 P = MAZaelpz | (2)]-
Seja M = maaza<x<b|f”(x)| . Logo |EZ} < } D |h3M‘ e ‘ETC| = nhdM
Como h = , temos:
(b—a)*M

‘ETC| =n 1913

Finalmente, tem-se a formula para o erro maximo cometido pela aplicacao da féormula
composta da Regra dos Trapézios:

(b—a)*M

‘ETcl S 12”2 )

(3.7)
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f (@)

Exemplo 3.2 Determine um limitante superior para o erro cometido na estimativa

sendo M = maz,<z<p

s 2 J
fo x senx dx ao usar a formula composta da regra do trapézio com n = 10 passos.
Solugao:

Com a =0,b=men =10, a estimativa de erro Er, é dada por

M(b—a)3 _ 7r3
|ET| < 12n2 1200M'

O ntmero M pode ser qualquer limitante superior para a magnitude da segunda

derivada de f(x) = z senx ao longo de [0, ]. Calculando f”(z) obtemos
f"(z) = 2cosx — xsenx

Portanto,

f (z)| = [2cosz — zsenx|
< 2|cosz| + |z||senx|
<2-147m-1=2+4+n7
Podemos com seguranga considerar M = 2 + 7. Portanto,

3 (247
|Ep| < oM = "240 <133

O erro absoluto nao é maior que 0,133. Para melhorar a aproximagao podemos
aumentar o nimero de passos do método, ou seja, aumentar n.

Exemplo 3.3 Calcular, usando a Regra do Trapézio,

1,2
/ e®cos rdzx.
0

) T X2 X3 Xy X5 Ze

Solugao: Temos que,

e’ 1 11.221 | 1.492 | 1.822 | 2.226 | 2.718 | 3.320

cost | 1 0980 | 0.921 | 0.825 | 0.697 | 0.540 | 0.362

e“cosr | 1 | 1.197 | 1.374 | 1.503 | 1.552 | 1.468 | 1.202
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Aplicando, (3.6)

1,2
’ h
T, = / e‘cosxdr =~ 5 | Yo + 2y1 + 2y2 + 2y3 + 2y4 + 2y5 + y6]
0

0.2
= 5 [14+2(1.197 + 1.374 + 1.503 + 1.552 + 1.468) + 1.202

= 0.1[1 + 2(7.094) + 1.202]

= 0.1[1 4 14.188 + 1.202] = 0.1]16.39] = 1.639.

3.2.2 Primeira Regra de Simpson
Foérmula Simples

Para obtengao desta Regra basta substituir a fungao f a integrar em [a, b] pelo polinémio
interpolador de Gregory-Newton de grau n = 2, ou seja, aproximar a funcao por

um polindbmio quadratico (parabola). Portanto, precisamos de trés pontos, zy = a,

T, = aTer e ro = b para construir a férmula simples da Primeira Regra de Simpson

onde o polindbmio se comporta da seguinte maneira:

r — X9

h

(v = a0)(z = 21) A%y

Py(x) = yo + % 51

Ayo +
Logo,

b

slz/abf(x)dm/g(x)dx.

a

Fazendo a mudanga e variavel:
2= dz = %dm, isto é, dxr = hdz e adequando os limites de integragao em z temos:
Pararxr =20 = 2=0

Para:c:x2:>z:—“;”°:%:2.



’ 2 A2y,
S = / flz)dz =~ / Py(x)dx = / (yo + zAy + (22 — 2) '
a 0
2 22 A%y
372 e

8
2y + 20840 + (5 — 2)A2yo} =

Yhdz =

= [yoz + Ayo + (

1
(Y2 — 2y + ?Jo)] =

[2y0+2y1 )+3

Dai, ao se substituir f por P»(x) obtemos para integral a seguinte expressao:

Sy = / f(x yo + 4y + yz} (3.8)

A interpretagdo geométrica desta regra é apresentada na Figura 3.5.

Y

Figura 3.5: Aproximagao de f pelo polinomio P

Erro da Férmula Simples

Fazendo n = 2 na férmula do erro dado por (3.2), temos:

b 2 ®3)
E; = / E(z)dz = /0 RPz(z —1)(z — 2)f 3l(§)dz =

2 )
— /OhS(z3—322+2z)fz(5>hd _h4f6 [4 — +z}

2

0

37
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Portanto, o valor do erro de truncamento para Primeira Regra de Simpson em
sua formula simples ndo depende de E(x) quando n = 2.

Assim, tomando n = 3,

1) 5 4 3 2

Y (5)[2__31 112" 2]_
T R Tl

F0() 4 h?
— B - __f®

Logo, a féormula simples do erro seré:
ho F4)
Eis = _J;—O(ﬁ)’ (3.9)

para algum & € [a, ).

Formula Composta

Para obter a férmula composta da Primeira Regra de Simpson, deve-se dividir o in-

a

tervalo [a,b] em n subintervalos de espagamento h = b%, n par, e aplicar a cada par

de subintervalos [z;_1, x;], [x;, ;41] para todo i = 1,2,--- 'n — 1, a formula simples da

Primeira Regra de Simpson. A figura a seguir ilustra o procedimento.*

A

Xop X1 X2 X3 Xz Xs Xg

Figura 3.6: Regra de Simpson - Férmula composta

h
o [yn—2 + 4yn—1 + yni| .

h
Se —/ fx yo+4y1+yz}+— 3

3[y2+4y3+y4}+--~+
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sendo n um nimero par de subintervalos.

Erro da féormula composta

n

O erro da formula é a soma dos erros cometidos em cada um dos § pares de subinter-

valos, um para cada conjunto de 3 pontos, isto é:

ElS:El—i_EQ—i_"'E%’

o £(4) .
sendo E; = —fg—o(g) para & € [Ty(—1), 2] 1 =0,..., 5.

Determinando um limitante para o erro, seja M; = maxagxgb‘ f (4) ($)‘ Entao

g

h® My n
S 90 = ‘EIS‘ S 9

E;

h5
= | Bis| < 3 - 50,

b—a\o ~ (b—a)®
< % ’ (Ta) M= 180n% M.

Como h = =2 entdo ’Els
n

O limitante para o erro da féormula composta da Primeira Regra de Simpson é,

< MMl, (3.11)

Ese
‘ el = T 1g0nt

sendo M} = maz,<z<p

)|

Uma vez que a Primeira Regra de Simpson foi obtida pela aproximacao da funcao
integranda por um polindmio de segundo grau, seria de esperar que tivesse grau de
exatidao dois. No entanto, a expressao obtida para o erro mostra que esta regra tem
grau de exatidao trés, ou seja, é exata sempre que a fungao a integrar é um polinémio

de grau menor ou igual a trés.?!

Exemplo 3.4 Usando a Primeira Regra de Simpson, calcular a integral

1,2
/ e“cos x dr a partir da tabela dada no exemplo 3.3.
0
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Solugdo: Temos, usando (2.10), que:

1,2

’ h

/ e“cosxdr =~ §[yo +4y1 + 2yo + 4ys + 2ys + 4ys + yG]
0

0.2
= 5 [1+4(1.197 + 1503 + 1.468) + +2(1.374 + 1.552) + 1.202)

2
= 0?[1 + 4(4.168) + 2(2.926) + 1.202]

0.2
= ?[1 +16.672 + 5.852 + 1.202]

2
= 0?[24.726] = 1.6484.

3.2.3 Segunda Regra de Simpson
Férmula Simples

A ideia desse procedimento é substituir a funcao f a integrar, pelo polinomio interpo-

lador de Gregory-Newton de grau n = 3, isto é, por

T — 2o

(x — o) (x — 1) A%y (7 — z0)(x — 21) (T — 19) A3y
- .

Ayo+ +

Py(z) = yo+ 2 BT e 3l

Sy = / b fla)dz ~ / b Py(x)dz.

De forma analoga a Primeira Regra de Simpson, fazendo a = z¢, b = 23 e
r — Tg

h

z = , 0 <z <3, temos

Sy = /abf(x)dxz/x:SPg(x)dx:
5

A2 A3
_ / (o + =g + (2 = )L + 2 = 1)( = 2) =)
0 . .
[ ZszO LA A2?/0 24 3 2 A3y0 ’
= h_ygz—i— 5 +(§—5) 5 _'_(Z_ —+z )T}O
. [ gAyo 27 9 AQy() 81 Agyo
= h_SyO 5 +(3—2) ) +(4—27+9) G
[ 9 9 3
= h|3yo+ §(y1 — ) + ;l(yz — 2y +yo) + g(ys —3y2 + 3y1 — %)
3 9 9 3 3h
= h gyo+§y1+§y2+§y3 =3 Yo + 3y1 + 3y2 + y3 |-

Sendo assim, a férmula simples da Segunda Regra de Simpson,

b
3h
Sy = / f(x)dx = 5 [?Jo + 3y1 + 3y2 + ys} (3.12)



Figura 3.7: Representacao grafica da Segunda Regra de Simpson

Erro da Féormula de Simples

3 (4)
Esy = / Ba(z— 1)(2 — 2)(= — 3). 4f5)hdz _
0 !
(4) 5 4 11 3 3 5 (4)
LY Al (Ol N SO ot R 0 Al (9]
24 5 2 3 0 80
Logo, a féormula simples do erro seré:
3h5 4
Egy = _5—0@7 (2.13)

para algum & € [a, b].

Férmula Composta

41

Para obter a féormula composta da Segunda Regra de Simpson, devemos dividir o

intervalo [a, b] em n subintervalos de espagamento h = b’T“, com n multiplo de 3, a cada

conjunto de 4 pontos, isto é, a cada trés subintervalos [x; 1, z;], [zi, Tit1], [Tiv1, Tivo]

Vi=1,2,---,n —2, aplicar a formula simples.l’ Desta forma, obtemos:

b
3h
Soe = / flx)dx = 3 {yo +3y1 +3y2 +yz |+
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3h 3h
+§ Y3 + 3ys + 3ys + Ys ‘|‘"'+§ Yn—3 + 3Yn—2 + 3Yn—1 + Yn

Assim,

b
3h
Sae =/ f(z)dr = g{yo+3y1+3y2+2y3+---+2yn_3+3yn_z+3yn_1 +yn] (3.14)

com n multiplo de 3, é a féormula composta da Segunda Regra de Simpson.

Erro da Férmula Composta

De forma similar ao aplicado na derterminacao do erro da formula composta da Primeira

Regra de Simpson, obtemos:

—a)®
|Egy| < &M (3.15)

sendo My = maxa<z<p ’f(4) ($)|

Este resultado mostra que a Segunda Regra de Simpson tem grau de exatidao

igual a trés.!

1.2
Exemplo 3.5 Usando a Segunda Regra de Simpson, calcular a integral / e“cosxdr

0
a partir da tabela dada no exemplo 3.3.

Solucao: Usando 3.14, temos que:

1.2

3h

/ e"cosxdr =~ g[yo +3(y1 +y2) +2ys +3(ya +y5) + yﬁ]
0

0.6
= (L4 3(1197 + 1.374) + 2(1.503) +3(1.552 + 1.468) + 1.202]

0.6
= ¢ [143(2:571) +3.006 + 3(3.020) + 1.202

0.6
= 5 [1+7.713 +3.006 +9.060 + 1.202]

= %[21.981] = 1.648575



Capitulo 4

Aplicacoes das Regras de
Newton-Cotes tipo Fechada

Neste Capitulo apresentaremos alguns exemplos do uso de Foérmulas de Inte-

gragao Numérica na resolucao de problemas envolvendo Fisica, Geometria e Teoria das

Probabilidades.

4.1 Aplicacao 1

Forga efetiva no mastro de um Veleiro de corridal”

Fundamentos. Uma se¢ao transversal de um veleiro de corrida é mostrado na figura
4.1a. A forga do vento (f) exercida pelo pé do mastro da vela varia como uma fungao
da distancia acima do convés do barco (z), como na Figura 4.1b. Calcular a forga
de tencao 71" no cabo de suporte esquerdo do mastro supondo que o cabo de suporte
direito estd completamente frouxo e que o mastro esta ligado ao convés de modo que
transmite forgas horizontais e verticais mas nao transmite torques. Suponha que o
mastro permaneca vertical.

Solugao: Para prosseguir com esse problema, é necesséario que a forga distribuida f
seja convertida em uma forca total equivalente F' e que sua posicao efetiva d acima
do convés seja calculada (Figura 4.2). Esse calculo ¢ complicado pelo fato de que a
forca exercida pelo pé do mastro varia com a distancia acima do mastro. A forca total

exercida no mastro pode ser expressa como a integral de uma funcéo continua:(”’
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z

flz) = [ 200(5 )e—%dz (4.1)

+z
Essa integral nao-linear ¢ dificil de calcular analiticamente. Portanto, é conveniente
empregar abordagens numeéricas como a Regra de Simpson e a Regra do Trapézio para
esse problema. Pode-se fazé-lo calculando f(z) para diversos valores de z e entao usar
a equacao (3.6) ou (3.10). Por exemplo, a tabela 4.1 tem valores de f(z) para um
tamanho de passo de 3 pés fornecendo dados para a Primeira Regra de Simpson ou
para Regra do Trapézio. Resultados para diversos tamanhos de passo sao dados na
Tabela 4.2. Observa-se que ambos os métodos dao um valor de F' = 1.480, 6/b quando o
tamanho do passo se torna pequeno. Nesse caso, tamanhos de passo de 0,05 pé para Re-

gra do Trapézio e 0,5 pé para a Primeira Regra de Simpsom fornecem bons resultados.

@ + :=30pés

Cabos de \

suparte ‘*

Mastro

| — |

|

3 pés

(a}

Figura 4.1: (a) Secao transversal de um veleiro de corrida. (b) for¢a do vento f exercida

por pé do mastro como uma fun¢ao da distancia z acima do convés do barco



Tabela 4.1 Valores de f(z) para um tamanho de passo de 3 pés.

z, pés | f(z), Ib/pés

0 0

3 61,40
6 73,13
9 70,56
12 63,43
15 95,18
18 47.14
21 39,83
24 33,42
27 27,89
30 23,20

Tabela 4.2 Valores de F calculados com base em diversas versoes da Regra do

Trapézio e da Primeira Regra de Simpson.

Técnica tamanho do passo, pés | Segmentos | F, Ib
Regra do Trapézio 15 2 1.001,7
1 3 1.222,3
6 5 1.372,3
3 10 1.450,8
1 30 1.477.1
0,5 60 1.479,7
0,25 120 1.480,3
0,1 300 1.480,5
0,05 600 1.480,6
Primeiria Regra de Simpson 15 2 1.219,6
5 6 1.462,9
3 10 1.476,9
1 30 1.480,5
0,5 60 1.480,6

45
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A posigao de agao efetiva de F (Figura 4.2) pode ser obtida pelo calculo da

integrall”
_ f030 z2f(z)dz
d="g—"—. (4.2)
0 f(2)dz
ou

J702002[2/(5 + 2)]e~2/%0d2

d= 1.480, 6

(4.3)

Essa integral pode ser calculada usando métodos similares aos usados acima. Por

exemplo, a Primeira Regra de Simpson com um tamanho de passo de 0,5 fornece

_19.326,9
d = 1.480,6

= 13,05 pés. Com F e d determinados a partir de métodos numeéricos, é
usado um diagrama de corpo livre para desenvolver as equacoes de balango de forca e

balanco de torque. Esse diagrama de corpo livre é mostrado na Figura 4.2.

8 =tg™ (3/30)
= 0,0996687 | |
™

F=14B0,61b

Figura 4.2: Diagrama de corpo livre das forgas exercidas no mastro de um veleiro

Somando as forgas na dire¢ao horizontal e na vertical e tomando os torques em relagao

ao ponto 0, obtemos

> Fy=0=F—Tsent — H (4.4)
Y Fy=0=V —Tcos (4.5)
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> My=0=3V - Fd (4.6)
em que T é a tensao no cabo e H e V sao as reagoes desconhecidas no mastro transmi-
tidas pelo convés. O sentido e o modulo de H e V sdo desconhecidos. A equagao (4.6)

pode ser resolvida diretamente para determinar V, pois F e d sao conhecidos.

V= Fd 00600305 _ 6 440 g7

Portanto, da Equagao (4.5),

T =Y — 58406 __¢g4731)

cosf 0,995

e da Equacéo (4.4),
H =F — Tsenf = 1.480,6 — (6.473)(0,0095) = 836, 541b

O conhecimento dessas forgas permitem prosseguir para outros aspectos do projeto
estrutural do barco, como os cabos e o sistema de suporte do mastro no convés.

Esse problema ilustra bem duas utilidades da integracao numérica que podem
ser encontradas durante o projeto de estruturas em engenharia. E visto que a Regra
do Trapézio e a Regra de Simpson sao faceis de aplicar e que sao ferramentas praticas
para a resolucao de problemas. A Primeira Regra de Simpson é mais acurada do que
a Regra do Trapézio para o mesmo tamanho de passo, e assim, em geral, é a mais

indicada.

4.2 Aplicacao 2

O Perimetro da regiao delimitada por uma elipse

AN
-

Figura 4.3: Regiao Eliptica

O perimetro de uma regiao eliptica depende de a e b, que sao os comprimentos
dos semi-eixos da elipse que a contorna. Como a e b sao positivos e assumindo que

a < b, e ainda que o semi-eixo maior da elipse esta na vertical, uma parametrizacao da
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equagao da elipse ¢ dada por y(t) = (acost, bsent), 0 <t < 2w, v/(t) = (—asent, bcost),
de forma que o perimetro P da regiao é dada pelo comprimento da elipse por y(t), com

0 <t < 2w, ou seja,

27
P = / Va2sen2t + b2cos?tdt.
0

Por razoes de simetria, podemos integrar somente de 0 a 7 e multiplicar por quatro.
Além disso podemos substituir cos?t por 1—sen?t, e colocar b em evidéncia na integral,

obtendo:

2
P=4b- V1 — k%sen?tdt,
0
2

a
onde k2 =1 — 72 ¢ um numero positivo e menor do que 1 (ele vale 1 quando a elipse
¢ um circulo, e 0 quando a elipse degenera num segmento de reta vertical). O nimero
k é chamado de excentricidade da elipse.

A integral
/ V1 — k?sen?tdt

¢ conhecida como integral eliptica do primeiro tipo, e nao admite uma expressao via
combinagao finita de fungoes elementares. Em outras palavras, nao ha uma férmula
fechada para o perimetro de uma regiao eliptica.

Para ilustrar a aplicagao, sera mostrado a situagao problema a seguir.

Um engenheiro é contratado para construir um canteiro numa praca na Cidade
de Campina Grande no formato de uma "Elipse"de eixos iguais a 40m e 50m. Para
delimité-lo o engenheiro construird uma cerca com estacas e 3 voltas de arame. Quantos
metros de arame necessario para este projeto?

Solucao: Sabe-se que o calculo do Perimetro de uma regiao eliptica é feito através da

integral a seguir: )
3
P=4. b/ V1 — kZ%sen?(t) dt
0
Vimos que o Perimetro estad em fungao de b, que é o eixo maior, e k sua excentricidade

definido como, k? =1 — Z—j

g
P=4-25. / V1 —0,36sen2(t)dt
0

O célculo do valor aproximado do Perimetro P e da quantidade Q de arame

sera realizado através de métodos numericos, mais precisamente, utilizando a Regra
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do Trapézio, Primeira e Segunda Regra de Simpson. Em um dos 3 casos, substituindo

b=25ek=0,36 (a=20ek>=1— %) obtemos,

A integral a ser aproximada sera

/2 V1= 0,36sen2(1)dt

0

1° Caso: Regra do Trapézio:

T:g(y0+y1) eh=2-0=1,57

i|0] 1
t; | 0| 1,57
yi | 1] 08

T:LTW(HO,s) =T =1,413

Logo,
P=4-25-1,413 = 141,3
Q = 423,9m

Calculando o Erro de truncamento na férmula temos que,

sendo M = max,<z<p

F(©)]-

Sabendo que M = 0,45, o erro cometido na férmula simples do Trapézio sera:

T _0)30,45
(ET‘§(2 )70,
12
‘ET‘§0,145

Subdividindo o intervalo em 6 partes, ou seja, n = 6, e sabendo que h =

temos:

—a

n

Y
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0

Tc:%yo+2y1+2y2+2y3+2y4+2y5+y6 e h=+-—=0,2018

t; 1 00,2618 | 0,5236 | 0,7854 | 1,0472 | 1,3090 | 1,5708

yi | 1109878 | 0,9539 | 0,9055 | 0,8543 | 0,8149 | 0,8

_0,2618
c 2
= 0,1309(10, 8328)

1 + 2(0,9878) + 2(0,9539) + 2(0, 9055) + 2(0, 8543) + 2(0, 8149) 4 0,8

= 1,418

Quando o intervalo é subdividido em 6 partes a um outro valor para o perimetro:
P=4-25-1,418 = 141,8
Q =3-141,8 = 425,4m

O erro de truncamento cometido é dado pela férmula:

(b—a)*M

E

‘ TC| = 1212
sendo M = maz,<z<p| [ (2)]
Com M = 0,45 o erro sera:

Er| < (2 —0)%0,45
el ="12(6)2
| Ere| < 0,004

2°Caso: Primeira Regra de simpson:

0

Sz%[yo+4y1+y2] eh=2-=0,78

t; | 0] 0,785 | 1,570
yi | 1109056 | 0,8




o1

7
S = 9L§§§ 1+ 4(0,9056) + 0,8

= 0,2616(5,4224)
= 1,4185
Logo,
P =4.25-1,4185 = 141, 85,

Q = 425, 55.

O erro de truncamento cometido é dado pela férmula:

O],

Com M; = 178,82, o erro cometido na férmula simples da Primeira Regra de Simpson:

sendo M} = maz,<z<p

‘12 ‘ <:(0,785)5178,82
18] = 90

‘Em

<0,59

Agora subdividindo o intervalo em 6 partes, ou seja, n =6, e h = ”’Ta, dai temos:

0
6

Sie = 3 |Yo +4y1 + 2y + 4ys + 2ys + 4ys + yﬁ} h = =0,2618

wls

t; | 00,2618 | 0,5236 | 0,7854 | 1,0472 | 1,3090 | 1,5708
yi | 1109878 | 0,9539 | 0,9055 | 0,8543 | 0,8149 | 0,8

0,2618
Sie = 5 [1+4(0,9878) +2(0,9539) + 4(0,9055) + 2(0, 8543) + 4(0,8149) + 0,8

= 0,0872(16,2492)

= 1,4169



Com a subdivisao do intervalo temos,
P=4-25-1,4169 = 141, 69,
Q) = 425,07.

O erro de truncamento cometido é dado pela férmula:

Eise
15el = "180n4

1

sendo M) = maz,<z<p

F0@)|.

Com M; = 178,82, o erro da féormula composta:

T _0)°
< G )4 178,82,

g < 2L
‘ el = 7180(6)

Eis.| <0,0073.

3°Caso: Segunda Regra de Simpson:

Sy = %{?/o+3y1+3y2+y31 e h=tot = 50 = 0,5236
v |0 1 2 3
ti | 00,5236 | 1,0472 | 1,5708
yi | 1109539 | 0,8544 | 0,8
3-0,5236
Sy = T |1+3(0,9539) +3(0,8544) + 0.8

= 0,1963(7,2349)
= 1,4182
Entao,

P =4-25-1,4182 = 141, 82m,
Q) = 425,46m.

52
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O erro de truncamento cometido é dado pela férmula:

sendo My = maxa<z<p ‘f(4) ($)|

Com M, = 178,82 o erro cometido na formula simples da Segunda Regra de Simpson:

3(0, 5236)5178, 82
80 ’

|Ega| <

|Ess| < 0,263

Subdividindo o intervalo em 6 partes, ou seja, n =6 e h = b_Ta. temos:

Sy =3 yo + 3y1 + 3y2 + 2y3 + 3ya + 3ys + ys| ¢ h = %g020’2618

t; | 00,2618 | 0,5236 | 0,7854 | 1,0472 | 1,3090 | 1,5708
yi | 1109878 | 0,9539 | 0,9055 | 0,8543 | 0,8149 | 0,8

3.0,2618
Spc = g |1+ 3(0,9878) +3(0,9539) +2(0,9055) + 3(0, 8543) + 3(0,8149) + 0,8
— 0,0981(14, 4437)

= 1,4169

P =4-25-1,4169 = 141, 69,
Q = 425,07.

O erro de truncamento cometido é dado pela férmula:

(b — Cl)sMQ
FEg| < ————=
|Eisel < 55,7
sendo My = max,<,<p ‘f(‘l) (x)|
Com My = 178, 82 temos que o erro cometido na féormula composta da Segunda Regra

de Simpson:



|Esa| <

(T —0)°178, 82

80(6)4

|Egs| < 0,01643.

o4

A seguir mostraremos uma tabela com os resultados para facilitar a comparacao

entre as Regras de Newton-Cotes usadas nesta aplicacao.

Tabela 4.3. Comparacao dos resultados

Técnica formula | Perimetro | Quant. Arame | Erros

Regra do Trapézio Simples 141,3 4239 0,145
Composta 141,8 4254 0,004

Primeira Regra de Simpson | Simples 141,85 425,55 0,59
Composta 141,69 425,07 0,007

Segunda Regra de Simpson | Simples 141,82 425,46 0,263
Composta 141,69 425,07 0,016

Obsevando a tabela, em especial os erros cometidos em cada féormula, percebe-se

que para esta aplicagao o melhor resultado seréd dado pela Regra do Trapézio na sua

formula composta, devido o erro ter sido o menor dentre todos. Concluindo que seria

necessario 425,4m de arame para esse projeto.

4.3 Aplicacao 3

Probabilidade de que um evento ocorra dentro de um intervalo!®

O PROCON de uma cidade tem recebido reclamagoes com relacao ao peso dos pacotes

de aguicar de 5kg. Com a finalidade de verificar a validade das reclamacoes, foi coletada

uma amostra de 100 pacotes. Com isto, chegou-se a conclusao de que para determinar a

probabilidade dos pacotes de acticar pesar menos que dkg deve ser avaliada a expressao a
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seguir. Essa expressao mostra a distribuicao de probabilidade mais comum da natureza,

e
B:0,5+—/ e 2dx.
V2T Jo

Para determinar a probabilidade de que um evento ocorra dentro de um intervalo [a, b]

é necessario antes, obtermos o valor da integral,
2

18
_z
I:/ e 2dx
0
x

Como a integral nao tem solugao analitica, visto que f(z) = e~z é uma fungao cuja

primitiva nao pode ser expressa como uma combinacao finita de fungoes elementares,

usaremos algumas técnicas de integracao numeérica, para estimar o valor dessa integral.
Sendo assim, podemos estimar a probabilidade e o erro de truncamento méaximo

cometido utilizando a Regra do Trapézio e as Regras de Simpson. Dividindo o intervalo

de integracao em 6 partes e considerar o arredondamento para 4 casas decimais.
Solucao:

Com o intervalo de integracao dividido em 6 partes, entao
1,8—-0
b —
6

—0,3.

¢ |0 1 2 3 4 5 6

z; |0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8
yi | 10,9560 | 0,8353 | 0,6670 | 0,4868 | 0,3247 | 0,1979

Aplicando a Regra do Trapézio:
h
T. = [yo + 2y1 + 2y + 2y3 + 2y + 2ys + Yol

2
T, = 0, 15[142(0, 9560) +2(0, 8353) +2(0, 6670) +2(0, 4868) +2(0, 3247) +0, 1979]
T, = 1,1606

Obtido o valor da integral, pode-se calcular .

1
=0,5+ —1, 1606,
B V2T

B =0,9630.
O erro de truncamento méaximo cometido é dado pela férmula:

(b—a)*M

[Brel < 12n2

para M = maz,<,<p|f (z)].
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fla)=e 2 (22-1).
[ ()| < M =0,4433.

Logo,

Sendo assim, vem que:

(1,8 — 0)30, 4433
1262
Ere < 0,0059.

}ETc’ S

Aplicando a Primeira Regra de Simpson:

h
Se = =[yo + 4y1 + 2y2 + 4yz + 2ys + 4ys5 + Ye)

3
S, = 0, 15[144(0,9560) +2(0, 8353) +4(0, 6670) +2(0, 4868) +4(0, 3247) +0, 1979]
S, =1,1633

Logo, o valor de 3 é,

1
=0,5+—1,1633
p V2T

B =0,9640
O erro de truncamento maximo cometido no calculo da integral é dado por

NGO}

E
‘ M= 1800t

My

Verifica-se que:
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Sendo assim,
5
(1.8-0)

E =~ @ 7
’ 19 180(6)*
Eig < 0,000243.

<

(3),

Aplicando a Segunda Regra de Simpson:
3h
Sae = — Yo + 3y1 + 3y2 + 3ys + ya + Y5 + el

8
S, =0, 1125[143(0, 9560)+3(0, 8353)+2(0, 6670)+3(0, 4868)+3(0, 3247)+0, 1979]
S, =1,1633

Logo, o valor de f é,

1
=0,5+ —1,1633,
B V2T

B = 0,9640.
O erro de truncamento maximo cometido na Segunda Regra de Simpson é dado por:
b—a)’M.
|Fgo| < % para M =3

Verifica-se que:

1,8—0)°(3
|Bgal < 05000,

Egy <0,0005467.

Tabela de comparacao dos resultados.

Tecnica Valor fol’g e‘éd:c Valor de F Erro

Regra do Trapezio 1,1606 0.9630 0,0059
Primeira Regra de Simpson 1,1633 0,9640 0,000243
Segunda Regra de Simpson 1,1633 0,9640 0,0005467

Depois de analisar todas as possibilidades de se calcular o valor de 3, comparando
os erros cometidos em cada regra, percebe-se que a Primeira Regra de Simpson é
a melhor a ser utilizada, uma vez que fornece o menor erro dentre as trés. Com
isso o PROCON conclufu que 96,4% dos pacotes de aglcar estao abaixo de kg se

concretizando as reclamacoes.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Tendo em vista a aplicabilidade dos métodos numéricos nos diversos problemas
da vida real, este trabalho de forma simples, conseguiu apresentar alguns modelos
conhecidos, obtendo resultados coerentes com aproximacoes ideais, sendo o modelo
numérico muitas vezes a Unica maneira de descrever sistemas reais em diversas areas
como na engenharia civil, na construgao de um veleiro de corrida, na matemética no
calculo do perimetro de uma regiao eliptica e na teoria das probabilidades no calculo
da probabilidade de que um evento ocorra dentro de um intervalo.

Fica claro a importancia do conhecimento de técnicas de integracao numérica,
assim como outras técnicas numérica, e o cuidado com o erro na sua utilizacao. Vale
salientar que os resultados obtidos sao aproximagoes, que dentro de uma tolerancia
dada, podem ser bastante coerentes e aceitos para a tomada das decisoes.

Analisando as féormulas simples e compostas e as expressoes dos erros da Regra
do Trapézio, Primeira e Segunda Regras de Simpson, percebemos que quanto mais
subdividir o intervalo, ou seja, aumentar o valor de n, melhor sera o resultado e menor
o erro, isso é perceptivel nas aplicagoes citadas neste trabalho. As fungoes consideradas
nao elementares ou de dificil determinacao da primitiva, se tornam faceis de se calcular
por aproximacao utilizando as Regras estudadas.

As Regras do Trapézio e Simpson podem ter seus algoritmos implementados em
muitos ambientes de calculo numérico, alguns deles sao: Matlab, Maple, Octave e

Maxima, sendo os dois ultimos software livres.
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Fazendo comparagoes entre as expressoes dos erros, foi visto que as férmulas de
Simpson sdo da ordem de h*, em simbolo, O(h?), enquanto que a Regra dos Trapézios
¢ da O(h?). Assim, as regras de Simpsom possuem a mesma ordem de convergéncia,
portanto ambas convergem para o resultado exato com a mesma velocidade, e mais
rapidamente do que a Regra dos Trapézios, quando h — 0.

Para obter o resultado de uma integral com uma determinada precisao, pode-
mos impor que o erro, em moédulo, seja menor que 0,5 - 107%, onde k ¢ o nimero de
casas decimais corretas que se deseja e, assim, determinar em quantas partes devera
ser dividido o intervalo de integracao. Outra alternativa é ir aumentando o nimero
de pontos e comparando dois resultados consecutivos até que seja obtida a precisao
desejada. Este segundo procedimento é o mais comumente utilizado.

Portanto, uma regra de integracao diz-se de grau de exatidao n se integrar, ex-
atamente, todos os polindbmios de grau menor ou igual a n e existir pelo menos um
polindmio de grau n + 1 que nao é integrado exatamente por esta regra. Teoricamente,
existe um numero infinito de regras de integracao, considerando o polinémio interpo-
lador de grau n, uma vez que é possivel atribuir a n qualquer valor inteiro positivo
maior ou igual a um, mas normalmente, sao mais frequentes apenas os casos em que
n é igual a um, dois e trés, visto que se f(z) nao for um polinémio, o aumento do
grau do polindmio interpolador pode causar oscilagdes (ntimero elevado de raizes reais
e distintas), no método em torno de f(z), gerando um erro cada vez maior, por isso
é recomendavel usar féormulas compostas de grau baixo para diminuir o passo e assim

atingir maior precisao.
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