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“A modelagem matemaética consiste na arte
de transformar problemas da realidade
em problemas mateméticos e resolvé-los
interpretando suas solugoes na linguagem do
mundo real.”

Rodney Carlos Bassanezi



RESUMO

A busca por métodos que viabilizem melhores conclusoes sobre os casos referentes & uma
dada enfermidade torna-se trivial para sociedade. A analise acerca do comportamento
dos envolvidos permite nao s6 obtermos resultados sobre o atual cenario, mas também
planejarmos estratégias que corroborem para o controle ou erradicagao. Nesta perspec-
tiva, realizamos um estudo introdutério do modelo McKendrick-Von Foerste e do Modelo
SIR estruturado por faixa etaria, com foco no uso do método das caracteristicas e método
computacional para obtencao das solugoes, assim como o comportamento das solugoes
de equilibrio. Ademais, estudamos um problema de controle 6timo associado ao modelo
McKendrick quanto incluimos uma funcao de influxo. Para tanto, propusemos uma abor-
dagem didatica acerca do décimo segundo capitulo do livro “An Introduction to Mathe-
matical Epidemiology” de Maia Martcheva e do quarto capitulo do livro “An Introduction
to Optimal Control Problems in Life Sciences and Economics” de Sebastian Anita, Viorel

Arnautu e Vincenzo Capasso.

Palavras-chave: Modelo epidemiolégico. Modelo estruturado por faixa etéria. Controle

Otimo.



ABSTRACT

The search for methods that enable better conclusions about cases referring to a given
disease to become trivial for society. The analysis of the behavior of those involved allows
us not only to obtain results on the current scenario, but it also to plan strategies that
corroborate for control or eradication. In this perspective, we carried out an introductory
study of the McKendrick-Von Foerste model and the SIR Model structured by age group,
focusing on the use of the characteristics method and computational method to obtain
solutions, as well as the behavior of equilibrium solutions. Furthermore, we study an
optimal control problem associated with the McKendrick model when we include an inflow
function. Therefore, we proposed a didactic approach to the twelfth chapter of the book
“An Introduction to Mathematical Epidemiology” by Maia Martcheva and the fourth
chapter of the book “An Introduction to Optimal Control Problems in Life Sciences and

Economics” by Sebastian Anita, Viorel Arndutu and Vincenzo Capasso.

Keywords: Epidemiological model. Model structured by age. Optimal control.
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1 INTRODUCAO

Estudos epidemiolégicos através de modelos mateméaticos possibilitam nao apenas
entender o desenvolvimento de epidemias, mas também buscar medidas eficientes para a
prevencao ou mesmo erradicacao de determinada enfermidade. Diante disso, faz-se neces-
sario o estudo e aplicacao desta area, considerando que ja surgiram doencas significantes,
por exemplo, a Peste Bubonica no século XIV, a Variola, a Colera em 1817, a gripe
Espanhola(HIN1) em 1918, a Gripe Suina em 2009 e a Covid-19 em 2019.

Atualmente na literatura ha diversos modelos para estudo do &mbito em questao,
entre eles, o modelo elaborado por Kermack e McKendrick conhecido por SIR, que recebe
este nome em decorréncia da classificacao dos individuos em trés estados: suscetiveis,

infectados e recuperados e, o modelo estruturado por idade McKendrick—von Foerster.

Assim como o modelo McKendrick—von Foerster, o SIR também possibilita fazer-
mos o estudo por faixa etaria. A idade é, possivelmente, um dos fatores mais relevantes
para distinguirmos os individuos em uma populagao que precisa ser observada para analise
de uma doenca, tal afirmacao esta relacionada ao fato que em muitas doencas o nimero

de casos diferencia notavelmente em relacao a idade.

Este texto é o resultado de parte de um trabalho desenvolvido por meio do Pro-
grama Institucional de Bolsas de Inicia¢ao Cientifica (PIBIC), o qual viabiliza aos alunos
de graduagao a oportunidade de ampliar a formagao académica mediante a participagao
em projetos de pesquisa. Assim, o projeto intitulado “Introducao a epidemiologia”, teve
como objetivo central estudar o modelo estruturado por faixa etaria de McKendrick—von
Foerster e o modelo SIR. Para tanto, utilizamos, principalmente, o livro intitulado “An

Introduction to Mathematical Epidemiology” de Maia Martcheva.

Em consonéncia, o referente trabalho esta organizado da seguinte forma: o capitulo
2 aborda a construcao dos modelos ja citados, seguido da sua solucao analitica, assim como
o comportamento das soluc¢oes de equilibrio, o qual esté descrito no capitulo 3, no capitulo
4 discutimos um problema de controle 6timo relacionado ao modelo de Mckendrick quando
consideramos um influxo na dindmica e, por fim, no capitulo 5 esta a aplicacao do método

numérico denominado diferencas finitas para obten¢ao da solu¢ao numeérica.
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2 MODELO MATEMATICO ESTRUTURADO POR FAIXA ETARIA

Nesta segao estudaremos os modelos mateméaticos estruturados por faixa etéria e

suas principais propriedades. Para isso, seguiremos, em particular, as referéncias [I1] e
2]
2.1 Modelo Linear de Populacao Estruturada por Idade

Os modelos aqui estudados sao constituidos com base em duas variaveis indepen-
dentes, a saber, o tempo t e a idade a. Inicialmente destacamos que todas as derivadas
parciais envolvidas nos modelos que estudamos sao de primeiro grau, consequentemente,

estamos diante de equagoes diferenciais parciais lineares.

2.1.1 Construcao do modelo de faixa etaria de McKendrick

Nosso objetivo inicial é compreender a construcao da equacao de McKendrick,
também conhecida por Equacao McKendrick—von Foerster, sendo esta composta por duas

variaveis independentes, a saber, idade e tempo.

Denotemos por a e t, respectivamente, a idade e o tempo, desta forma, conside-
ramos a func¢do u(a,t) como sendo a densidade de individuos com idade a no tempo ¢.
Note que nos é conveniente considerarmos a € [0, A] e t > 0, onde A representa a idade
méxima, ou seja, a longevidade. Quando A = oo, entdo assumimos u(a,t) = 0 para

valores suficientemente grandes de a.

Se Aa representa um pequeno incremento, entao o nimero de individuos com idade

entre a e a + Aa no tempo t é aproximadamente u(a, t)Aa, de tal forma que no intervalo

/ u(a,t) da,

que representa o ntmero total de individuos com idade compreendida no intervalo [ay, az]

[a1, as] teremos

no tempo t. De forma geral, podemos calcular o nimero total de individuos de uma

populacao por

P(t) = /O ! u(a,t) da.

Se analisarmos um grupo de individuos com a caracteristica de suas idades perten-
cerem ao intervalo Aaﬂ segue que a cardinalidade deste conjunto também sera calculado
por u(a,t)da. Se houver uma pequena alteracao At no tempo, entao a idade, assim como

o tempo, terao um acréscimo de At, ou seja, a torna-se a + At e t torna-se t + At, além

I'Em estatistica dizemos que este grupo/conjunto é um Coorte, pois é composto de pessoas que com-
partilham uma mesma caracteristica
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disso, u(a + At,t + At)Aa representa o nimero de individuos ap6s o tempo transcorrido.
Note que continuamos com o mesmo coorte, porém, podemos ter menos individuos que
o anterior, visto que eventualmente algum membro pode falecer no decorrer do tempo,

consideramos tal exclusao como sendo a tunica forma de um membro ser removido do
grupo.

Denotemos por p(a) a taxa de mortalidade per capita referente a idade a, com
isso, o namero de individuos que faleceram com idade entre a e a + Aa no tempo t é

p(a)u(a, t)Aa, consequentemente, no decorrer do tempo At, u(a)u(a,t)AaAt. Com base

nas conclusoes anteriores, podemos escrever a lei de equilibrio da seguinte forma
u(a + At t + At)Aa — u(a,t)Aa = —p(a)At - u(a, t)Aa.

Em ambos os membros, facamos a divisao por AaAt

u(a+ At,t + At)Aa —u(a,t)Aa  pla)At - u(a,t)Aa

Aalt a AaAt

u(a + At,t + At) — u(a,t)
=
At

Com respeito ao lado esquerdo de (2.1]), somemos e subtraiamos u(a, t+At) ao numerador

= —p(a)u(a,t). (2.1)

u(a + At,t + At) — u(a,t + At) + u(a,t + At) — u(a,t)
At ’

dai, desde que a fungao u seja continua com respeito as duas variaveis, entao podemos

calcular o limite para At — 0, ou seja,

u(a + At,t + At) — u(a,t + At) + u(a,t + At) — u(a,t)

lim
At—0 At
—  tim u(a + At t + At) —u(a,t + At) + lim u(a,t + At) —u(a,t)
At—0 At At—0 At
_ Ou(a,t)  Oula,t)
B da ot

O mesmo limite em questao quando aplicado a funcao do lado direito de (2.1]) resulta em

—p(a)u(a,t). Portanto, chegamos na seguinte igualdade

du(a,t) N du(a,t)
da ot

= —pla)u(a,t), (2:2)

que é a equacao de McKendrick que nos engajamos em compreender.

Neste contexto, uma importante probabilidade é a de sobrevivéncia, a qual deno-
taremos por 7(a), que representa a probabilidade de sobreviver até a idade a. O primeiro

coorte que consideraremos ¢ o de recém-nascidos, denotemos por P o nimero de indivi-
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duos deste. Desta forma, o nimero de sobrevivente do grupo com idade a é calculado por
7(a) P e, para uma pequena variagao Aa, m(a + Aa)P representa o ntimero de individuos
vivos com idade a + Aa. Com isso, m(a+ Aa)P — m(a)P nos fornece o total de individuos

que vieram a 6bito no intervalo de idade Aa. Consequentemente,
m(a+ Aa)P —7(a)P = —p(a)m(a)PAa.

Sendo P # 0, assim como Aa # 0, entao

71—(@ + AACLC)L - W(“) _ _M(a)ﬂ(a)-

Se tomarmos o limite com Aa — 0 e considerarmos 7(a) uma funcao diferenciavel, vem

. 7w(a+ Aa) —7(a) L
AT Aa A

ou seja, obtemos a seguinte equagao diferencial ordinéria

'(a) = —p(a)(a), (2:3)
dividindo ambos os lados por m(a), resulta

d In(7(a))

R

Por fim, aplicando a exponencial, obtemos
7'(((1) = efoa —p(0)do+C1 _ ean —p(o)do ey
Com isso,
71'(&) =(Cle~ Jo w(o) do

¢ a solucdo geral da equagao (2.3)). Note que, pela esséncia de 7(a), é conveniente consi-
derarmos 7(0) = 1. Desta forma, conseguimos resolver o problema de valor inicial gerado.

Para isso, na igualdade anterior consideremos a = 0

7(0) = Ce~horolde — ced = . 1= (.
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Mas 7(0) = 1, logo, C' =1 e a solugao condicionada a w(0) =1 ¢é

m(a) = e~ Jo #@)do (2.4)

Com respeito a probabilidade de sobrevivéncia, assumimos que m(a;) é indepen-
dente de 7m(ay) para a; # ag, ou seja, a probabilidade de sobrevivéncia com idade a;

independe da probabilidade de sobrevivéncia com idade as.

Considerando as > a;. Note que

m(ay) = e Jo' ma)da (2.5)
e

r(an) = o~ @
Mas as > ay, logo, [0, as] = [0, a;] U [a1, as], com isso, pelas propriedades de integrais,

7T(CL2) — e*( ot p(a) da+f;12 wu(a) da) — o [ (a) da o f;12 w(a) da

J

Por conseguinte, de (2.5

(as) = m(ar)e” Jor (@) da.

Agora, multiplicando por ela? 1@ da o Gividindo por 7(az) em ambos os lados, obtemos

o122 wada _ T(a1) (2.6)

considerando In em ambos os membros de (2.6)), resulta em

/ u(a)da = In (:EZ;;) ,

pela aproximagao descrita em [1],

i(ay) = — m(”(‘“)). (2.7)

Observagao 2.1. Se A < oo, como 7(a) descreve a probabilidade de sobrevivéncia até a

idade a, entao nos é conveniente que

;5{14 m(a) =0.

Isso significa que nao havera sobreviventes na idade méxima. Diante disso, a partir de
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(2.4), ou seja,

m(a) = e iy wo)do
paraa — A

o lim — Jo p(o)do — lim Jo w(o)do a
lim e~ Jo #(@d7 — () = casa —0=e a4’ =0= lim [ p(o)do = oo.
a—A a—A Jq
Pela aproximagao (2.7), para a; < as < A, temos que u(a;) ¢ um valor finito, isto implica
que

lim [ p(o)do = o0
a—A Jq

desde que
lim p(a) = oc.
a—A
Com respeito & equagao (2.2), temos que ela ¢ uma equagao diferencial parcial

linear de primeira ordem definida no dominio
2 ={(a,t):a >0, t >0},

ou seja, no primeiro quadrante do plano at. Para complementarmos a equagao (2.2
precisamos de condicoes de fronteira. Em nossa realidade, precisamos da fungao densidade
no tempo t = 0, qual seja

u(a,0) = uo(a),

onde up(a) é uma fun¢ao dada conhecida por densidade populacional inicial.

Sendo ug(a) > 0, entdo

Py = /A up(a) da < oo (2.8)

onde Py representa o tamanho total da populagao inicial. Além disso, consideremos u(0, t),
que denota o numero de nascidos no tempo t. Desta forma, para modelar o processo de
nascimento, introduzimos a taxa de natalidade per capita especifica por idade
(taxa de fecundidade) (a). Se existirem wu(a,t)Aa mulheres na popula¢do com idade

entre a e a + Aa, entao

Bla)u(a,t)Aa

representa o nimero de nascidos em que sua mae tenha idade no intervalo [a, a + Aa] no
tempo t. Com isso, se somarmos todas as quantidades de nascidos com relagao a cada

idade no tempo t, ou seja, » . [(a;)u(a;,t)Aa, teremos o nimero total de nascidos no
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tempo t. Portanto, considerando Aa — 0, obtemos a seguinte integral

_ /0 Blayua, 1) da (2.9)

que representa a taxa de natalidade total no tempo t. Note que a igualdade acima também

nos da o nimero total de nascidos no tempo ¢, ou seja,
A
u(0,t) = / B(a)u(a,t)da. (2.10)
0

Portanto, de (2.2)), (2.§)) e (2.10)) deduzimos o modelo de populacional estruturado

por idade de Mckendrick-von Foerster, como segue

0, + a“( 1) = —p(a)u(a,t), em
u(0, 1) / B(a)u(a,t) da, t€(0,7); (2.11)
u(a,0) = up(a a € (0,A).

A condigao especificada na fronteira a = 0, isto é, u(0,t), damos o nome de condi-
¢ao de contorno, porém se ela nao for expressa através de uma fungao (ue(t)), mas de
uma equacgao que depende da fungao desconhecida u(a,t), entdao dizemos ser uma condi-
¢ao de fronteira nao local. No mesmo contexto, nos referimos a wu(a,0) por condigao

inicial.

2.1.2 Reformulagao do modelo de Mckendrick através do método das caracteristicas

Nosso objetivo agora concentra-se em reformular a equagao em uma, equacao
integral, em nosso caso, a forma derivada inicialmente por Sharpe e Lotka. Para tanto,
usaremos o método das caracteristicas. O método consiste em identificar curvas, deno-
minadas caracteristicas, de tal forma que ao longo delas a equacao diferencial parcial se
reduz a uma equagao diferencial ordinaria (EDO). Entao, a EDO pode ser integrada a
partir de alguns dados iniciais associados a uma curva conveniente. Finalmente, a solugao
da equagao diferencial ordinaria pode ser transformada em uma solugao para a equacao

diferencial parcial (EDP) original.
Para o nosso objetivo, consideremos EDP’s da seguinte forma

ou ou
Cl(xay>£ + C2(x7y>8_y = co(x,y,u).
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Em nosso estudo consideraremos, na forma parametrizada, as caracteristicas dadas por

dx dy
= c(x,y) e o= ca(x,y).
Sendo 9 3
U U
%(CL, t) + E(C% t) _M(a>u(a> t)a
obtemos
da 1 e dt ]
ds ds

Dai, considerando o quociente entre as duas tltimas igualdades

dt_di_,
da dt

por conseguinte, apos integrarmos, por exemplo, j—; =1 de 0 até t, vem

t =a+ ¢, onde c é uma constante arbitréria.

Com isso, as caracteristicas sao retas de inclinagao 1. Geometricamente, isso significa que

o valor de u(a,t) é determinado pelos valores anteriores de u(a,t) ao longo das curvas

caracteristicas e, em particular, pelo valor de u(a), onde a curva caracteristica cruza a

fronteira de 9.

Para obtencao da forma integral, usaremos um procedimento chamado integracao

ao longo das curvas caracteristicas, ao qual falaremos melhor a seguir.

Para o procedimento citado, consideremos um ponto fixado (ag,?y) no primeiro

quadrante e parametrizemos as curvas caracteristicas que passam pelo ponto considerado.

Se denotarmos por s o parametro para o ponto fixo (ag,tp) e a variagdo de s, entdo a

funcao definida como v(s) = wu(ag + s,to + s) retorna o valor de u(ag,ty) ao longo das

curvas caracteristicas.

Desta forma, a varia¢do de v(s) é dada por

d_U % d(ao—i-s)_‘_@ d(to+8)
ds Oa ds ot ds
 Oa ot

_u o

 Qa Ot

Considerando 7i(s) = p(ag + s), com isso, conseguimos formular a EDP (22.2)) na equagao

diferencial ordinéaria

dv

= —(s)(s)
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Dividindo ambos os lados por v(s), obtemos

i) = ) )

Integrando de 0 a s em ambos os lados desta ultima equagao, resulta

/0 "4 nlv(7)) lném)) dr = /0 i(r) dr

T

= Inv(s) —Inv(0) = / —n(T)dr
0
v(s) S
:>ln( ):/—quT.
o) =Sy T
Aplicando a exponencial em ambos os lados, temos:

U(S) _ efos —n(r) dr

v(0)

Portanto,
v(s) = v(0)els FO. (2.12)

Dada a solugao na variavel s, precisamos interpretar tal solucao com respeito a u
e as variaveis independentes a e t. Para isso, consideremos os dois casos a seguir:
i) Para ag > to, a solugao (2.12) em u e s torna-se

u(ag 4 s,to + 5) = u (g, to) e~ Jo #laotndr

Recordemos que o ponto fixado foi considerado em uma das fronteiras. Desta forma,

sendo ag > to, entao consideramos ¢ty = 0. Logo
u(ag + s, 5) = u(ag,0) e Jo #laotr)dr,

Agora, note que para u(ag + as,s) ficar em fun¢do de a e t basta considerar s = ¢ e

ag = a — t, com estes ajustes, obtemos
u(a,t) =u(a—1t,0)e” Jo ma—ttrydr. (2.13)

Chamando o =a—t+7,temos c =a—tseT=0e 0 =aser =t Além disso, usando

(2.6) com a1 = a —t, as = a e a variavel da funcdo p sendo o, tem-se

L p@)de  r(q—t)
¢ _
m(a)
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ou ainda,

a

—.ait,u,(a) do B 7T(CL)

-~ wla—t)

Desta forma, da igualdade (2.13)), temos

a 7(a)

t) =u(a—t,0)e Jot @ — (g — t,0)——— = —t)——
’LL(CZ, ) U(CL ) )6 u(a ) )71'(61 — t) uo(a )77'(@ — t)
Portanto,
m(a)
t) = —t)———. 2.14
ula.t) = wofa — )= (214)
i1) Se ag < tg. De forma analoga, de (2.12))
u(ag+ s,to+ 8) = u(ag,to) e~ Jo waotr)dr.
Como ag < tg, consideremos ag = 0. Dali,
(s, to+8) = u(0,tg) e Jo w77,
Substituindo s =a e tg =t — a, vem
u(a,t) = u(0,t —a)e Jonrdr
Por fim, de ({2.6])
— [ p(r)dr 7T(CL)
u(a,t) =u(0,t —a)e Jo = B(t —a)—= = B(a —t)7(a).
m(0)
Logo,
u(a,t) = B(a—t)n(a). (2.15)

Desta forma, em vista de (2.14]) e (2.15)), a solucao fica expressa da seguinte maneira

wa,t) = up(a — t)ﬂ?a(‘i)t)’ sea>t . (2.16)
7 B(t—a)m(a), sea<t

Com base nas informagbes obtidas, temos geometricamente que a funcao u(a,t)

esta distribuida como segue
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Figura 2.1 — Fungao u(a,t) obtida pelo método das caracteristicas.

t A
a<t . ,t=a+tc
(a,t) a>t
B(t —a)m(a)
(a,t)
00 o — 1) 22, 4 e

Fonte: Autor

A solugao (2.16) depende da funcao B, que pode ser uma funcao dada, logo, a
solugao segue normalmente, ou pode estar expressa em termos da funcao u, nesta condicao,
precisamos reescrever B. Para isso, substituindo em (2.9) a fungao u descrita em ([2.16))

e considerando os dois casos a seguir:
1° Caso. A < co. Nesta condigao, de (2.9)

- /OAﬁ(a)u(a D) da

onde analisamos duas possibilidades:

i) Para t < A, pela forma que u esta descrita em (2.16)), obtemos

/ﬁ B(t —a) da+/ B(a ) up(a —t) da

J/

Para a<t Para a>t

it) Para t > A, de (2.16)), temos apenas uma possibilidade, a saber,

/ B(a B(t —a)da.

Portanto, de (i) e (i1),

B®) :{ fiﬁ(a)w(a)B(t—a) da + [} Bla) =D uo(a — t)da  t< A
Jo Bla)(a)B(t — a) da t> A,

2° Caso. A = oo. Neste caso temos apenas t < oco. Dai, substituindo u como esta
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definida em ([2.16)), para a < t e a > t, na forma de B(t) definida em ({2.9)), obtemos

/,8 B(t —a) da+/ B(a ) (a—t)dci,

Para a<t Para a>t

ou ainda, se na segunda integral fizermos uma mudanga de variavel,

/5 B(t —a) d@—l—/ Bla+1) (a(;i—)t) up(a) da.

Denotando
(a +t)
/ Bla a—t) (a—tda—/ Bla+1t) (a) up(a) da,

chegamos na seguinte expressao

/ B(a B(t —a)da + F(t), (2.17)

que é uma equagao linear integral de Volterra do tipo convolucao com kernel
K(a) = f(a)m(a). A funcdo K(a) é frequentemente denominada fungao maternidade

e a equagao (2.17) é conhecida por equagao da renovagao ou equagao Lotka.

2.1.3 Solucgao separavel: Comportamento assintotico

Como ja observado, o modelo de McKendrick (2.11]) é linear, desta forma, sua
solucao pode nao ser limitada e, consequentemente, crescer ou decrescer exponencialmente
no decorrer do tempo. Além disso, pode-se mostrar que qualquer solucao se aproxima de

uma solugao separavel (ver [6]).

Uma solugao para uma EDP é dita separavel quando pudermos reescrevé-la como
produto de fungoes que dependem unicamente de uma das variaveis independentes envol-
vidas. Para o nosso caso, ¢ dizer que a solugao u(a,t) pode ser escrita como produto de

uma fun¢ao 7'(t) com outra fungao ¢(a), ou seja,
u(a,t) =T(t) - ¢(a).
E possivel mostrar que a funcdo 7(t) ¢, na verdade, uma exponencial e* | resultando em
u(a,t) = eMo(a). (2.18)

Assumindo que (2.18)) seja solugao de (2.11)), entéo ela satisfaz a primeira equagao, ou
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seja,

ou du

Solat) + S (a.t) = —p(a)u(a, 1
torna-se d

e/\tz—(a) +Ae(a) = —p(a)e'¢(a),
a
sendo e # 0, entdo
d ¢(a)

24 2ola) = —pla)o(a),

dividindo ambos os lados por ¢(a)

dola) dIn (¢(a))
¢‘Ea) +A=—pla) = e = —u(a) — A\

Integrando ambos os membros desta tltima igualdade de 0 até a, obtemos

/Oa —dlnifj(a)) do = — /Oau(a) ~\do

é/j%dcz—/ﬂau(a)da—/j)\d(j

= In(6(a)) — In(6(0)) = — / " (o) do — Aa

= In <%) :—/Oa,u(a)da—/\a.

Considerando a exponencial, vem
¢(a) — e Jo (o) do—Aa = ¢(a) — e Jo m(o) dae—)\a‘
¢(0) ¢(0)

De (2.6), para a; = 0 e as = a, tem-se foau(a) do = %, logo

ou seja,

o) = (0) ™Y -xa
#la) = 9(0) e

Portanto, como estamos com a hipotese que m(0) = 1 e, denotando ¢(0) por ¢y, chegamos

p(a) = goe 7 (a).

Deste modo, a forma da solugao u(a,t) com ¢(a) escrita da maneira encontrada anterior-
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mente se torna

u(a,t) = poeMe 7 (a). (2.19)
Agora, para condi¢ao de contorno em ([2.11)), ou seja, u(0,t) fo t) da,
temos
doce0n / Ba)goc e (a) da,
ou ainda,

A
0et = qboe’\t/ ﬁ(a)e*)‘aw(a) da
0

Considerando que ¢pe é nao nulo, a partir desta tltima igualdade, obtemos

/O ’ Bla)e™7(a) da

com isso, a constante A é considerada de tal forma que satisfaga ([2.20)).

I
—

(2.20)

A equagao (2.20) é conhecida como Equagao Caracteristica do modelo de
McKendrick-Von Foerster e é do tipo transcendental, isto €, nao possui uma solucao
exata expressa através de fungoes conhecidas. Entretanto, pode ter mais de uma solugao

A real ou complexa.

Mostremos agora que existe uma tunica solugao real para (2.20]) desde que [(a) seja

positiva em algum intervalo positivo.

Lema 2.2. Seja f(a) > B > ( para a € [a1,a3]. Entdo, existe uma tnica solucao real

para (2:20).

Demonstracao. Defina

= /()Aﬁ(a)e_)‘aw(a) da

Inicialmente, note que dados A\; e Ay com A\; > Ay e como a > 0, ou seja, —a < 0, entao
—(I)\l < —a)\g,

Considerando a exponencial, resulta em

e—a)\l < €_a>\2,

como B(a) > B> 0 e 7w(a) = e Jo #@da > () obtemos

Bla)e ™ m(a) < Bla)e” 7 (a).
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Por fim, integrando de 0 até A com relagao a variavel a, segue que

/0 ! Ba)e ™ (a) da < /0 ! Ba)en(a) da

Portanto, f(A1) < f(\2), ou seja, a fungao f é estritamente decrescente.

A priori, f pode nao estar definida em todos os valores de A, por exemplo, isso

—AX

acontecera se A = oo, pois lim, ,47m(a) =0 e e — 0o quando A — —o0, entao

terfamos e~ 4?1 (A) = 0o - 0 que é uma indeterminacdo. Desta forma, consideremos A em

um intervalo (—L, 00) que permita f estar bem definida e seja continua. Com isso,

lim f(\) = e lim f(\) =

A——L A——00

Desta forma, como f é estritamente decrescente e continua, entao pelo Teorema do
Valor Intermediario, existe um tnico valor \* € (—L,00) tal que f(A\*) = 1, o que prova

o Lema. [ |

Definicao 2.3. O parametro \* é conhecido como parametro malthusiano ou taxa de

crescimento populacional.

Definicao 2.4. A taxa de reproducao liquida é definida como

KX = /OA Bla)m(a)da

Note que

Z > 1

& / Bla da>1<:)/ B(a da>/A6(a)e_’\*“7r(a)da

& /0 B(a)mw da—/ Bla )da>0<:>/ Bla)r(a)(1 — e *)da > 0

S l-e?'>0el>e?M"e 0> - Naee Na>0e )\ >0,

ou seja,
Z>1 N >0. (2.21)

Além da relagao anterior, também temos
Z=1)\N=0e Z<1& )\ <0,

onde a verificagao ocorre de forma analoga. A taxa de reproducao liquida expressa o
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numero de filhos que uma mulher tem durante sua vida fértil, desta forma, a relacao
(2.21)) indica que se o nimero de filhos é superior a 1 (Z > 1), entdo a populacdo estéa

crescendo, pois A* > 0.

Acabamos de discutir como obter o valor de A necessario para solugao separavel
(2.19), resta-nos compreender como podemos calcular o valor de ¢q. Recordemos que a

populacao inicial é determinada por

A
Py :/o uo(a) da.
Além disso, de (2.19), como A* ja foi calculado, temos
u(a,t) = ¢oe* e 7 (a).
Como Py = u(a,0) = up(a), entao
up(a) = goe™ e (a) = goe 1 (a).

Pela igualdade Py(a) = ug(a), resulta em

A A
/ up(a) da = / poe "7 (a) da.
0 0

Por fim, isolando ¢y
A A
/ up(a) da = gbo/ e 7(a) da
0 0

o que implica
fOA up(a) da

Go = foA o an(a) da (2.22)

Que é a forma para determinarmos ¢.

O exemplo a seguir indica como devemos proceder para computarmos as taxas \*

e X.

Exemplo 2.5. Suponha

onde a, J e i sao constantes dadas e considere A = co. Nestas condigoes determine a
taxa de crescimento e taxa de reproducao liquida.

Solugao. Para encontrarmos a taxa de crescimento ¢é suficiente acharmos uma solugao
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da equagao caracteristica (2.20)), ou seja,
/ Bla)e ™ e da = 1.
0

Substituindo f(a) e p(a),
5/ ae e e dg = 1. (2.23)
0

Calculemos agora o valor de
/ aef(chﬂJr)\)ada'
0

Pelo método de integragao por partes, fagamos

~ _e—(c+ﬂ+>\)a
v=a=du=da e dyv=e (HitNe 4 - —
c+ i+ A
Entao,
o —(ctfi+N)a _o—(c+iat+N)a
/ae(cﬂ”r)‘)ada — M _ / # da
c+ i+ A c+ i+ A
ef(c+ﬂ+)\)a

—(ct+i+Na . _ —a
= da = — — :
/ " YT eF pE N (e i+ M)

No intervalo de 0 até oo

o . —t 1
_(C‘HH‘)\)Gd — |1
/0 ae ¢ Linolo (c+p+ A)e(cwﬂ)t} * (c+ i+ N)?
> - —1 1
et g = | i .
/0 e ¢ LE?O (c+7a+ A)?emwﬂj T A
Portanto,
o - 1
—(c+ia+N)a _
ae do = ——.
/0 (c+ o+ N)?

Desta forma, de ([2.23)), obtemos

B

— = 1.
(c+ 4+ N)?

Em consonéancia com o Lema ([2.2)), nos é conveniente considerar A € (—(f+c¢), 00), donde
teremos continuidade no referente intervalo para funcao

AR

e, além disso,

lim f(A) =00 e lim f(\)=0.

A——(fi+c) A—00
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Com isso, ha uma tnica solugao no intervalo A € (—(f1+ ¢), 00), para isso basta isolarmos
A _
=1=>B8=(c+a+N?>=c+ia+A= \/é

Logo, \* = /B — (i +¢).
Para taxa de reproducao liquida, basta considerarmos A\ = 0 em f, visto que

Z = £(0).

oy BB

#=10)= (c+p+0)2  (c+p?
Portanto, -
* N — 5

2.2 Modelo epidemioldgico SIS estruturado por faixa etaria

Em geral, os modelos que estudam os envolvidos organizando eles por um conjunto
de caracteristicas, isto é, os modelos compartimentais, sao formulados com base no Mo-
delo Linear de Mc-Kendrick Von Foerster. Para o que segue, consideramos a populagao
constante, tal consideragao implica que % = 1, ou ainda, que a taxa de nascimento e
6bitos sao consideradas de tal forma que a populacao se mantém constante, ou seja, sua

taxa de crescimento é \* = (0. Em suma,
A
/ Bla)m(a)da = 1. (2.24)
0

Iniciemos nossa explanagao através do modelo SIR.

2.2.1 Introducao ao modelo epidémico SIR estruturado por idade
Temos as seguintes variaveis:
e S(a,t) denota a densidade de individuos suscetiveis com idade a no tempo t;

e /(a,t) denota a densidade de individuos infectados/infecciosos com idade a no tempo
4
e R(a,t) denota a densidade de individuos recuperados com idade a no tempo t.

De forma anéloga ao que foi descrito na subsecao ([2.1.1]), para uma pequena variacao Aa,

temos que:

e S(a,t)Aa representa o numero de individuos suscetiveis com idade compreendida

no intervalo [a, Aa] no tempo t;
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e [(a,t)Aa representa o nimero de individuos infectados com idade compreendida no

intervalo [a, Aa] no tempo t;

e R(a,t)Aa representa o numero de individuos Recuperados com idade compreendida

no intervalo [a, Aa| no tempo t.

Desta forma, para cada tempo ¢ o total de suscetiveis, infectados e recuperados é expresso,

respectivamente, por:

A A A
S(t):/o s(a,t) da, I(t):/o i(a,t)da e R(t):/o r(a,t) da.

Com isso, o tamanho total da populagao no tempo t é
A
P(t)=S(t)+1(t)+ R(t) = / u(a,t) da.
0

Neste modelo, o fluxo de individuos entre as classes se d&4 de forma similar ao
ocorrido para u(a,t) no modelo de McKendrick-Von Foerster, no sentido que havera va-
riacao na idade e no tempo. Todas as taxas envolvidas sao dependentes da idade e os
novos individuos se caracterizam como condic¢ao de fronteira, dado que ocorre apenas com

nascimento, ou seja, a = 0.

As seguintes equagoes descrevem o que foi discutido acima:

Z_‘; + % = —Aa,t)s(a,t) — p(a)s(a,t)
% + % = Aa, D)s(a,t) = (u(a) +7(a))i(a, ) (2.25)
O O~ (a)i(a, 1) — pla)r(a,

onde A(a,t) é a forca de infecgao especifica por idade, p(a) é taxa de mortalidade natural
especifica por idade e y(a) é taxa de recuperagao. Podemos compreender melhor através

do fluxograma abaixo.
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Figura 2.2 — Modelo SIR

d

7 s(a,t) Aa,t) i(a,t) V(a,t) r(a,t) 7

Suscetiveis "I Infectados "I Recuperados
Fonte: Autor
A forma geral da forca de infecgao é descrita por
A
Aa,t) = p(a)i(a,t) —I—/ k(a,7)i(T,t)dr, (2.26)
0

onde p(a) representa a taxa de transmissdo entre um individuo suscetivel de idade a e
um individuo infectado de idade a e k(a,7) é a taxa de transmissao entre um individuo

suscetivel de idade 7 e um individuo infectado de idade a.

Varios casos especiais de forca de infeccao tém sido considerados na literatura,
falaremos um pouco sobre dois.

1) Mistura intracoorte - Neste caso assumimos que os individuos de idade a apenas serao
contaminados por individuos de idade a, ou seja, k(a,7) = 0. Desta forma, de (2.20)),

Aa,t) = p(a)i(a,t).

Este caso pode ser apropriado para doencas infantis.
2) Mistura intercoorte - Neste caso assumimos que um individuo pode ser infectado por
outro individuo de qualquer outra classe, ou seja, p(a) = 0. Desta forma, de (2.26]),

obtemos )
Na,t) = / k(a,7)i(r,t)dr.
0

Uma observagao é que k(a,t) ndo permite o calculo explicito do ntimero de reprodugao,

por isso, frequentemente assumimos que ela seja separavel, de tal forma que
k(a,t) = ki(a)ks(7).

Dadas as equagoes que descrevem a variacao de s, e r, assim como para o modelo
referente & populagao total, também temos as condi¢oes de fronteiras e as condigoes

niciais.

Uma primeira consideragao € ter os novos nascidos todos suscetiveis, nesta condi¢ao
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temos

A
s(0,t) = i B(a)u(a,t)da,
i(0,t) =0,
r(0,t) =0,

onde ((t) representa a taxa de nascimento.

Outra possivel consideracao é assumir que alguns dos novos nascidos estejam in-

fectados, que ocorre quando a doenca tem transmissao vertical. Nesta condicao,

5(0,1) /5 s(a,t) +r(a, 6) + (1 — q)i(a, 1)) da,

Ot—q/ﬁ i(a,t)d
t)

r(0,t)
onde 0 < ¢ <1 é conhecido como parametro de transmissao vertical.

Para concluirmos, temos as condic¢oes iniciais, que geralmente sao func¢oes dadas,

sao elas
s(a,0) = so(a), i(a,0) =ig(a) e r(a,0)=ro(a).
2.2.2  Equilibrio e nimero de reproducao

Solucgoes de equilibrio sao solugao do modelo que nao dependem do tempo e tam-

bém satisfazem as condigoes de fronteira. Considerando A = oo, obtemos

&~ Aa)s(a) — p(@)s(a). (227a)
O Aa)s(a) — (u(a) +(@)ila), (2:27h)
g; Jita) = ula)r(a), (2.27)

i(0)
r(0) =

(2.27e)

Y
/ (2.27d)
=0,

0, (2.27f)

onde a forca de infecgao ¢ dada por

Aa) = /000 ki(a)ko(7)i(T) dr = Eyi(a) /000 ko(T)i(T) dr,
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por conseguinte, denotando
A= / ko (T)i(T) dr, (2.28)
0

resulta em

Aa) = Mkq(a). (2.29)

Uma primeira observacao referente ao sistema (2.27a))-(2.271) ¢ que i(a) = r(0) =
A =0e s(a) = s(0)w(a), onde 5(0) é uma constante, ¢ solucio. De fato, as equacoes
d2.27c|), (]2.27d|) e (]2.27ﬂ) sdo automaticamente satisfeitas. Sendo A = 0, entéo, de ,
A(a) = 0. Desta forma, da primeira equagao , do lado direito, temos

mas de (2.3)

dai,
$(0)- [-p(ay(@)] = s(0) 1T = %2

Logo, a primeira equagao (2.27a) também esta satisfeita.

Agora, nos resta verificar a 4° equacao (2.27d), mas se i(a) = r(a) = 0, entao
u(a) = s(a) +r(a) +i(a) = s(a) = s(0)w(a),

com isso, do lado direito de ([2.27d)),

A A A
| sautayda= [ s@)s(0)r(a) da=s0) [ pla)n(a) da
0 0 0
pelas nossas consideracoes, de ,

A A
/0 Bla)u(a) da = S(O)/O B(a)m(a)da = s(0) -1 = s(0).

Portanto, )
5(0):/O Ba)u(a) da.

Com isso, a equagao (2.27d)) fica verificada, consequentemente, esta verificado que i(a) =

r(0) = A = 0 e s(a) = s(0)w(a) é solucdo do sistema (2.27a))-(2.271f), tal solucao é o

equilibrio livre da doenga.

Para solucao de equilibrio endémico podemos assumir A # 0. Com isso, iniciemos
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calculando a densidade de suscetiveis. Da equagao (2.27a)),

N dlnéz(a)) _

integrando em ambos os lados de 0 até a,

In(s(a)) —In(s(0)) = / —A(s) — p(s)ds = In (s_g)) = —/ A(s) + p(s)ds,
0 0
considerando a exponencial em ambos os lados,

S(a) = 8(0)6_ Jo As)+u(s)ds _ 8(0)6_ Jo Ak (s)+p(s) ds.

Agora, somando ([2.27a)), (2.27b)) e (2.27c]), encontramos

S+l + 70 = —pla)s(a) — pla)i(a) = pla)r(a),
isto é,
Sa +ia + 70 = —p(a)[s(a) +i(a) + r(a)],
como u(a) = s(a) + i(a) +r(a), vem
ug = —p(a)u(a).
Com um raciocinio anélogo ao feito anteriormente para s(a), obtemos

u(a) = u(0)e o #e)ds,

Por " temos 7T((l) e Jo M(S)ds’ lOgO

sendo u(0) uma constante arbitraria.

Pela forma de ¢, formulada em (2.22)), se A* = 0, entao

_ fOA ug(a) da
% fOAW(a) da

Observacgao 2.6. Neste contexto, estamos analisando o modelo independente do tempo,
com isso, u(a) é igual ao termo ug(a) da igualdade (2.22)).
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Como u(a) = u(0)w(a), resulta

Sendo u(0) constante,

B o T(a) da
%0 = u(0) fOAW(a) da’
logo,
¢o = u(0)
Com isso,

u(a) = ¢pom(a).

Retornando a solugao para s(a), substituindo o valor u(a) em (2.27d)), temos

/ B(a)dom(a) da = b / Bla)m(a) da = o (2.30)

visto que, de ([2.24 fo a)da =1 e estamos considerando A = co. Portanto,

—[*A\(s) + p(s)d
s(a) = oo 0"

Nosso proximo passo é encontrar i(a), como ja sabemos a solugao de s(a), ent@o iniciare-
mos isolando, em (2.27b)), as parcelas que dependem de i(a) ou i,(a), ou seja,

ia + (u(a) +(a))i(a) = Ak (a)s(a). (2.31)

Note que

A [i(a)efo“ (o) 41(0) da}

da
= iu(a )efo wo)Hr(o)do 4 ofg wo)+(o) i [

[e=]

i (a)eli et >da+efou<a+w>do[<> +5(0)i(a)
= el OO (0) + (o) + v(0))i(a)].

Com isso, multiplicando ambos os lados de 1’ por elo o) +1(0)de ey

efoap(cr)Jrv(a) da[z-a + (,u(a) + fy(a))i(a)] _ ;\k1<a>5(a)€f0au(a)+v(o) do

ii[()fo +v(adcr] Mk (a)s(a)edo @)+ (@)do

da
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denotando a variavel a por 7, obtemos
A Ti)eld o] = Ay )s()eld oo
a

Integrando de 0 até a,

/0@ 4 [ (n )efo o)+7(0) da} - /a 5\k1(77) (n )efo o)+4(0) do

da 0

= i)l K i) = & [ k)il oo

0

Reiteramos o fato que A representa uma integral, porém em outra varidvel, desta forma,

a ultima igualdade segue normalmente.
Retornando a procura da solugao de i(a), de (2.27d), ¢(0) = 0, logo

Z‘(a)ef(?(u(a)ﬂ(a))da — j\/ kl(77)S(n>ef0n(u(a)+'y(o))dad77
0

ki(n) S(U)efo"(u(aHv(a))dadn . e~ Jo (@) +(0))do

=~

/
= i(a) = A / ot () (i) e~ In @1 o [ (o) (e g
0
/ 1(77)3(77)6_ f;(ﬂ(g)*"y(a))dadn.
0

Como s(n) = doe , segue que

i(a) = A / k1 (n)goe™ 3 Mo)tu(o) do ,— [ (w(o)+7(0)) do dn
0

~

= Z(CL) = A/ k1 (7])¢06_ Jo )\dae— Jo m(o) doe— fi v(o) do dn
0

De (2.29) e (2.4]), encontramos
ila) = 5\/ () oe™ ) J3' Ak (@) do (a)e*ff;l”(")d" dn.
0
Desta forma,

’L(CL) = gboj\ﬂ'(a) / kq (n)e— Jo! k1 (o) dae— f; v(o) do d?’]
0

Porém, nao é uma forma fechada, visto que, com a devida alteragao de variavel, de
1) \ = fooo ko(a)i(a) da, ou seja, a integral denotada por A ainda depende de i(a).

Para contornarmos este impasse basta substituirmos em (2.28]) o valor i(a) encontrado
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anteriormente, donde obtemos

= / ko(a) (gzﬁoﬁm(a) / ]{;1(7]>e*fon5\k1(5)dse—f77’7(0)dg dn) da,
0 0

ou ainda,

A= ¢o5\/ kg(a)ﬂ'(a)/ oy () e Jo M) ds o= [ 1(@)do g g
0 0

Com isso, desde que A # 0, entao
1= o / ka(a)m(a) / a()e J0 MOt Iy dpa,
0 0
Agora, definamos o lado direito da tltima igualdade como uma funcao de

G (N) = ¢ / " la(@)r(a) / (e R Maodis g e gy g,
0 0

Note que se k;(a) é nao nula em algum intervalo, entdo % () é estritamente decrescente
neste intervalo. Portanto, se a equagao 4 (5\) = 1 tem uma solucao positiva, esta solucao
é tnica. Além disso,

lim ¢()\) = 0.

A—r00
Com isso, a existéncia da solucdo positiva da equacio 4(\) = 1 depende do valor de Z(0).

Definimos este valor como sendo o nimero de reproducao bésica da doenca:
Ky = qbo/ kg(&)ﬂ'(&)/ ki(n)e” i @) g . (2.32)
0 0

Com isso, concluimos que se Z, > 1, entao existe uma tnica solugao positiva A* > 0 para
equagao ¥ (A) = 1. Para esta solugao \*, associasse um tnico valor ndo nulo s*(a) e i*(a).

O valor de r(a) pode ser calculado de 7*(a) = u(a) — s*(a)— i*(a).

Diante disso, com base na discussao feita até este momento, temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.7. O modelo ([2.25)) admite um tnico equilibrio livre da doenga &y = (¢o7(a),0,0) .

Se %o > 1, o modelo também admite um unico equilibrio endémico &* = (s*(a),i*(a), 7*(a)) .



3 ANALISE DA SOLUCAO DE EQUILIBRIO LIVRE DA DOENCA

Entre os topicos discutidos no capitulo anterior tivemos por ultimo a existéncia e
unicidade do equilibrio livre da doenca e o equilibrio endémico sintetizado no Teorema

2.7 Neste capitulo discutimos a estabilidade local do equilibrio livre da doenga.

Inicialmente, precisamos linearizar em torno de um equilibrio. Ao sistema
associamos o sistema linear para as perturbac¢oes em torno de um equilibrio. Para tanto,
consideramos apenas as duas primeiras equagoes associadas ao sistema . Para isso,
substituindo a equacao de r pela equacao do tamanho total da populagao. Desta forma,

sejam

onde z(a,t), y(a,t) e p(a,t) sao as perturbagdes do equilibrio. Por ora, s* e i* denotam

um equilibrio genérico que pode ser o equilibrio livre da doenga ou endémico. Definidas

as expressoes para s(a,t) e i(a,t), de (2.25)), obtemos:

sttt a=— (N(a) + + Ma, t t)) (s*(a) + z(a, t))
— p(a) (s*(a) 4 z(a,
o+ o+ v =(N (@) + Ao, 1)) (s"(a) + (a, 1))
( (a) +v(a)) (*(a) +

a)(u

a) +y(a, 1)),
Uy + Pa +pr = — “(a) +pla,1)),
s*(0) + x(0,t) /ﬁ a) + p(a,t)) da,
i"(0) +y(0,t) =
u*(0) + p(0.1) /5 @) + pla, 1)) da,

em que
N (a) = ky(a) /0 " hn(@)i*(a) da e Xa,t) = ki (a) /0 " h(@)y(a.t) da.

Usando as equagoes de equilibrio de (2.27a))-(2.271), segue que:
1° equagao,

—X(a)s™(a) — pu(a)s™(a) +x4 + 2 = — ()\*(a) + Aa, t)) (s*(a) + z(a, 1‘)) — p(a) (s*(a) + z(a, t))

38



39

= Mays*(a) — plays™1a) + 2, + 1, = =N (ays*(a) — \*(a)z(a,t) — Na, t)s*(a) — Ma, t)z(a,t)
- a) — pla)z(a,t)
= 20+ 2 = —N(a)z(a,t) — Aa,t)s*(a) — Ma, t)z(a, t) — p(a)z(a, t);
2° equacao,

it 4 Yo + ye = N(a)s*(a) + Aa, t)s*(a) + N (a)z(a, t) + Na, t)z(a,t)
— (u(@)i*(@) +7(@))i*(a) = (@) + (@) Jy(a,)

= 7+ Yoty = —(u(a) +v(@)y(a,t) + Ma, )s™(a) + X (a)z(a, 1) + Ma, )z(a, )

+2*(a)s*(a) — (@) +7(a))i"(a)

-~
=17

= v+ 9 = = (1(@) +7(a) )y(a, 1) + Ma,£)s" (a) + X (@)(a, 1) + Aa, )a(a, );

3° equagao,

Uy + Pa + pr = —p(a)(u™(a) + p(a, 1))
= U, + pa+ p = —p(a)u’(a) — pla)p(a, t),

porém, somando [s7] 7] e [rZ] obtemos
se+ir 4 =—pla)(s" + i+ 1),

sendo u* = s* 4+ 1* + r*, vem

u; = —p(a)u’ (a),

desta forma,

W+ Do+ pr =1 — pla)p(a,t

logo,
Pa+pe = —pla)p(a; ),
isto é,
% + % = —ula)p(a, t);
4° Equacao,
)+ 2(0, ) / B(a )+ pla,t)) da

<m+xm¢w:A Bla)u*(a) + Bla)p(a, ) da
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= 40+ 0(0,0) = [ Blaye@dat [ plalpla.tda
‘
x(0,t) = /000 B(a)p(a,t)da

i*(0) + y(0,¢) = 0

de (2.27€), i*(0) = 0, desta forma,

com isso,

5° equagao,

y<0’ t) = 0;
6° equagao,
0) +p(0,t) = / B(a a) + p(a,t))da
0)+p(0.6) = [ Bla(a) + Bla)pla i,

O)—l—p(O,t):/ B(a)u da+/ B(a)p(a, t)d

porém, somando (2.27d), (2.27¢)) e (2.27f) e sendo s* i*(0) + r*(0) = u*(0), segue

ua:/o pla)u*(a)da

%%ﬁ+maﬂ=%%ﬁ+AwBWMMJwa

p@i%=£mﬁwmwiﬂa

Em suma, apos as substitui¢oes das equacoes de equilibrio, chegamos no sistema abaixo
Tq + 1 = =N (a)z(a,t) — Ma, t)s*(a) — Na, t)x(a,t) — p(a)z(a, t),
Yo + yr = N (a)z(a,t) + Ma, t)s™(a) + Ma, )z(a, t) — (u(a) +y(a))y(a, 1),

ou seja,

consequentemente,

pa +pr = —p(a)p(a,t),
x(0,1) / B(a)p(a,t)d
y(0,t) =

u(0, 1) :/0 B(a)p(a,t)da

Por fim, para obtermos um sistema linear do sistema acima, descartamos os termos qua-

dréticos nao lineares, ou seja :
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Tq 4z = =N (a)z(a,t) — Ma, t)s*(a) — pla)z(a,t),
Yo+ = N (@)z(a, t) + Ma, )s™(a) — (u(a) +7(a))y(a,t),

Pa +pr = —p(a)p(a,t),
2(0,) / B(a
y(0, 1)

p@i%=£ B(a)p(a, t)da

Este ¢ o sistema linearizado para a perturbagao de um equilibrio. Por ser um sistema
linear, entao tem solugoes separaveis, onde a funcao dependente do tempo é uma ex-
ponencial, assim como o modelo Mckendrick-von Foerster. Procuramos essas solucoes
na forma xz(a,t) = e’*z(a), y(a,t) = e’'y(a) e p(a,t) = e’'p(a). Substituindo as solugdes

dependentes de tempo pelas separaveis e, apos cancelar e, chegamos ao seguinte sistema:

a§+pw@=Awwa@+Amn%@—(mw+wm»mw,

?ﬂ)p( ) = —p(a)p(a),

/ 8a
/ Ba

que é um problema de autovalor. Nosso objetivo é encontrarmos o valor de p e as fun-

% + px(a) = =N (a)z(a) — XNa)s*(a) — p(a) z(a),
9,

(3.1)

¢oes z(a),y(a) e p(a). Para tanto, podemos obter a equagao caracteristica eliminando
gradualmente x(a), y(a) e p(a).

Derivamos a equacao caracteristica do equilibrio livre da doenca, o sistema do
equilibrio livre da doenga (3.1)) assume a forma

T + pr = =X a)gom(a) — p(a)z(a),
Yo+ py = Ma)go ( ) (1(a) +~(a))y(a),
DPa + pPp = —

p(a)p
/ B(a (3.2)
/ Bla
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pois s*(a) = s(0)7(a) e i*(a) = 0 compoem a solugao de equilibrio (solugao ja verificada),
desta forma, como de 0) s(0) = (bo, entdo s*(a) = ¢om(a) e, além disso, estamos

considerando que \*(a) = k1 (a) Jy° k2(a)i*(a)da, consequentemente, A*(a) = 0.

Uma tltima observacao é que
o) = k(@) [ hala)yla)da = M (a) (33
0

onde A\ denota uma integral envolvendo a variavel y(a). Para resolvermos este impasse,
na segunda equagao de (3.2]) deixemos do lado esquerdo os termos que aparecem y e sua

derivada, isto é,
Ya + (p + p(a) +7(a)y(a) = A(a)gor(a),

ou ainda, pela forma de 5\(@),

Yo + (p + p(a) +7(a))y(a) = Ak1(a)por(a). (3.4)
Note que
d [0+ uls) +(s) ds [0t nls) +(s) ds [0t nls) +(s) ds
2o |v(a)e = Ya(a)e” +(p+p(a)+7(a))e y(a).
. [0+ uls) +4(s) ds
Desta forma, ap6s multiplicarmos ambos os lados de (3.4]) por ¢ , obtemos

d ‘/nap + p(s) +(s)ds 5
L y(aye = Xéoks (0} (a)

integrando no intervalo de 0 até a

a g [+ nls) +(s) ds a_
/ L yme dn = / Aok () () diy
o aa 0

[“p+ n(s) +(s) ds

= yla)e” —3on [ ke dy
3 a —["p+ n(s) +7(s) ds
= yla) = An( [ kil dn)e .

~ [ o+ pls) +7(s) ds

= y(a) = A / k(e an

- [ ) ds —["p+(s) ds
= yla) =200 [ ket " e By
n
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De ([2.6)), considerando a; = a e ay = 7, chegamos em

U a a
1(s) ds - p(s)ds -, p(s)ds
e/“l = mla) =e h = m(a) =e h 7(n) = m(a),
(1) (1)
substituindo na ultima igualdade de y(a), vem
- a —/:/) +(s)ds
o) = Aén [ Biln(ae .
7

consequentemente,
—/:p +(s)ds

y(a) = Aor(a) / e an.

Determinada a forma de y(a), entao para o fator A de 1} tem-se

~ o0 ~ a —/nap + "/(8) ds
A= / ka(a)Adom(a) / B (n)e dn da,
0 n

ou melhor,
- - o0 a —/:/J +7(s)ds
= )\gbo/ kg(d)ﬂ'(d)/ ki(n)e dn da,
0 n

desde que A seja nao nulo, entao podemos cancela-lo na tultima igualdade, obtendo a
seguinte equacao caracteristica para p

~[*p+(s)ds
/n dn da.

=60 [ haanla) [ tale
0 0
Definamos o lado direito da tltima igualdade como uma fungao . na variavel p, com

segue:
a
_»/71 p+(s)ds

#(p)=n [ aamta) [l diy da.

Observe que decorrente da definigao em ([2.32)),

Para p real, .77 (p) ¢ uma fungao decrescente de p se tivermos k1 (n) > 0 nao identicamente

nula. De fato, para p; > ps temos que

pr > pa = pr+(s) = pa+(s),



44
para n < a,

P12 p2 = /P1+’Y(s)d52/02+7($)d5’
n n
= —/ p1+’y(8)d5§—/ p2+(s) ds,
n n

sendo e > 0,

7/nap1+’y(s)ds
p1=p2 = € <e

7/:/)1 +(s)ds

7/:/)2 +(s)ds

—/:pg +(s)ds

kl(a)e 1(& € )

como estamos considerando a > 0, entao

Nl -
~ [, pr(s)ds - ), P2 (s)ds

pLzp2 = / k(n)e dn < / ki(n)e dn.

0 0
Agora, recordemos que k(a,7) = ki(a)kz(7) < 0, como estamos considerando ki(a) > 0,
entdo ko(7) > 0, desta forma, para o nosso contexto, ¢o, m(a) e ka(a) sdo ambos nao

negativos, de tal forma que

—/:p] +(s)ds —/:pg +(s)ds

dn < ¢oﬂ(a)k201)j€akn(ﬁ)€ an,

wmmw/%mm

0

como 0 < oo e ¢y € uma constante, chegamos que se p; > po, entao

00 a —‘/:lﬂl +(s)ds 00 o —,/:r”Q o (s) ds
o0 [ hlae(a) [ mane dnda<on [ klata) [ e dnda
0 0 0 0

= H(p1) < H(pa2),
ou seja, a fungao J(p) ¢ decrescente.

Juntamente com a tltima discussao, note que em um primeiro caso %; > 1 implica

(0) > 0, além disso,
- ap+“/(s)ds
lim e /n =0,
pP—o0

consequentemente,

oo a - /:p +7(s)ds
lim J7(p) = lim gzﬁo/ kQ(a)ﬁ(a)/ ki(n)e dnda| =0,
0 0

ou seja, J é decrescente e, no intervalo [0,00), #(0) > 1 e, além disso, J(p) — 0
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quando p —» 0, desta forma, existe uma tnica solugao real p* positiva que satisfaz
A (p) = 1.

E, neste caso, o equilibrio livre da doenga ¢é instavel, visto que z(a,t) = e”z(a), y(a,t) =
e’*y(a) e p(a,t) = e”'p(a), por conseguinte, |z(a,t)],|y(a,t)| e |p(a,t)| tendem ao infinito,
em virtude de ¢t > 0. Consequentemente, se afastam do equilibrio livre da doenca, pois

em nosso estudo representam uma perturbacgao do equilibrio.

Outro caso é se Zy < 1, ou melhor, 5#(0) < 1. De forma analoga, chegaremos ao

fato que a equagao #°(0) = 1 tem tunica solugdo p*, porém negativa.

Por fim, mostremos que todas as solugoes restantes, que sao complexas, pois ja
verificamos as solugoes reais, tém parte real negativa. Para isso, suponha que exista
uma solugao complexa p = vy + iy, tal que ;1 > 0. Desta forma, usando a férmula
de Euler para ntmeros complexos e o fato que para uma funcao integravel f tem-se
| [ f(z)dz| < [|f(z)]dz, obtemos

A< o0 [ halarmta) [ e O o) dnda

—Cf)o/ ka(a)m(a )/ ki(n)e fn“W(S)dse—w(a—n)e—m(a—n)dnda
0

f i
o
[

— f: 'y(s)dsefyl(nfa)eiuz(nfa)dnda

@ [ e
/ ki(n)e =y (5)ds g —vr(a—m) - Jcos (ra(n — a)) +isen (va(n — a))| dnda
(@) [ e

_ = [y v(8)ds —v1 (a—n) - |cos (ra(a — 1)) — isen (va(a —n))| dnda,
como
‘ cos (Z/Q(CL — 77)) — 7sen (VQ(@ - 77))‘
= \/[COS(]/Q(G — 77))]2 + [— Sen(VQ(a - 77))]2
= Vcos?(va(a —n)) +sen?(vz(a — 1))
= V1
— 1,
segue que
|7 (p)|

= cbo/oook?(a)ﬂ(a) alﬁ() 2@ eT)  feos (vy(a — ) — isen (va(a — )| dida

_ ¢0/ ka(@)r(a) [ ka(n)e 5 7%= 1 g
0

J
J
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= %(Vl)
< (0) (pois 11 > 0)
= e@o <1,
isto é,
2 (p)| < 1,

consequentemente, nao existiria p tal que J#(p) = 1. Por conseguinte, 77 (p) = 1 tem

solugoes complexas apenas com parte real negativa.

Destas tultimas analises, o equilibrio livre da doenca é localmente assintotica-
mente estavel, visto que z(a,t) = e’'z(a), y(a,t) = e’'y(a) e pla,t) = e’'p(a), logo,
|z(a,t)|, |y(a,t)] e |p(a,t)| tendem a zero, em virtude de ¢ > 0. Consequentemente, estao
sempre proximas do equilibrio livre da doenga, pois em nosso estudo representam uma

perturbagao do equilibrio.

Em consonancia da explicacao feita neste capitulo, temos estabelecido o seguinte

teoremas:

Teorema 3.1. Se %, < 1, o equilibrio livre da doenca é localmente assintoticamente

estavel. Se Zy > 1, o equilibrio livre da doenga é instavel.
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4 PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO APLICADO AO MODELO DE
MCKENDRICK COM INFUSAO

A equagao de McKendrick em sua expressao temos apenas a taxa de morta-
lidade p(a) e, baseada nesta equagao, sao derivadas outras equagoes que envolvem taxas
externas, isto é, diferentes da taxa de mortalidade. Uma equagao decorrente dela é quando
consideramos uma infusado da populagao(influxo) f(a,t), nesta condigao, a dindmica po-

pulacional é descrita pela equacao

Dy(a,t) + p(a, t)y(a,t) = f(a,t), (a,t) € Qr, (4.1)

onde Dy representa a derivada direcional de y na dire¢do do vetor (1, 1), isto é

. a+h,t+h)—y(a,t
Dyt tim 2 1) =y(0.)

Se y ¢ suficientemente suave, entao

dy Oy

Isto justifica o fato que em muitos textos a equacao de McKendrick-Lotka-Sharpe é in-
troduzida como
dy

%(a, 1)+ 5 (a.1) + la, hy(a,t) = fla,0).

Aqui o processo de nascimento também é descrito pela lei da renovagao, assim como foi

abordada anteriormente,

A
v0.0)= [ Blaty(atda te©.7) (1.2)
0
e a distribuicao da populacao inicial por

y(a’ O) = y()(a)’ a € (07 A)v (43)

onde yq é uma fungao conhecida.

Nosso objetivo nesta se¢ao diz respeito ao problema de controle 6timo e, em parte,
o principio do maximo, desta forma, algumas demonstracoes serao omitidas. Além disso,
neste capitulo trabalharemos com as seguintes hipoteses:
(H1) 8 € L*(Qr), Bla,t) =0 ¢.s (a,t) € Qr;
(H2) po € Li,o([0, A) x [0,T]), p(a,t) 20 qs (a,t) € Qs

(H3) yo € L*(0,A), yo(a) >0 q.s a€(0,A),
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fe LY Qr), fla,t) >0 g5 (a,t) € Qr.
Diante disso, entendemos como solugio de (4.1)-(4.3) uma funcaoy € L> (0, T; L*(0, A))

que é uniformemente continua ao longo de quase todas as curvas caracteristicas e, além

disso, satisfaca

Dy(a,t) + pla,t)y = f(a,t) q.s. em Qr

hrglygt—i—s / B(a,t)y(a,t)da q.s. t € (0,T) . (4.4)
e—

lim y(a+¢€,¢) = yo(a g.s. a € (0,A)

e—0t

Teorema 4.1. O problema (4.1))-(4.3)) admite uma tnica solugdo. Esta solu¢ao é nao

negativa.

Demonstragao. Ver SEBASTIAN, VIORELI e VINCENZO (2010)| pagina 147. [

Teorema 4.2. Se a taxa de mortalidade, além das condigoes citadas, satisfaz
A
(H4) / pla,t — A+ a)da =400 qs. t € (0,7T)
0
onde p ¢ estendido por 0 em (0, A) x (—o0,0), entdo a solugao y para (4.1)-(4.3)) satisfaz
lim y(A—¢e,t—¢)=0qs. t€(0,7),
e—0t

isto &, y(A,t) =0 q.s. t € (0,7).

Demonstragao. Ver SEBASTIAN, VIORELI e VINCENZO (2010)| pagina 150. |

Teorema 4.3. Se (H1)-(H4) sao satisfeitas, entao (4.4 tem solucao fraca tnica.

Demonstragao. Ver SEBASTIAN (2011) pagina 27. [

Teorema 4.4. Seja y uma solugao de (4.1))-(4.3).
(1) Se f(a,t) >0 q.s. em Qr, entdo y(a,t) > 0 q.s. em Q7.
(1) Se B, s, Yoi, fi satisfazem (H1)-(H3) (i € {1,2}) e

Bila,t) = Ba(a,t), pila,t) < pa(a,t) q.s. em Qr;
yo1(a) > yoa(a) g.s. em (0, A);
fila,t) > fo(a,t) q.s. em Q.
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Entdo, y'(a,t) > y*(a,t) q.s. em Qr, onde y ¢ a solugdo para ({.1)-(£.3) correspondente
a L= B, 1=, Yo :=voi e [ = fi, i € {1,2}. Além disso, se f,, — fem L' (Qr) e f,
satisfaz (H3), entao

Yn —2 Y

em L> (0,T;L'(0,A)), onde y, sao as solugoes de (4.1)-(4.3]) correspondentes a f := f,,,

respectivamente.

Demonstragao. Ver SEBASTIAN, VIORELI e VINCENZO (2010)| pagina 151. |

Os resultados acima indicam que a solugao y € L> (0,T; L' (0, A)) de (4.1])-(4.3)

¢ uma solugao fraca, no sentido que satisfaz a igual abaixo

/ / —Dy(a,t) + pa, ip(a, t) — Bla, (0, £)] y(a, t) dadt

:/0 o(a,0)yo(a da+//fat (a,t) dadt,

onde ¢ é qualquer fungao absolutamente continua ao longo de qualquer curva caracteristica

é tal que

(e L>(Qr),

Dy € L' (Qr),

Dy — pp + Bp(0,-) € L= (Qr),
w(At)=0 qs. te(0,7),

L ¢(a,T)=0 qs.ae(0,4).

Para o que segue, denotemos por ® o conjunto de todas as fungoes ¢ com as propriedades

citadas acima.
4.1 Problema de Controle Otimo

Nesta se¢ao, estudaremos agora o problema de controle 6timo (PCO), isto é

T A
Maximizar / / u(a, t)y“(a,t) dadt (4.5)
o Jo

sujeito au € K ={w € L>® (Qr);0 < w(a,t) < L q.s. em Qr}, onde y* é a solu¢do para

Dy(avt) + M(av t)y(avt) = f(avt) - U(CL?t)y(a’at)? (CL?t) € QT
y(0,t) = i B(a,t)y(a,t) da, te(0,T) . (4.6)
(a)

y(av 0) = Yola S (0> A)
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Neste contexto, L > 0, K é o conjunto de controles admissiveis e u € K ¢é o controle.

Salientamos que u desempenha o papel de uma taxa de mortalidade adicional. A integral

T A
/ / u(a,t)y*(a,t)dadt representa a colheita total. Nosso objetivo é encontrar o con-
o Jo

trole que retorne a colheita maxima, tal controle é denominado “controle 6timo”. Nosso
b

primeiro passo é discutir a existéncia de tal controle, como segue no teorema abaixo.

Teorema 4.5. O PCO admite pelo menos um controle 6timo.

Demonstracao. Defina

U(u) = /OT /OA u(a, t)y“(a,t)dadt, ue€ K

e seja
d = sup ¥ (u).

ueK
Verifiquemos que d existe. Como u € K, entao u > 0 e py := p+u > p > 0, além disso,

f(a,t), B(a) e yo(a) sdo as mesmas para p; e i, consequentemente, pelo Teorema 4.4]

y“(a,t) < y%(a,t).

Dali, .
0<U(u) = / / u(a, t)y*(a,t) dadt
070 > u(a,t) € K

T A
< / / L-y“(a,t) dadt
o Jo

T A
= L/ / y*(a,t) dadt.
o Jo
T A
< L/ / v (a,t) dadt
o Jo

< 400,

> y*(a,t) < y(a,t)

(y°(a,t) é a solucao correspondente & u = 0), para qualquer u € K. Desta forma,
d € [0,00).

Agora, seja {un}, . C K uma sequéncia de controles satisfazendo

1
d—— <V (u,) <d. (4.7)
n
Com isso, realizando uma analise analoga & feita acima, concluimos

0 S yun (CL, t) S yo(a,t) g.s. em QT‘
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Logo, a sequéncia (y*") é limitada em L*(Qr). E assim, obtemos uma subsequéncia de

(y""), que por simplicidade ainda denotaremos por (y**), de tal forma que

y'n — y*  fraco em L*(Qr).

Recordemos o teorema e corolario de Mazur, os quais usaremos para conclusao

deste teorema.

Teorema 4.6 (Mazur). Um subconjunto convexo em um espago de Banach real é fraca-

mente fechado se, e somente se, ele é fortemente convexo.

Corolario 4.7 (Mazur). Seja {2, }neny uma sequéncia de um espago de Banach real X, o
qual é fracamente convergente para © € X. Entao, existe uma sequéncia {y, fnen C X,

yn € conv{zy; k > n+ 1}, n € N, tal que converge fortemente para x.

Usando agora o corolario de Mazur, para sequéncia (y)"" obtemos uma sequéncia

{4} satisfazendo

kn kn
Jo= Y, AWM, AP0, ) Ar=1 (4.8)

com k, > n+ 1, que segue da definicao de convexidade do conjunto e, além disso,

G — y*  (forte) em L*(Qr). (4.9)

Para o que segue, consideremos os controles u,, da seguinte forma:

Zf;n APyti(a, t)u(a,t) . kn o
Z—;‘i )\n u‘(a t) ) 5€ Yn = Z )\zy Z(aat)#o
Up(a,t) = i=n+1 0 Y ’ z':]?nﬂ
0 cosedn= > Ayi(a,t) =0
i=n+1

Afirmacgao: Estes controles sao tais que u, € K e

Gnla,t) = y™(a,1) . em Qr.

De fato, mostremos primeiro que u, € K. Para isso, note que:
i) Se

kn

> Ay (a,t) #0,

i=n—+1



entao, como em particular parai € {n+1,...k,} comn € N

0 <w(a,t) <L,

segue que
kn
OSZA”“Z(atuzat ZL/\”“’at
i=n+1 1=n+1
k n,,Us kn 7
0< Zz n+1)\ (a,t)u;(a,t) <L "; i a,t)
Z'L n+1 >\n ( ) f 7 ! a7t)
= 0<day(a,t) <L;
i1) Se
kn
> Ayi(at) =0.
i=n—+1
Entao,

Portanto, em qualquer caso,

0 <ip(a,t) <L qsem Q.

Agora verifiquemos que @,(a,t) € L=(Qr).

i) Se
kn
> ANyti(a,t) #0.
i=n+1
Entao,

it AT (a, u(a t) < it I (a, D ui(a, 1)
S Arytast) T T Ay (a, )]

|t (a, t)] =

de (4.8), A\ > 0 e pelo Teorema y'" sao nao negativas. Por conseguinte,

kn, n, u;
Zz n+1)\ Yy Z<a7t |uz(aat)|

|aﬂ(a7 t)’ S

Zk” )\"y“i(a,t L

kn
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LOgO, an(aa t) € LOO(QT)a

i1) Se
kn
> Aryt(a,t) =0,
1=n—+1
entao,

Ou seja , U, € L>®(Q7).

Portanto, em qualquer caso, @, € L>®(Qr). Consequentemente, das duas tltimas

verificacoes, u, € K.
Verifiquemos agora que 9, (a,t) = y* (a,t) q.s em Q. Ora, sabemos que 3" (a,t)
satisfaz
Dy (a,t) + p(a, t)y™ (a,t) = f(a,t) = any™(a,t), ()
visto que u,, € K. Por outro lado, seja y* a solu¢ao do problema
Dy“(a,t) + p(a, )y (a,t) = f(a,t) — ui(a, t)y" (a,1).

Dai, multiplicando ambos os lados por A}, vem

Dy“i(a O + p(a, t)y"i(a DA = fa, t)\} — ui(a Oy (a, t)A?

n

= Z Dy“i(a, t)\} + Z Yy i(a, b))\ = Z fla, )\ — Z w;i(a, t)y" (a, t) AL,

i=n+1 i=n+1 i=n+1 i=n+1

ou seja,

(Z y“i(a t)/\"> + p(a,t) (Z y“(a,t) )\") = f(a,t) ( Zn )\ZL> - Zﬂ ui(a, t)y"i(a, )AL (4‘10)

i=n+1 i=n+1 i=n+1 i=n+1

Decorrente do corolario de Mazur

Zy (a, t)A] e Zx\”—

i=n-+1 i=n-+1

Além disso, para §, = S0 ANy¥i(a,t) # 0 estamos considerando

i=n-+1
k . k
ATyt (a, t)uia,t n
Uy, = Litni1 n( - Jui(a, t) = UpTn = Z Ayt (a, t)u(a,t).
Ez =n+1 /\ Z(a t) i=n+1

Desta forma, (4.10)) torna-se
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Mas estamos considerando as hipoteses requeridas no Teorema 4.1}, por conseguinte, ha

unicidade do problema (*) e (**), isto é
gn(avt) = yan(aat) g.s em QT' (411)

Como (@,) ¢ limitada em L>(Qr), entdo ela é limitada em L?*(Qr). Desta forma,

(1,) possui uma subsequéncia, a qual ainda sera denotada (a,), tal que:

Uy — u* fracamente em L2 ,
(Qr) (4.12)

U (i,) = S0 i1 MY (ug) — d quando n — 400

Note que pela igualdade (4.11))

T A ) T A
= / / Up(a, )y (a,t) dadt = / / Up(a,t)yn(a,t) dadt.
o Jo o Jo

3 )\n i i
U(i,) = / / D il yyu“ Jn(a, 1) dadt = / / D o L G kesty dadt
z n+1 Z

= Z/ / Arytiug dadt = Z )\”/ / y"iu; dadt

i=n+1 i=n+1

= Zn AP ().

i=n+1

Logo,

= Zﬂ AP ().

i=n-+1

Assim, considerando o limite em (4.7)) e pelas convergéncias (4.9) e (4.12)), inferimos que

d= lim ¥(a,) = // “(a,t)y*(a,t) dadt.
n—oo
Nos resta provar a seguinte igualdade:
y*(a,t) =y (a,t) q.s. em Qr. (4.13)

Para tanto, recordemos que y%" ¢ uma solucio fraca de (4.6 correspondente & u := 4y,

1sto é:

/0 / [Dgla,t) + (ula,£) + (e, £))pla. 1) — Bla p(a, )]y™ (a. 1) dadt
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T A
= / / fla,t)p(a,t) dadt Yo € P.
o Jo

Passando o limite e usando o fato que w4, — u* fraco em L2, segue que y™ — y* em

L*(Qr), com isso, obtemos

/0 /O Dol t) + (la,t) + u (@, 8))o(a,t) — Bla, ola, Dy (a, ) dadt  (4.14)

T A
:/ / fla,t)p(a,t)dadt Yo € O.
o Jo

E, pelo Teorema |4.1], segue a igualdade (4.13)), pois este problema tem solucdo tinica e y*

¢ solucao de (4.14)), ou seja,
y*(a,t) =y (a,t) qs. em Q.

Desta forma,

T A T A
d= lim ¥(u,) = / / u*(a,t)y*(a,t) dadt = / / u*(a,t)y" (a,t) dadt.
o Jo o Jo

n—oo

Logo,
d=V(u").

Portanto, u* é um controle 6timo. [
O principio do maximo
Lema 4.8. Seja g € L™ (Qr). Entdo, o problema
DQ)O - :u(a’a t)QO - g(a, t) - 6(@7 t)¢(07 t)a (CL, t) S QT;

v (A, t) =0, te(0,7),
¢(a,T) =0, ac€ (0,A)

tem uma tunica solugdo . Ademais, se tivermos g(a,t) > 0 q.s em Qr, entao p(a,t) <0

q.s em Q7.

Demonstragao. Ver SEBASTIAN (2011) pagina 28. [

Teorema 4.9. Suponha que além de f(a,t) > 0 q.s em Qp. Se u* é um controle 6timo
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para o problema (PCO) e p é a solugao de

Dp — py = u*(1 + p) — B(a,t)y(0,t), (a,t) € Qr

y(At) =0, te(0,T) , (4.15)
y(a, T) =0, a€ (0,A)
entao
0 1 t) <0
Wt =4 O ety <0 (4.16)
L, sel+y(a,t)>0

Demonstragao. A existéncia e unicidade de p para (4.15]) segue pelo Lema . De fato,
temos da primeira equagao de (4.15)) que Dy — (u+u*)y = u*—5(a,t)y(0,t). Dai, note que
p+u* € L®(Qr), pois p e u* € L>®(Qr). Desta forma, considerando g = u* € L>*(Qr)

temos, pelo Lema a garantia da existéncia e unicidade.

Para qualquer v € L (Qr), tal que u* + ev € K para qualquer ¢ > 0 suficiente-

mente pequeno, obtemos

T A T A )
/ / wry" dadt > / / (u* + ev) y* Tdadt,
o Jo o Jo

visto que u* é um controle 6timo para o PCO, mediante a isto

T A T A
/ / (u* 4 ev) y* T dadt — / / w*y™ dadt < 0
o Jo o Jo
T A T A
= / / (u* 4 ev) y* Tdadt — / / wy dadt < 0
o Jo o Jo

A
= / / (u* 4 ev) y* T — u*y" dadt <0
= / / Y — ) 4 vy Tdadt < 0

u *tev yu*) .
= / / + vy Tdadt < 0,

u *+ev y
/ / = dadt +/ / e dadt < 0. (4.17)

Note que a convergéncia y* ¥ — y* em L* (0,T;L'(0, A)) com ¢ — 0T segue

ou seja,

pelo Teorema . Com efeito, y* ¥ & a solucao referente & p. 1= p+ (u* +cv) e y* é a
solucao quando consideramos o problema com p; 1= p+u*, ou seja, p. < 1, as funcoes de

influxo sao as mesmas para p; e cada p., ou seja, f. —> f1 e as demais func¢oes requeridas
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no teorema também sao as mesmas, consequentemente, a convergéncia esta verificada.

Lema 4.10. A seguinte convergéncia esté assegurada
1 * *
— [yt —y"] — zem L (0,T;L'(0,A)), quando e — 0F,
€

onde z ¢é a solucao para

Dz(a,t) + u(a, t)z(a,t) = —vy* —u*z, (a,t) € Qr
2(0,t) = [ B(a,t)z(a,t) da, te(0,T) . (4.18)
2(a,0) =0, a€(0,A)

Prova do lema. A existéncia e unicidade de z, a solugao de (4.18]), segue pelo Teorema
4.1, Para tanto, de inicio, observe que f = —vy*" € L'(Qr), pois v e y*  pertencem ao

L>®(Qr) e com isso

< |vlle@r - Iy

1= 1ol Iy

L=(QT)-

Logo, f € L®(Qr) e, portanto, f € L'(Qr). Ademais,

Dz(a,t) + (n+u)z(a,t) = —vy* <= A.18),

de tal forma que py = p+u* € L>®(Qr), visto que p e u* pertencem ao L*(Qr). Diante
dessas conclusoes, estamos nas hipoteses do Teorema |4.1}, consequentemente, o problema

(4.18) possui tinica solucao.

Para o que segue, denotemos

™ | =

we(a7 t) = [yu*+av(a7 t) - yu* (CL, t)} - Z(a’ t)? (CL, t) € Qr.

Reiteramos que para o sistema (4.6)) Y T ¢ a solucao para pu:= j+ (u* +ev) e y* para
p = p 4 u*, além disso, z é solugao (4.18)). Dai,

Dy* " + pfa, )y* " = fla,t) — (u* + ev)y” e, (4.19a)

donde, fazendo 1[(4.19a/— (4.198)] — (4.19d, tem-se que w. satisfaz

Duw.(a,t) + p(a, t)w.(a,t) = —u*w. —v [y“““” - y“*} .
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Além disso, é imediato que w, (0, t) fo (a,t)we(a,t), pois

* A * * A *
y" Te(0,1) :/ B(a, t)y* T (a,t) da, y* (0,t) :/ B(a,t)y* (a,t)da
0 0

z(O,t):/O Bla,t)z(a,t)da

Assim como w,(a,0) = 0, visto que y* ***(a,0) = 0, y* (a,0) = 0 e z(a,0) = 0. Por

conseguinte, w. é solucao de

Dw (a t) + u(a t) (a t)=—uww—v[y T —y"], (at)€Qr
= Jo'B (a,t)da, te(0,T) - (4.20)
w(a,O) =0, a€(0,A)

Diante disso, observe que f = —v[y* T — y*'] € L*(Qr). De fato, temos que

A T A X §
/] dadt:/ / wlly = — 4| dadt.
0 0

Recordemos que v € L>*(Qr), entao |v| < ||v|pe(Q,). Ademais, como estamos traba-

|f| — |UHyu*+sv o yu*

* * ~ . ~
lhando com y* ™ e y* sendo solugoes para seus respectivos problemas, entao ambos

pertencem ao L'(Qr), logo a diferenga também pertence, dai

T oA )
/ / [y T —y" | dadt < C4
0 Jo

com (' constante. Com isso,

T A T A i .
[ [ tsdade= [ [l = g dad
0 0 0 0
T A T A . .
- / / 7] dadt:HvHLoo(QT)/ / = — | dadt
0 0 0 0

T (A
= / / |f| dadt S ||UHL°°(QT)01 =C.
0o Jo
Consequentemente, f € L'(Qr). Disto podemos inferir que
fo=—oly" T =yl — f=0.

Como ja verificamos que y* ¥ —y*" — 0 em L> (0,T; L'(0, A)) quando € — 0T, entdo
podemos concluir via Teorema que w, — 0 em L> (0,T; L*(0, A)) quando ¢ — 0" e
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portanto, fica demonstrado o lema, pois
1 * *
w, — 0= - [y* T -y ] — 2
€

em L> (0,7;L'(0,A)) quando ¢ — 0%,
Continuacao da demonstragao do Teorema : Considerando o limite em (4.17)

para ¢ — 0" e usando o lema anterior,

T A )
/ / (u*z + vy ) dadt < 0. (4.21)
o Jo

Multiplicando (4.15)); por z e integrando sobre Q)7, encontramos

/ / (Dy — py)z dadt = / / *(1+y)z — Bla,t)y(0,t)z] dadt. (4.22)

Além disso,
D(yz) = (Dy)z + (D=2)y,

integrando sobre Qr

T A T A T A
/ / D(yz) dadt = / / (Dy)z dadt +/ / (Dz)y dadt,
o Jo o Jo o Jo
ou seja,

/OTy(A,t)z(A,t) —y(0,4)2(0,t)dt = /OT /OA(Dy)z dadt+/0T /OA(DZ)y dadt.

Na segunda equagao de (4.15)) temos que a y(A,t) = 0, logo

/OT —y(O,t)Z(O,t)dtz/OT/OA(Dy)z dadt+/0T/0A(DZ)y dadt.

Usando a segunda equacao de (4.18)), a saber, z(0, t) fo (a,t) da, segue

/OT —y(0,t) /OAB(a,t)z(a,t)dadt = /OT /OA(Dy)Z dadt + /OT /OA(Dz)y dadt.

Dai,
/OT/OA —y(0,1)B(a, t)=(a, 1) dadt:/OT/OA(Dy)zdadt+/OT/OA(DZ)ydadt_

;»/OT/OAy(o,t)g(a,t)z(a,t) dadt:—/OT/OA(Dy)zdadt—/OT/OA(Dz)ydadt.
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Somando e subtraindo fOT fOA uzy dadt ao lado direito e organizando um em cada uma das

parcelas ja existentes, vem

// (0,t)B(a,t)z(a,t) dadt = // (Dy)z— ,uzydadt—// (Dz)y+ pzy dadt,

ou ainda,

/ / (0,t)B(a,t)z(a,t) dadt = / / (Dy — py) dadt —/ / (Dz + pz) dadt,
T A T A T A

= —/ / 2(Dy—puy) dadt—/ / y(Dz+pz) dadt :/ / y(0,t)B(a,t)z(a,t) dadt.
o Jo o Jo o Jo

Somando a ultima igualdade membro a membro com a igualdade (4.22)), chegamos em

// (Dz + pz) dadt = // 1+ y)z dadt.

Com isso, pela primeira equacao de (4.18))

T A ) T A
_/ / y(—vy" —u*z)dadt = / / u* (1 + y)zdadt.
o Jo o Jo

T A T A
:/ / yvy“*+u*yzdadt:/ / u*z + uyz dadt.
o Jo o Jo
T A T A
:>/ / yoy® dadt:/ / u*z dadt
o Jo o Jo

T A ) )
/ / yoy" + vy" dadt < 0.
o Jo

/OT /OAU(a,t)(l +y(a, 1))y (a,t) dadt <0

e? por ‘ ?

Resultando em
para qualquer v € L (Qr) tal que u* + ev € K, para qualquer £ > 0 suficientemente
pequeno. Denotemos por V' o conjunto desses v's, ou seja,

V ={v e L™®(Qr);u" + cw € K, para qualquer ¢ > 0 suficientemente pequeno}

Diante disso,
(1+y(a, 1)y (a,t) € N (u*),

ou seja, (1 +y(a,t))y* (a,t) pertence ao cone normal de K em u*, isto &,

Nig(w*) ={v e V;{w —u*,v) <0 para qualquer w € K}
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Consequentemente, como um elemento w € K é tal que 0 < w < L, obtemos

w(a,t) 0, se (1+y(a,t))y* (a,t) <0
’ L, se (1+y(a,t)y" (a,t) >0

Por fim, estamos considerando f(a,t) > 0 q.s. em @7, por conseguinte, concluimos pelo
Teorema [4.1) que y* (a,t) > 0 q.s. em Qr e consequentemente (4.16]) esta verificada, ou
seja,
. 0, se 1 +y(a,t) <0
u*(a,t) = :
L, se 1 +y(a,t) >0

Corolario 4.11. Como consequéncia do Teorema obtemos que y, a solugao de (4.15)),

¢ uma solucao de

Dy_ﬂy:L(1+y)+_ﬁ<a7t)y(07t)v (a’vt> € QT
y(A,t) =0, te(0,T) - (4.23)
y(a,T) =0, a€ (0,A)

Além disso, o sistema (4.23)) tem uma tnica solugao.

Demonstracao. Temos que
(1+y)" = max{1+y,0},
nos pontos (a,t) € Qr que 1+ y(a,t) > 0 temos pelo teorema anterior que u* = L.
Agora suponhamos que y; e y» sejam duas solugoes distintas de (4.23)), desta forma,

w =Yy — Yy € solugao para

Dw — pw = L{(1 +y1)" = (L +y2)"] = B(a, t)w(0,t), (a,t) € Qr
w(A,t) =0, te(0,T) - (4.24)
w(a,T) =0, a€(0,A)

Note que |w| é solugao de

Dh — ph =(a,t) — 5(a,t)h(0,t), (a,t) € Qr
h(At) =0, te (0,7T)
h(a, T) = 0, a e (0,A)

onde

l(a,t) =L [(1 +y)t -1+ y2)+] sign (y1 — y2) — Bla, t)w(0,t) sign (y1 — y2) + B(a, t)|w(0,1)|.
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Basta observar que se y; > vy, entéo l(a,t) = L [(1 +y) T —(1+ y2)+} € No €aso Y > Yo,
tem-se (1+y1)" — (1 +y2)" < 0, consequentemente, {(a,t) = L [(1+y1)" — (1 +42)"].

Desta forma, desde que I € L™ (Qr) e l(a,t) > 0 q.s. em Qr, deduzimos pelo Lema
que |w(a,t)| <0 q.s. em Qr e consequentemente w(a,t) = y;(a,t) — ya2(a,t) = 0, ou seja,

q1(a,t) = g2(a,t) q.s. em Qr. [ ]

Até o momento, pelo Teoremal[d.5] temos a existéncia do controle 6timo, entretanto,

a unicidade é esclarecida pelo seguinte resultado:

Teorema 4.12. Seja u* um controle 6timo para o PCO. Além disso, consideremos

f(a,t) >0 q.s. em Qr, e que

p(a,t) >0 q.s. em Qr,

é(~, t) nao é uma constante estritamente positiva em gualquer

subconjunto de medida positiva para quase todo t € (0,7).

(4.25)

Sobre estas condigbes, a equagao (4.15)); implica que o conjunto

D= {(a,t) € Qr; yla,t) = —1}

tem medida de Lebesgue zero (y é a solu¢ao de (4.15)), além disso, u* é um controle

bang-bang. Com isso, o controle 6timo é tnico.

Demonstragao. Seja y a solugao de (4.15)). Para qualquer (a,t) € Int(D), tem-se

pois (a,t) € Int(D) desde que exista uma vizinhanga de (a,t) contida em D e consequen-

temente existem pontos suficientemente proximos de (a,t) que estao no Int(D). Diante

disso, de (4.15));

wla,t) = —pB(a,t)y(0,t) = —1 = —(a,t)y(0,t) q.s. (a,t) € D.

T I™

Desde que estejam satisfeitas, entdo meas(D) = 0, desta forma, y(a,t) # —1 q.s.
em 7. Com isso, de (4.16]) obtemos que u* é um controle bang-bang, pois ¢ 0 (y < —1)
ou L (y > —1), em que 0 < L. Mas y(a, ) é solugio tnica de (4.24)), por conseguinte, de
segue que o controle 6timo é tnico. |

Observagao 4.13. Se as hipoteses do teorema anterior se mantém, entao podemos con-
cluir que o estado adjunto y (que também é a soluc¢ao de (4.23)) ndo depende de f, nem

de yo. Denote por u* este controle 6timo.
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A ultima observagao permite-nos formular o seguinte resultado para o caso geral
fla,t) >0 q.s. em Qr :

Teorema 4.14. Se (H1)-(H4) sao satisfeitas, entdo o controle u* ¢ 6timo também para

o PCO correspondente ao influxo nao negativo f.

Demonstragdao. Considere f, € L' (Qr) tal que f,(a,t) > 0 q.s. em Qr e f, — f em
L' (Qr) (quando n — +o00). Denote por ¥,(u) a funcio de custo correspondente a
f = fn no PCO e por y* a solugado para (4.6 correspondente a u e f := f,,. O Teorema

[4.4] permite-nos concluirmos que para qualquer u € K,
Yn = Y"
em L>(0,T;L'(0,A)), quando n — +oo. Desta forma,
U, (u) = ¥(u) quando n — +o0.

Visto que para qualquer u € K temos ¥, (u*) > ¥, (u) e, usando a ultima convergéncia,

noés concluimos que u* é um controle 6timo para o PCO. [ |

Observacao 4.15. Em suma, se (H1)-(H4) sao satisfeitas, entdo o PCO admite um
tnico controle 6timo u*. Para encontrar u*, primeiro determinamos a solugao y de (4.23)).

Por conseguinte, pelos resultados aqui realizados, temos que o controle 6timo agora é dado
por (4.16)).
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5 SOLUCAO NUMERICA

Alguns modelos de equagoes diferenciais parciais, como os considerados anterior-
mente, sao complexos de obter solucao analiticamente ou mesmo diretamente por um
sistema de algebra computacional. Desta forma, precisamos de métodos numéricos para

obtermos aproximacoes das solugoes.

Entre os métodos conhecidos usaremos o método das diferencas finitas, cujo obje-

tivo é aproximar a solug¢ao em uma série de pontos no dominio.

Em geral, os autores usam o programa MATLAB, visto que é bastante conhecido
e usado para questoes do tipo. Entretanto, usaremos a linguagem Python, devido a
praticidade dela. Para obter os codigos usados aqui, acessar https://github.com/Jefthenri
/Codigos-TCC.

5.1 Meétodo numérico para o modelo McKendrick—von Foerster

O primeiro passo para o método ¢é discretizarmos o dominio, no nosso contexto:
2 ={(a,t):0<a<Aet>0}.

Para isso, tanto na direcao da idade a quanto na direcao do tempo ¢, consideremos uma
particao de tal forma que ela tenha o mesmo espagamento entre dois pontos consecutivos

e, além disso, a distancia entre dois pontos da idade e do tempo seja a mesma, ou seja,
Aa = At.

Da forma que discretizamos o dominio, para uma posicao i na direcao da idade e para

uma posicao n na direcao do tempo, tem-se:

a; =1iAa e t, =nAt.

Um adendo a respeito de Z ¢ que a idade méxima (A) e o tempo maximo (7°) sao
valores finitos, visto que é algo necesséario para conseguirmos aplicar o método computa-

cional.

Em geral, os quocientes ﬁ e % podem nao ser valores inteiros, entretanto, pode-

mos considerar a parte inteira destes quocientes, denotemos estes respectivamente por M

v-[] < -]

e N, ou seja:


https://github.com/Jeffhenri/Codigos-TCC.git
https://github.com/Jeffhenri/Codigos-TCC.git
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Como estamos considerando Aa = At, entao as igualdades acima indicam que na direcao
da idade obtemos uma divisao de M partes com distancia At e na dire¢ao do tempo N
partes com distancia At. Contudo, sem perda de esséncia, podemos realizar uma pequena

alteracao nos valores de A e T para que
A=MAt e T = NAt

Tal consideragao gera a seguinte malha quadriculada do dominio &

Figura 5.1 — Discretizagao do dominio .

Ly

n+1

0 7 1+ 1 Va

Fonte: Autor

O método numérico computa a aproximacao da solucao em cada ponto da malha,
isto é,

yz‘n ~ y(ai7 tn)'

Feita a discretizacao do dominio, resta discretizar a equacao diferencial, a condig¢ao
de contorno e a condic¢ao inicial. Para computarmos a estimativa da equacao diferencial

consideramos a = a;11 e t = t,. Desta forma, a equacao de McKendrick-von Foerster

([2.2) ¢ estudada como

15, 0
8_z(ai+la tn) + a—z(aiﬂafn) = —p(aip1)y(aiz1, tn).

Em juncao, substituimos as derivadas parciais por quocientes de diferencas, onde, respec-
tivamente, para derivada em a e t substituimos pelo quociente de diferenga progressivo (

Forward) e pelo quociente de diferenga regressivo (Backward), como segue

n n n+1 n
Yie1 — Y | Y1 Y1
Aa + At - MZ-‘rlyz—‘rl'
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Recordemos que em nosso estudo Aa = At. Logo,

n+1

Yirr =Y | Y1 — Y1 . om
AL + AL = —Mit1Yi+1s
ou ainda,
At —Hit1Yiqq-

Isto nos d& uma discretizacao das derivadas parciais ao longo das curvas caracte-
risticas. Assim, a soma das duas derivadas parciais é aproximada por um quociente de
diferenga ao longo das curvas caracteristicas. Note que este método é explicito, ou seja,
os valores de y no nivel de tempo n sao usados para calcular os valores no nivel de tempo
n + 1, mas o lado direito da equacao é calculado no nivel de tempo n. Diante disso, a
expressao anterior serd reformulada como método implicito. Isso nos permite avaliar o

lado direito no nivel n + 1. Isto é,

n+1

n
Yitr =Y T
Ay Hit1Yiyr -
At ’
A equacao acima é uma simples equacao linear que pode ser resolvida para y;fll,

gt =yt = = Atpayh =y Aty = gl = gl Atpga) = b,

dai,
n

yn+1 _ Y;
i+1 1 +At,ui+1‘

Portanto, se conhecemos todos os valores no nivel de tempo n, podemos calcular todos
os valores no nivel de tempo n + 1, exceto o primeiro. Para iniciar o processo, devemos
conhecer todos os valores ao nivel de tempo zero. Podemos calcular todos os valores no
nivel de tempo zero a partir da condigao inicial. Os valores de v no nivel de tempo zero
sao inicializados por

u) =g (a;), i=0,..., M.

Por fim, para aproximar o niimero de recém-nascidos, discretizamos a condigao de
contorno. Existem muitos métodos para discretizar integrais, no entanto, como a derivada
é discretizada com um método ndo muito preciso, entao o uso de um método preciso (como
o método de Simpson) para a integral é desnecessario e demanda muito custo programa-
cional. Desta forma, aproximamos a integral pela regra da extremidade direita. Apods
computar todos os outros valores no nivel de tempo n, computamos os recém-nascidos no

tempo de nivel n:
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n
up = B At,
=1

onde f (a;) = f.

Em suma, o método numérico das diferencas finitas para o modelo McKendrick—von

Foerster resulta em

n

ntl U o 1o = _
Wiy = T AL 1=0,.... M—1;n=0,.. N—1
0 _ .

u; =g (a;) , i=0,...,M

up =S BulAt n=1,...,N

O exemplo abaixo foi retirado de SEBASTIAN (2007), o autor usou MATLAB no
seu estudo, porém, usaremos a linguagem Python para obten¢ao da solu¢ao numérica.
No exemplo, para A = 1, T = 1, h = 0.02, (a,t) = 10a*(A — a)(1 + sen(wa/A)),
w(a,t) = e */(A—a) e yola) = e /2, tem-se:

Figura 5.2 — Taxas

20.0

= Taxa de natalidade 8

175 4 = Taxa de mortalidade u

15.0 4

12.5 4

10.0

7.5 1

5.0

2.5

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Autor

Em vermelho esta a plotagem da taxa mortalidade i e em azul a taxa de natalidade,
a qual é determina pela relacdo (2.4), a saber, w(a) = e~ Jo #(@)do,
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Figura 5.3 — Densidade

Densidade y(a, t)

Tempo 0.8

1.0 1.0

Fonte: Autor

A figura anterior descreve a densidade y(a, t) da populagao com a idade a no tempo
t. Podemos observar que na figura |5.2| a taxa de mortalidade permanece proxima de 1 até
a idade 0,5, posterior a isto ela cresce ilimitadamente, visto que x = 1 é uma assintota
vertical da fungao\taxa p. Por conseguinte, na figura observamos uma diminui¢ao
mais lenta da densidade nas idades iniciais(vermelho/azul claro) e mais rapida nas idades
finais(azul escuro). Além disso, a taxa de natalidade 8 tem maximo préximo da idade
0,61. Em jungao, vemos que o valor da condi¢do de contorno y(0,¢) no nivel n+1, o qual
é determinado por um somatoério envolvendo a taxa 3 e a densidade no level n, diminui
mais rapido nos tempos iniciais(vermelho) e mais lento nos finais(azul claro), isto indica
que com o passar do tempo(level), no tempo anterior(level) o nimero de nascidos referente
a todas as idades foi decrescendo. O fato que o maximo da taxa [ ocorre em 0,61 sugere
que, para o somatério que determinada cada ¥, as parcelas com maiores valores estao

associadas as idades que estao em torno da idade 0,61, independente do tempo.
5.2 Método numérico para o modelo estruturado por idade

As hipéteses usadas na segao [5.1] sdo mantidas aqui para discretizagdo do dominio,

o mesmo analisado antes, a saber,

72 ={(a,t): 0<a< At >0}.
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Ja as equagoes diferenciais substituiremos as derivadas parciais pelos quocientes de dife-

renga ao longo das curvas caracteristicas. Desta forma,

- 5?:-31 — 55

Sa+3t ~ At )
7 —t

. - il i,
TR TR
e

T+ 7T~ Tt

Considerando a = a;;1 e t = t,, segue que as equacoes do modelo estruturado por idade

(2.25)) tornam-se

’I’Z+1 n
Sit1 — 5 _\r on
AL 1S — Mi1Siis
it —
i+l ; n
At )‘z+151+1 (i1 + Vi) Lir1s (5.1)
’I’L+1 n
Tigp — T . n
A Yi+1%i41 — i1

Em (5.1), A", ¢ aforca de infecgao avaliada no nivel de tempo n. Aqui podemos facilmente
resolver para o nivel n + 1, mas a solugao serda nao negativa e se aproximara a solugao
continua apenas para um pequeno passo At. Assim, para tornar o método implicito,

substituimos

n n+1 0 n+1 n n+1

Siv1 N Sip1y Yig1 N liy € T =Ty

Em consonancia, mantemos A}, ; calculado no nivel n. Diante desta abordagem, obtemos

o seguinte sistema de aproximacao para as equagoes diferenciais

57':‘—11757'1 n+1
3 3
AT )\z—l—lSerl Hit18;41
n+1 in ntl
i+1 : _
L = AP = (Min + Vi) i, com i =0,...,M —1len=0,...,N—1
n+1 n
i+1 ~Ti ‘n+1 n+1
T h A = Vitllipr — M7

5.3 Meétodo numérico para o controle 6timo

Novamente, as hipoteses usadas na se¢ao sao mantidas aqui para discretizacao
do dominio. O Teorema e sua consequéncia, ou seja, o corolario oferecem uma
simples forma de obter uma solu¢ao numérica para o problema de controle 6timo. Como

segue:
1° Passo - Obter a solugao y para
Dy —py=L(1+y)" = B(a)y(0,1), (at) € Qr

y(A,t) =0, t e (0,7)
y(a,T) = 0. a € (0,A)



2° Passo - Obter o controle 6timo u* de acordo com (|4.16]).
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Novamente, usamos uma aproximagao por diferencas finitas regressiva. Para dis-

cretizar a primeira equacao utilizamos um método explicito, obtendo
J Jj—1
Yi —Yia j j j
BVl iyl = LTU(y)) — B,
em que

I(y) = (1+y)".
Multiplicando ((5.2)) por h,

y! —yl= — hpy! = h[LI(y]) — Biy]]

=~y + (1= hu)y! = hLI(y]) = Biyi)-
Somando /| e subtraindo h[LII(y!) — B;pl], vem

ylo = (1= hy)y! — h[LIL(y]) — Byl

—a

(5.2)

Exemplo 5.1. Para A =1,T =1, L = 10,At = 0.005, 5(a, t) = 10a*(A—a)(1+sen (5=)),

pla) = Ae_ ~e yo(a) = e 05 tem-se:

Figura 5.4 — Estado adjunto y

“""Vii"""""""'

‘\\\\&\ \m\\

d ojunipe opeis3
S
o

1.0

06
0.4
Rmpo

04\ ypd¢

0.2 0.2

0.0 0.0

Fonte: Autor

Observe que na figura anterior temos um conjunto de pontos tais que sua imagem

é inferior & —1, consequentemente, quando somamos 1 obtemos valores maiores que 0, por

outro lado, para os outros prontos, quando somado 1 a sua imagem resulta em valores
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maiores que 0. Com isso, decorrente do Teorema [4.9 o controle 6timo fica determinado

COomo segue:

Figura 5.5 — Controle 6timo

Controle étimo

0.0 0.0

Fonte: Autor

Em particular, para o tempo ¢t = 0,4, temos

Figura 5.6 — Controle 6timo em t = 0.4

10 4 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Autor

Nas figuras [5.5] e [5.6] notamos que, a depender do ponto, o controle é 0 ou 10, que
sao os valores limites do conjunto K, este tipo de controle é denominado bang-bang em

virtude desta caracteristica, isto é, assume apenas valores dos extremos do conjunto de

controle.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A analise e a compreensao dos casos acerca de uma enfermidade tornam-se cada vez
mais necessarias por parte da matematica, visto que permitem obtermos resultados tanto
do atual cenario, quanto dos possiveis caminhos que os envolvidos vivenciarao. Desta
forma, evidenciando para os 6rgaos responsaveis as formas mais viaveis de lidar com o

atual momento.

Diante disso, o referente texto buscou apresentar e discutir, de forma introdutoéria,
detalhada e didatica os dois modelos da teoria de modelagem matematica com énfase na
epidemiologia, a saber, o modelo SIR e o modelo Mckendrick-Von Foerster. Em suma, foi
descrita a construcao das equagoes que constituem os modelos, facilitando a compreensao
das variaveis envolvidas, assim como uma anélise sobre a solucao analitica obtida por
meio do método das curvas caracteristicas e, finalizamos com um método numérico que
nos permite obter, quando possivel, a solucao quando as fungoes que descrevem as taxas

sao mais complexas.

Desta forma, o objetivo central do trabalho foi alcancado e, conseguimos nao so6
descrever dois importantes e conhecidos modelos, como também permitimos que o leitor

obtenha a solucao deles, analitica ou numérica.

Finalmente, destacamos o fato que os modelos apresentados sao introdutoérios,
porém, triviais para aqueles que tém tendencia no estudo em epidemiologia e, ha diversos
modelos baseados neles que, por sua vez, envolvem outras varidveis e caracteristicas acerca
do conjunto analisado. Em consequéncia, recomendamos ao leitor o estudo sobre essa
ampliacao e construgao de modelos que, possivelmente, possam ser mais eficientes que os

estudados aqui.
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APENDICE

A.1 Espacos L, e sequéncias

Definigao A.1l. Duas fungoes em L(Q, M, i) sao ditas equivalentes se elas sao iguais
quase sempre. A classe de equivaléncia determinada por f em L é algumas vezes denotadas
por [f] e consiste de todas as fungdes em L as quais sdo equivalentes a f. O Espacgo de
Lebesque L' = LY(Q, M, ) consiste de todas as classes em L. Se [f] pertence a L',

definimos sua norma por

11l = / \Fldp.

Observagao A.2. Por simplicidade escrevemos apenas L'(2).

Definicao A.3. Seja p € R com 1 < p < 0o, escrevemos
LP)={f:Q—=R: [ émensuravel e|f[’ € L'(Q)}

COIIl norma

1/p
Wl = 1l = £l = ( / If(fv)l”du> .

Exemplo A.1. A funcéo f(z) = 2='/* € L*(0,1), mas sua derivada q.s f'(z) = —1275/1 ¢
L2(0,1).

Solugao: De fato,

! _ 2 1 1 1
/O(x 1/4) dx:/o ﬁdx:2\/5‘0:2<oo

isto ¢, f € L?(0,1). Porém, para a derivada de f q.s, temos

2

1 1
L 1/ ~5/2 21 3
_ dr = do = — = =
/0[4(33 )} T =16 Oa: x 3167 ) 00

Definigao A.4 (Convergéncia Forte). Uma sequéncia (x,) em um espago normado X ¢
dita ser fortemente convergente ou que converge na norma se existe um elemento x € X
tal que

lim ||z, —z|| =0
n—oo
Notacao: lim,,_, *, = x ou x,, — .

Definigao A.5 (Convergéncia Fraca). Uma sequéncia (z,) em um espago normado X ¢
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dita ser fracamente convergente se existe um elemento = € X, tal que para todo f € X',

temos

lim f(x,) = f(x).

n—0o0
O elemento x é chamado o limite fraco de (z,,) e dizemos que (x,,) converge fraco para .

Notagao: z,, — = ou x, 5 .
Definicao A.6. Escrevemos L>®(Q2) = {f : & — R : f & mensuravel e existe C' > 0 tal

que |f(z)| < C q.s sobre Q} com norma

| fllLe = || flloc = supess f =inf{C :|f(x)| < C q.s sobre 2}

A seguinte obervagao implica que || - ||« € uma norma:

Observacao A.7. Se f € L>(f2) entdo temos
[f(@)] < || flloc q-s sobre €.
De fato, existe uma sequéncia C,, tal que
Cn = || flls € | f(x)| < Cy q.s sobre

Portanto, |f(z)] < C, para todo z € Q\E,, com |E,| = 0. Escrevemos E = J,_, E,,

assim, temos que |F| =0 e
|f(x)] < C,,Vn € NVe € Q\E.

Portanto,
[f(@)] < || fllos, Vo € Q\E.

A.2 Controle 6timo e Bang-Bang

A teoria do controle lida com o controle de sistemas dinamicos. O objetivo é
desenvolver um modelo ou algoritmo que governe a aplicacao das entradas do sistema
para conduzir o sistema a um estado desejado, minimizando qualquer atraso ou erro em
regime permanente e garantindo um nivel de estabilidade de controle; muitas vezes com
o objetivo de alcangar um grau de otimizacao. Tal teoria tem muitas aplicagoes, em
particular, na engenharia e biologia. Dentro do estudo de controles temos o controle

6timo, o qual esta descrito abaixo.

Um problema de controle 6timo bastante geral pode ser formulado da seguinte
forma:

minimizar £ (u,z")



7

sujeito a u € K, onde u € a solugao para
F(u,z) =0 (A.1)
Aqui U, X, Y sao espacos Banach reais, K C U é um subconjunto fechadoe £ : U x X —
R, F:U x X — Y fungoes dadas. U é o conjunto dos controladores.
Assumindo que para qualquer u € K, a equagao ({A.1]) admita solugao tnica deno-
tada por z". Dizemos que o controle u* € k é 6timo se
L(u*,2") < L(u,z")
para qualquer u € K. O par (u*,m“) é um par 6timo e L (u*, x“*) é o valor 6timo do
funcional de custo. Em suma,

Em problemas de controle 6timo, as vezes é o caso de um controle ser restrito
a estar entre um limite inferior e um limite superior. Se o controle 6timo muda de um
extremo para o outro (isto ¢, estritamente nunca esta entre os limites), entdo esse controle

¢ chamado de controle bang-bang.

A.3 Cone normal

Definicao A.8. Seja K um subconjunto convexo fechado do espago real de Hilbert V
munido de uma produto interno (-,-) e u € K. O conjunto

Ni(u) ={w € V; (v — u,w) < 0 para qualquer v € K}

é chamado de cone normal a K em u.

Exemplo A.9. Seja V = R munido do produto usual e K = [a,b] (a,b € R,a < b), entdo

RT, u=0
Ng(u) =< {0}, a<u<b.

R™, u=a
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