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RESUMO

No presente trabalho é feita uma apresentacdo da gama generalizada exponenciada
(GGE) introduzida por Cordeiro et al. (2009). A distribuicdo GGE possui quatro
parametros e é geralmente utilizada em analise de sobrevivéncia. Apds a
apresentacao de alguns casos particulares da GGE, estimaram-se seus parametros
pelo método da maxima verossimilhanga. Os ajustes foram comparados com o
modelo da distribuicio gama generalizada (GG) (STACY, 1962), e também
comparado com o da distribuicdo Weibull. A utilidade do modelo proposto € ilustrada
com a aplicagdo a dois conjuntos de dados de sobrevivéncia, um relativo ao valor
médio do Nursing Activities Score (NAS) e o outro contendo dados censurados
relativos a saude (AIDS). A comparacéo dos ajustes mostrou que a distribuicao
gama generalizada exponenciada, apresentou melhor ajuste para os dados em
estudo, segundo o teste da razdo de verossimilhanga e as estatisticas AIC, BIC e
CAIC, se mostrando mais flexivel quando comparada com a distribuicdo GG e a
Weibull.

Palavras-chave: Gama Generalizada. Gama Generalizada Exponenciada. Weibull.
Analise de Sobrevivéncia. Maxima Verossimilhanca.



ABSTRACT

In the present work, a presentation of the generalized exponentiated gamma (GGE)
introduced by Cordeiro et al. (2009). The GGE distribution has four parameters and
is generally used in survival analysis. After the presentation of some particular cases
of the GGE, its parameters were estimated by the maximum likelihood method. The
fits were compared with the generalized gamma distribution (GG) model (STACY,
1962), and also compared with the Weibull distribution. The usefulness of the
proposed model is illustrated by applying two sets of survival data, one relating to the
mean value of the Nursing Activities Score (NAS) and the other containing censored
data relating to health (AIDS). The comparison of fits showed that the exponentiated
generalized gamma distribution presented a better fit for the data under study,
according to the likelihood ratio test and the AIC, BIC and CAIC statistics, being more
flexible when compared to the GG and Weibull distributions.

Keywords: Generalized Gamma. Exponentiated Generalized Gamma. Weibull.
Survival Analysis. Maximum Likelihood.
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1 INTRODUGAO

As distribuicbes gama generalizada, exponencial, Weibull, log-logistica e log-
normal sao tidas como as distribuicdes de probabilidade mais classicas no ramo de
analise de sobrevivéncia da area de estatistica. As distribuicdes de probabilidade
sao de extrema importdncia em analise de sobrevivéncia, pois é a partir delas que
modelamos os dados de sobrevivéncia coletados e podemos fazer inferéncias sobre
os casos em estudo. Essas distribuicdes sdo denominadas modelos probabilisticos
ou paramétricos (CORDEIRO e CASTRO,2003).

Os dados em analise de sobrevivéncia referem-se ao tempo até a ocorréncia
de um evento de interesse. Este tempo é denominado tempo de falha e apresenta
algumas caracteristicas especiais. A primeira € que a variavel resposta, geralmente,
apresenta distribuicdo assimétrica positiva, ndo sendo, portanto, adequado assumir
que tenha distribuicdo normal. A segunda caracteristica € uma espécie de dado
incompleto onde a falha n&o ocorreu até o fim do estudo ou simplesmente porque o
acompanhamento do paciente foi perdido ou interrompido, o que acaba se tornado
uma das principais caracteristicas dos dados em analise de sobrevivéncia pois &
muito improvavel que em estudos nessa area nao ocorra algum tipo de censura, que
€ a observagao parcial da resposta (COLOSIMO e GIOLO, 2006).

Para inferir como determinada doenga ou fenbmeno age sobre um paciente
ao longo do tempo é essencial obter informagdes de uma determinada amostra
(conjunto de dados), no contexto de analise de sobrevivéncia uma das formas de
obter algumas dessas informagdes é estimando os parametros de uma distribuicéo
para o conjunto de dados coletados e € nesse sentido que este trabalho se
apresenta fazendo uma breve apresentacdo e aplicagdo da distribuicdo gama
generalizada exponenciada proposta por Cordeiro et al. (2009) em contrapartida
com as distribuicdes gama generalizada (STACY, 1972) e Weibull.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho foi estimar os parédmetros da
distribuicdo gama generalizada exponenciada, gama generalizada e Weibull pelo
método de maxima verossimilhanca a partir de uma amostra de dados de
sobrevivéncia, relativa ao valor médio do Nursing Activities Score (NAS) e AIDS.
Comparando o ajuste das distribuigbes segundo o teste da razdo de verossimilhanca
e as estatisticas AlIC, BIC e CAIC.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta secao é feita uma revisao sucinta sobre analise de sobrevivéncia assim
como os métodos inferenciais para analise de dados de sobrevivéncia, formando o
embasamento tedrico necessario para o entendimento do trabalho relacionado ao

objetivo da pesquisa.

2.1 Conceitos basicos em analise de sobrevivéncia

A analise de sobrevivéncia é caracterizada pelo fato que a variavel resposta é
composta de dois fatores, o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse e
frequentemente pelas censuras (Colosimo e Giolo, 2006). O evento em estudo é
denominado falha e o tempo até a ocorréncia da falha é chamado de tempo de falha.

A censura é o registro parcial do tempo de falha, devido a perda ou retirada
de um elemento do estudo. A censura é dita ser do tipo | quando ocorre devido ao
término do estudo apds um periodo de tempo pré-determinado e, do tipo |l quando
ocorre devido ao término do estudo apos um numero de falhas fixado previamente e
censura aleatoria, sendo a mais comum em situagdes praticas, quando um elemento
deixa o estudo sem que o evento de interesse tenha ocorrido.

As censuras previamente citadas sdo conhecidas como censura a direita, pois
a falha ocorre sempre a direita do tempo registrado. Existem ainda outros
mecanismos de censura, como por exemplo, as censuras a esquerda, em que 0
tempo registrado € maior que o tempo de falha; e censura intervalar, na qual ndo se
sabe o tempo exato de falha, e a Unica informacgao disponivel é que o tempo de falha
ocorreu em certo intervalo de tempo. Neste trabalho, entretanto, sera adotado
apenas 0 mecanismo de censura aleat6ria a direita que sera denominada

simplesmente por censura.

2.1.1 Representacao dos dados em analise de sobrevivéncia

Considere T uma variavel aleatoria que representa o tempo de falha de um
paciente e C, outra variavel aleatodria independente de T, representando o tempo de
censura associado a este paciente. Logo o que se observa para este paciente é,

portanto,

t:min(T,C)
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5o {1 se T<C
0 se T>C
Os dados de sobrevivéncia para o individuoi(i =1,...,n) sob estudo séo
representados, em geral pelo par (#,,6,) sendo ¢, o tempo de falha ou de censura e
o, a variavel que indica a falha ou censura, ou seja,

1 se tt é um tempo de falha

i

0, = ’ ,
0 se ¢t ¢ um tempo de censura

Desta maneira, a variavel aleatéria resposta em analise de sobrevivéncia é

representada por duas colunas no banco de dados.

A distribuicdo da variavel aleatéria T pode ser especificada por meio da
funcdo de densidade de probabilidade, funcdo de sobrevivéncia ou fungdo de taxa
de falha.

2.1.2 Distribuicao do tempo de sobrevivéncia

Seja T uma variavel aleatéria, ndo negativa, que representa o tempo de vida
de um individuo proveniente de uma dada populacdo homogénea. A distribuicdo de
T pode ser caracterizada por meio da funcao de densidade, funcdo de sobrevivéncia
ou fungao de risco.

A funcéo densidade de probabilidade f(t) € definida por:

- P(t<T<t+ At) O0F(t)
Fo= & o
em que F(t) = P[T < t] é a funcao distribuicdo acumulada (fda) de T. No contexto da
analise de sobrevivéncia, a fungao f(t) pode ser interpretada como a probabilidade
de um individuo sofrer o acontecimento de interesse no intervalo de tempo At e

possui duas propriedades:

ftH)=0ce j f(tdt =1
0
A funcédo de sobrevivéncia, S(t), é definida como sendo a probabilidade de
ocorréncia do acontecimento de interesse apds o instante t. A funcdo de

sobrevivéncia define-se entao da seguinte forma:

S(t) = P(T'>0) = f T fdx,

em que: lim;_, S(t) = 1e lim;,, S(t) = 0.
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Em termos clinicos, a fungdo de sobrevivéncia representa a probabilidade de
um individuo sobreviver além do instante t.

A funcéo risco, h(t), representa o risco instantdneo no instante t condicional a
sobrevivéncia até o tempo t. Define-se da seguinte forma:

Pt<T<t+ AtlTZt)_ f()
At —S()

e =

2.1.3 O estimador klapan-Meier

As Em 1958, Kaplan e Meier propuseram um estimador ndo-paramétrico para
a funcao de sobrevivéncia, quando se tem a presenca de uma amostra censurada.
Este estimador é designado por estimador de Kaplan-Meier ou estimador produto-
limite.

O estimador considera na sua construgdo um numero de intervalos de tempo
igual ao numero de falhas distintas, sendo os limites dos intervalos os tempos de
falha da amostra.

Dessa forma, o estimador de Kaplan-Meier, pode ser definido como:

so- T1(457)- [1(-5)
Jit(g)st Jitgyst
em que ty), to),..., ti representam os k tempos de falha distintos e ordenados, d; € o
numero de falhas em {;, j = 1,..., k, € n;é o numero de individuos sob risco em f; , ou
seja, os individuos que nado falharam e nao foram censurados até o instante
imediatamente anterior a {;.
2.1.4 A fungao de verossimilhanga em analise de sobrevivéncia

Através do método de maxima verossimilhanga € possivel incorporar as
censuras, presentes em muitos dados de tempo de vida.

Considere uma amostra de variaveis aleatorias independentes T4 T,,...,T, de
tempos de sobrevivéncia.

Supondo que os dados consistem de n pares observados (t1,01), (t2,02),...,
(t,,0n) em que t; € o tempo de falha ou censura, ; € o indicador de censura cuja
distribuicdo envolve um vetor de parametros 6. Nesse caso, a fungdo de

verossimilhanga considerando censura ndo informativa é dada por:
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n

L@ = | [urc o0 sce oy,

i=1

em que f(t) e S(t;) sao as fungdes densidade probabilidade e de sobrevivéncia para
cada variavel aleatéria T;, respectivamente. Observe que, a contribuicdo de cada
observacado nao censurada é a sua funcao de densidade e que cada observacao

censurada contribui com a fungao de sobrevivéncia.

2.2 Distribuicao Generalizada

Durante os ultimos anos diversos pesquisadores tém se esforcado para
conseguirem generalizagdes de distribuicdes ja conhecidas, sempre no intuito de
tornarem os modelos mais flexiveis de forma a apresentarem um ajuste melhor a
uma ampla gama de dados e também outras distribuigbes como casos particulares.
Nesse contexto existem as classes de distribuicbes generalizadas que sdo métodos
para obter generalizagbes de distribuicbes, dentre essas classes temos como
exemplos: a classe das distribuicbes Marshall e Olkin, a classe de distribuicbes
estendidas, a classe das distribuicdes exponenciadas, a classe de distribuicdes beta,
a classe Kumaraswamy entre outras.

A distribuicdo gama generalizada exponenciada € uma familia pertencente a
classe exponenciada. Deste modo, daremos maior atengdo a essa classe de
distribuicbes modificadas.

2.2.1 Classe de distribuigao exponenciada

A classe de distribuicdes exponenciadas € obtida elevando a fungdo de
distribuicdo acumulada de uma distribuicdo ja conhecida ao expoente A (A>0), ou
seja:

FO =[G

Em que g(u)é a distribuicdo conhecida previamente e G(t):j(jg(u)dué a
acumulada dessa distribuigao.

Deste modo a nova fungdo de densidade é dada por f(t)=Ag()[G®)]". A

funcdo de sobrevivéncia e risco sdo dadas respectivamente por:

AZOIGOT™

S(t)y=1-F(t) e h(t)= 1[G
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Nesta forma, A € visto como um novo parametro e da mais flexibilidade ao
modelo, além de que geralmente a nova distribuigdo possuira pelo menos a antiga
como caso particular, 1 =1.

2.2.2 Distribuicao gama generalizada

A distribuicdo gama generalizada (GG) foi introduzida por Stacy (1962) e
despertou o interesse de diversos pesquisadores pelo fato de representar uma
familia paramétrica que possui como casos particulares outras distribuicdes
amplamente utilizadas na analise de dados de tempo de vida. Esta propriedade da
distribuicdo GG, faz com que a mesma seja de grande utilidade, como por exemplo,
na discriminacdo de modelos probabilisticos(ORTEGA; CORDEIRO; PASCOA,
2011).

Nos ultimos anos diversos trabalhos envolvendo a distribuicdo GG foram
propostos, dentre os quais destacam-se, por exemplo, Nadarajah e Gupta (2007)
que usaram a distribuicdo com aplicacbes em dados de seca. Ali et al. (2008)
derivou a distribuicdo exata do produto X:X> em que X; e X, sdo variaveis aleatoria
independentes GG, provenientes dos resultados de dados de seca. Ortega et al.
(2008) comparou trés tipos de residuos baseado no componente de deviance no
modelo de regressdo GG usando observagdes censuradas. Nadarajah (2008)
apresentou um estudo sobre o uso da distribuicdo GG em engenharia elétrica e
eletrénica. Cox (2008) discutiu e comparou a familia F-generalizada com o modelo
GG. Malhotraet al. (2009) modelou o sinal wireless por meio da distribuicdo GG e
analisou o desempenho do sinal. Cordeiro et al. (2009) propds a distribuicdo gama

generalizada exponenciada.

Seja T uma variavel aleatéria com distribuicdo GG proposta por Stacy (1962),
cuja fungao de densidade, denotada por f(f), € dada por:

exp [— (é)r] ,t >0, (D

em que a > 0 é o parametro de escala, 1> 0 e k> 0 sdo os parametros de forma e I

Tk—1

f@ = aFT(k) (é)

(k) € a fungdo gama, definida por:
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[(k) = f £5=1 exp(—t) dt.
0
A Figura 1 mostra o grafico da fungédo densidade probabilidade da distribuigdo
GG para diferentes valores de parametros. Se T € uma variavel aleatoéria positiva

com distribuicdo GG com parametros q, T e k, entédo, denota-se que T~ GG (q, T, k).

a=1.5;1=1.2; k=0.5
a=1.1;1=2; k=1.3
a=3; 1=6; k=0.5
0=2.7;1=4.3; k=2.4
=3.9; 1=4.5; k=0.8
a=0.6; 1=1.3; k=5

A

/

0 1 2 3 4 5
t
Figura 1: Grafico da fungdo densidade da distribuigdo GG para diferentes valores de

parametros.

Varios trabalhos ja estudaram as propriedades da distribuicdo GG, dentre os
quais destacam-se Stacy e Mihram (1965), Prentice (1974), Farewell e Prentice
(1977) e Lawless (1980, 2003). A média e a variancia da distribuicdo GG sao dadas

por:

Tk+1 Tk+ 2
L vt L

EM = T G

A distribuicdo GG € uma familia paramétrica que possui alguns casos
particulares. Quando T = kK = 1 na equacédo (1) temos a distribuicdo exponencial,
quando T = 1 temos a distribuicdo gama. Para k = 1 temos a distribuicdo Weibull,
para a= 1/\, T = 2 e k = 1 temos a distribuicdo Rayleigh, outros submodelos podem

ser vistos, por exemplo, em Lawless (2003). As fungdes de distribuigdo acumulada
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F(t), de sobrevivéncia S(t) e de risco h(t) sdo expressas, respectivamente, por;

F(t) = P[T < t] = V(kfgli/)“)f = (1k) jo (é)ka-l exp(—w) dw = {yl [k, (é)]}

S =1-F@t) =1- {yl [k, (é)} e

fw_ e[ (5)
SO = ot exp [ (2) ] dx

h(t)

em que vy (k; x) =f0°° wk=le~W dw é a fungdo gama incompleta e y4(k; x) é a razdo da
funcdo gama incompleta, definida por yi(k; x) = y(k; x)/T(k), que €& facilmente
implementada em varios pacotes estatisticos (R, SAS, Ox). A Figura 2, mostra em
(a) o grafico da fungdo risco da distribuicdo GG para diferentes valores de
parametros. Em (b) o grafico da funcdo de sobrevivéncia da distribuicdo GG

variando o parametro a.

1.0

— a=3;176,k=0.5
— =0.5;1=0.5;k=0.1
— 0=15;1=2.7,k=0.2

0.8

06
L

0.4

02
L

0 1
I I
0.0
I
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Figura 2: (a) grafico da fungdo risco da distribuicdo GG para diferentes valores de
parametros. (b) grafico da fungdo de sobrevivéncia da distribuigdo GG variando o

parametro a.

Algumas outras propriedades da distribuicdo GG podem ser encontradas em
Lawless (2003).

2.2.3 Adistribuicao gama generalizada exponenciada

Como ja foi dito, a distribuicdo gama generalizada exponenciada é uma
distribuicao pertencente a classe de distribuicdes exponenciadas, desta forma a
GGE (CORDEIRO et al., 2009) pode ser obtida elevando-se a acumulada da GG a

potencia A, ou seja, F(t) = [G(t)]l. Sendo assim a expressao da fungido densidade de

probabilidade da GGE com quatro parametros q, 3, k e A, pode ser escrita como

LOF() AP ‘ Bl-1 (1 Y] ijﬂ A-1
f(t)_—at _—al“(k)(a} exp{ (aj }{7/{&(0{ , t>0.(1)

Para verificar que f£(r)é uma fungdo de densidade de probabilidade, basta

provar que
f0=z0e [ ftdi=1.

A desigualdade f(r) > 0 decorre diretamente do fato de G(¢) = I;g(u)du >0,

pois g(¢)>0. Para provar que j: f(t)dt =1 basta fazer a substituicao

AV B (1 p-1 G
u=y, [k,(—j } , desta forma teremos du = (—j exp —(—j sendo assim a
(04

al (k) a a
integral fica da seguinte forma:
0 _ 0 -1 . ) oo_
Jo f(t)_.[o Au du_':u i|o =1,
Note que a ultima igualdade é valida, pois u = G(r) com G(0)=0 e limG()=1.

A Figura 3mostra o grafico da fungcdo densidade variando apenas o novo
parametro e fixando os valores de q, B e k,a Figura 4 mostra o grafico da funcéo de

densidade da GGE para alguns valores de q, 3, k e A.



21

Q]
\ — a=1; B=1; k=1; 2=1
— o=1; B=1; k=1; A=1.5
© a=1; p=1; k=1; A=10
o 7 a=1; B=1; k=1; A=20
— o=1; B=1; k=1; A=0.01
a=1; B=1; k=1; A=0.1
© _|
o
q" | /
=)
N
o L \\
N K |
© |
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3 - Grafico da densidade da GGE com os parametrosa=p=k=1¢eA

variando.
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Figura 4 - Grafico da fungao densidade da GGE para alguns valores de a, 3, k
eA.
A funcao de distribuicao acumulada, a funcdo sobrevivéncia e a fungao taxa

de falha séo, respectivamente, expressas por:

Y * Pk
et ]
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S(t)=1—F(t>=1—{n Héﬂ} e (2) |
w--2ile) ot b T

A Figura 5 mostra o grafico da fungcdo de sobrevivéncia para alguns valores
deaq, B, keA
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Figura 5 - Grafico da fungao de sobrevivéncia da GGE para alguns valores de
a, B, keA.

2.2.3.1. As formas da fungao de taxa de falha

Algo que esta diretamente interligado a flexibilidade de um modelo em analise
de sobrevivéncia sdo as formas que a funcdo de taxa de falha apresenta, nesse
sentido uma importante caracteristica da GGE é que sua funcdo de taxa de falha
acomoda as formas constante, crescente, decrescente, forma de U e unimodal.
Basicamente estas formas dependem dos parametros 3, k € A, um estudo mais
detalhado sobre as formas da fungcdo de taxa de falha pode ser encontrado em
Cordeiroet al. (2009).

As figuras 6 e 7 mostram as diferentes formas da funcéo de taxa de falha da

GGE para diferentes valores dos parametros a, B, k e A.
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Figura 6 - Grafico da funcdo taxa de falha assumindo as formas crescente,

decrescente e constante.
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Figura 7 - Grafico da fungcdo de taxa de falha assumindo as formas U e

unimodal.

2.2.3.2. Casos particulares da GGE

Outra caracteristica interessante da GGE € que ela possui varias distribuicdes
como casos particulares, entre elas citarei as mais classicas em analise de

sobrevivéncia:



24

Para p=1,k=1e A =1 na equacéo (1) a distribuicdo GGE se reduz a uma

distribuicao exponencial, com fungao de densidade da forma:

o-tenl (5 o

Para A=1ek=1 na equagado (1) a distribuicio GGE se reduz a uma

distribuicao Weibull, com funcédo de densidade da forma:

pi )
f(t)=£(Lj exp{—(L] }, t>0.
a\a a

Para p=1e4=1 na equacéo (1) a distribuigho GGE se reduz a uma

distribuicao Gama, com fung¢ao de densidade da forma:

! t
f(@0)= T eXp{—(Zj}, t>0.

Para A4 =1 na equacgao (1) a distribuicdo GGE se reduz a uma distribui¢ao

Gama Generalizada, com funcido de densidade da forma:

B s At
g(t):Wlﬂ exp{—(;j } ,Z>0.

Considerando ¢, t,,...,¢t, uma amostra aleatéria de uma populagdo com

distribuicao GGE e com vetor de parametros 0= (a,f,k,A)", a estimagédo dos

parametros pode ser feita pelo método da maxima verossimilhanca. Substituindo a

equacao (1) e (2) na equacgao (3) o logaritmo da funcéo verossimilhangca da GGE é

dada por:

1(0) = r{log(A) +log(B) —log(ar) — log[T"(k)1} + (Bk — I)ZIOg( ] lr (%}

(A~ I)Zl‘)g{y{ (aj Hﬂ;}ogl {y{ (“HF

em que r € o numero de falhas e n o tamanho da amostra.

As derivadas parciais de primeira ordem do logaritmo da fungéo

verossimilhanga em relagéo aos parametros do vetor 0 =(«, 3,k,1)" sdo expressas

por:



25

AO 1Bk By, BN exp(-u,) %(k it exp(-u,)
oa a2 Al 2 k) aF(k); [yl(ku)] ’
al(e) L _ 1 U; exp(_”i) log(”i)
op B ﬂzk’g(”) Z” 1Og(””ﬂr(k)Z nkw)

A Z":[}/l(k,ul.)] u exp(—u,)logu,
PBr(k) < ~[r(kyu)] ’
ol® _ Y (A-1) & [r(k, u,-)]k [nkeu))”
o AV R loe) e G [ et,)T

Z [7(k ui)]k[yl(k’ui)]}r]
F(k)l S =)

ale) _r Ly, (k)T ogly, (k,u,)]
oA +zl°g[”(k”)] Z —nu)

8(log[C(K)]) _ T (k)
ok (k)

s
em que u, :(ij , w (k)€ a funcédo digama definida como y (k)=
(04

e[y(k,u)l, = .[Ou" w* e ™ log(w)dw . Sendo assim os estimadores de maxima

verossimilhanca (EMV) dos paréametros de 6 s&o obtidos resolvendo o sistema

o1(0) _ol(8) _ol(®) _ol(B)

= = = =0.
oa op ok oA

Em muitas aplicagbes, ha uma informagao qualitativa sobre o formato da
funcdo de taxa de falha, que pode ajudar na selegdo de um modelo especifico.
Neste contexto, um dispositivo chamado de tempo total em teste (TTT) plot (Aarset,
1987) é util. O grafico TTT plot é obtido plotando G(r/n) = [(Pr i=1 Ti.n) + (n = ) Tea)/(
Pni=1Tin),emquer=1,...,neTin,i=1,...,n, sdo as estatisticas de ordem da
amostra, contra r/n (Mudholkar et al., 1996).
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2.3 Critérios de comparacgao entre modelos e sub-modelos

Quando queremos comparar dois modelos probabilisticos, como por exemplo,
o modelo GGE e seu sub-modelo GG, ¢é interessante revisar os principais critérios de
selecao mais utilizados.

Dentre os principais critérios de selegdo de modelos utilizados em programas
computacionais estédo o critério de informagédo de Akaike — AIC (AKAIKE, 1974) e o
critério de informagao de Schwarz — BIC (SCHWARZ, 1978), que sdo em fungéo do
valor do logaritmo da fungao verossimilhanga do modelo, dependem também do
tamanho da amostra e do numero de parametros. Liang e Zou (2007) propuseram
um AIC melhorado (CAIC).

Considerando uma amostra 7 =(7, ...,T)) de tamanho n e o vetor de
parametros &, sendo assim podemos calcular os critérios AIC, BIC e CAIC com as
expressoes:

AIC =-21(0)+2p,
BIC =-2[(0)+ plog(n),

caiC = aic + H2FDP 3,

n—p-3

onde [(#) € o logaritmo da funcdo de verossimilhanca, p € a quantidade de
parametros e n o tamanho da amostra.

Desta forma um ajuste mais apropriado dos dados é representado pelo

modelo que apresentar os menores valores para os critérios AIC, BIC e CAIC.
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3 APLICAGCOES

Nesta segdo do trabalho, sdo apresentados dois conjuntos de dados para
ilustrar o uso da distribuicdo de probabilidade gama generalizada (GGE). Todos os
resultados foram obtidos nos softwares R (Core Team, 2021) e SAS versédo 9.1
(SAS, 2004).

3.1 Analise dos dados de Nursing Activities Score (nao censura)

Este estudo, prospectivo, de abordagem quantitativa, do tipo exploratério
descritivo, foi desenvolvido com o objetivo de identificar o tempo meédio de
assisténcia de enfermagem necessario para assistir ao paciente adulto, classificado
como alta dependéncia de enfermagem (ADE). Participaram da pesquisa todos os
pacientes classificados como ADE, internados na Unidade de Clinica Médica do
Hospital Universitario da USP por, no minimo, 24 horas, durante o periodo de coleta
de dados.

Para a identificacdo dos pacientes de ADE foi utilizado o Instrumento de
Classificacao de Pacientes (ICP) de Fugulinet al. (2008). O tempo médio de cuidado
necessario para assistir o paciente de ADE foi calculado por meio da aplicacdo de
uma equagao matematica disponivel na literatura, a partir da identificacdo do valor
médio do Nursing Activities Score (NAS), mais detalhes, Tsukamoto (2010).

Os dados foram coletados das evolugdes e prescricbes de enfermagem e das
condigbes de cada paciente, registradas nos impressos que compdem seu
prontuario. Foram identificados n=97 pacientes classificados como ADE, no periodo
de 06 de maio a 21 de julho e 15 a 31 de agosto de 2009. Neste caso a variavel em
estudo é denominada de NAS.

Na Tabela 1 sdo apresentadas as estimativas de maxima verossimilhanga de
cada parametro com os respectivos erros padroes (entre parénteses) e os valores
das estatisticas AIC, BIC e CAIC, para as distribuicbes comparadas.

Tabela 1: Ajuste final dos modelos comparados, para os dados de NAS.

Modelo a T K A AIC CAIC BIC

0,1907  0,7113 41,89 12,53

GGE  (05573) (02335) (4061) (13.50) 0221 6321 6323
0.0872 07577 124,95 .

GG (03701) (0.3570) (11845 () 0479 6281 6356

Weibull 239774 7,5264 ! ! 658,1 6582 6633

(0,7748) (0,5172) (-) (-)
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Observa-se, na Tabela 1, que a distribuicao GGE, apresentou menor AIC, BIC
e CAIC, quando comparada com a distribuicdo GG e Weibull para o ajuste do
conjunto de dados de NAS.

A comparacao da distribuicio GG com a distribuicdo Weibull, utilizando a
estatistica RVpode ser observada na Tabela 2, os numeros na tabela, especialmente
o valor p, sugere que o modelo GG produz um melhor ajuste a esses dados do que
a distribuicdo Weibull. Assim como a comparacdo da GGE com a GG em que é

possivel ver pela Tabela 2 que a GGE produz um melhor ajuste que a GG.

Tabela 2: Teste da razdo de verossimilhancga, para os dados de NAS.

Modelo Hipotese Estatistica w Valor p
GGE vs GG Ho: A=1vsHi: A #1 8,9 0,0113
GG vsWeibull Ho:k=1 vs Hy:k=1 64,4 <0,001

Na Figura 8 tem-se que a curva empirica de risco € crescente o que faz parte
das possibilidades de risco das distribui¢cdes estudadas.

0.30
|

— =0,1907; 7=0,7113: k=41.2895; =12.53756

015 020 025
|

h(t)

000 005 010
|

Figura 8: — Grafico da fung¢ao de taxa de falha da GGE na forma crescente ajustada
aos dados de NAS.

A Figura 9, mostra em (a) o ajuste das densidades dos modelos GGE, GG e
Weibull com o histograma empirico dos dados observados. Em (b) apresenta a
comparagdo das estimativas segundo os modelos GGE, GG e Weibull com a
estimativa ndo paramétrica de Kaplan-Meier. Observa-se pela figura que a

distribuicdo GGE tem um ajuste satisfatério para os dados de NAS.
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Figura 9: (a) Densidades estimadas dos modelos para os dados de NAS. (b)
Estimativas da fungdo de sobrevivéncia segundo Kaplan Meier, e segundo os
modelos GGE, GG e Weibull, para os dados de NAS.

3.2 Dados de AIDS (com censuras)

Neste estudo foram coletados dados provenientes de pacientes portadores de
HIV atendidos entre 1986 e 2000 no Instituto de Pesquisa Clinica Evandro Chagas
(Ipec-Fiocruz/RJ). Obteve-se uma amostra de 194 individuos que foram
diagnosticados como portadores de AIDS (critério CDC 1993) durante o periodo de
acompanhamento. Foi definido como o tempo de falha o tempo de sobrevida desde
o diagnostico da AIDS até obito (em dias), sendo o evento de interesse o 6bito do
paciente. Foram observadas 91 falhas e 103 censuras.

Na Tabela 3 sdo apresentadas as estimativas de maxima verossimilhanga (e
os correspondentes erros-padrao que estdo entre parénteses) de cada parametro e
os valores dos critérios AlC, BIC e CAIC para os modelos comparados.

Tabela 3 — Ajustes finais dos modelos comparados.

Modelo A B K A AIC BIC CAIC
49,9392 0,2492 0,7940  9,9647

GGE 1544,1 15441  1557,1
(95,4707) (0,1512) (1,9541) (42,6270)
2012,06 0,7172  1,1082 1

GG  (3101,40) 1546,3 15464 15561

(0,4588) (0,9949) (-)

572,72 60,81 (-) (-)

Weibull  (1,04) 1545,6  1552,1 1545,7

(0,0881) () ()
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Analisando a Tabela 3 verifica-se que a GGE ajustou os dados de AIDS de
maneira satisfatoria se comparada a GG devido aos menores valores de AIC e BIC.
Porém é importante salientar que de acordo com a Tabela 4 nao houve diferenga no

ajuste da GGE e da GG, havendo diferenga entre a GG vs a Weibull.

Tabela 4: Teste da razdo de verossimilhanga, para os dados de AIDS.

Modelo Hipotese Estatistica w Valor p
GGE vs GG Ho: A=1vsHi: A+ 1 4.4 0,1108
GG vsWeibull Ho: k=1 vsHy:k =1 64,4 < 0,0001

A Figura 10 mostra o grafico do ajuste da curva de risco da GGE para esse

conjunto de dados o que evidencia comportamento de risco unimodal.
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Figura 10 — Grafico da funcéo de taxa dé falha da GGE na forma unimodal
ajustada aos dados de saude.

A Figura 11 ilustra o grafico da fungdo de sobrevivéncia da distribuigdo gama
generalizada exponenciada comparada a distribuicdo gama generalizada e a curva
de sobrevivéncia empirica estimada pelo método de Kaplan-Meier.

Pelas figuras observa-se uma maior flexibilidade da distribuicdo gama

generalizada exponenciada.
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Figura 11 — (a) Densidades estimadas dos modelos para os dados de AIDS
(b) Ajustes das curvas de sobrevivéncia da GGE, GG e Weibull comparadas ao
Kaplan-Meier para os dados de AIDS.

Segundo COUTO(2010) onde os resultados obtidos foram parecidos, pois de
acordo com seus estudos concluiu também que, a principal vantagem do modelo
GGE é a sua flexibilidade em acomodar diferentes formas da fungéo de taxa de falha
assim como possuir diversas distribuicdes muito utilizadas em analise de
sobrevivéncia. Alem disso, foi proposto por COUTO(2010) um modelo de regresséo
baseado na distribuicdo log-gama generalizada exponenciada para dados
considerando censura a direita e com mecanismo aleatério mostrando a flexibilidade
em relacdo aos seus novos parametros, aparti do método da maxima
verossimilhanca.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

Pelo teste da razdo de verossimilhanca e as estatisticas AIC, BIC e CAIC
verificou-se que a distribuicAo gama generalizada exponenciada, proposta por
Cordeiro et al. (2009) ajustou melhor os dois conjuntos de dados do que seus sub-
modelos, a distribuicdo gama generalizada (STACY, 1962) e Weibull. Sendo assim &
possivel considerar que a principal vantagem da GGE ¢ a flexibilidade da sua fungao
de taxa de falha, de forma a deixar o modelo mais maleavel e com a possibilidade

de ajustar variados conjuntos de dados em analise de sobrevivéncia.
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