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RESUMO

Tem por objetivo o presente trabalho, complementar os estudos a respeito das fungoes,
de modo particular, das fungoes afim ou primeiro grau e da funcao quadratica ou segundo
grau e a aplicacao das mesmas. O contetdo de funcoes é um dos mais importantes para a
matematica, pois este esta ligado diretamente com varios outros conceitos da matematica,
e também ligado ao estudo das mais diversas areas de conhecimento. Além disto, o
estudo de funcoes aparece na educagao basica, seja nas séries finais do fundamental,
quanto no ensino médio. O método para desenvolver este trabalho, foi a realizacao de
uma pesquisa bibliografica, seja por livros, trabalhos publicados ou sites especializados,
levantando sobre a origem da definicao, desde relagoes, sobre funcao, até chegar nas
funcos afim e quadratica, que sao o foco deste trabalho. Ja para a representacao grafica,
sofwares como Winplot e GeoGebra foram utilizados. J4 as aplicacoes que compoem este
trabalho estao contextualizadas para um melhor entendimento do estudo de fungoes nas

mais diversas areas.

Palavras-chave: funcoes; funcao afim; funcao quadratica; aplicacoes.



ABSTRACT

This paper aims to complement the studies on the functions, particularly the linear func-
tion and the quadratic function, and their aplications. The functions analysis is one of
the most important to mathematics, since it is connected to many other importante con-
cepts of mathemathics, and also to studies on other areas of knowledge. Furthermore, the
studies on functions is shown on basic educations, in both the final grades of the Middle
School and High School. The method applied on this paper was the bibliografic research
on books, other Papers and specialized sites on the internet, inquiring on the origins of
its definition, relations, and development to both linear and quadratic functions, wich
are the main subject of this paper. The grafic representations on this paper were made
with softwares such as Winplot and GeoGebra, and the aplications of this paper were
contextualized for a better comprehension on the study of the functions on other areas of

knowledge.

Keywords: functions; linear function; quadractic function; aplications.
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1 INTRODUCAO

A matematica possui importante papel para o desenvolvimento da sociedade. Da
mesma forma, se faz necessario o seu entendimento para producao de novos saberes e
para evolucao cientifica.

Ao longo de nossa vida escolar diversos sao os conteidos matematicos estudados,
dentre o quais, podemos destacar o estudo de fungoes, um dos mais fundamentais, e
importantes, uma vez que, de forma simples podemos justificar por meio de uma simples
afirmacao: tudo estd em funcao de algo. Mas ainda podemos justificar sua importancia
pelo fato de que o conceito de funcao esta diretamente ligado a varios outros conceitos
matematicos, bem como associado ao estudo de fenomenos das mais diversas areas do
conhecimento.

No campo da Matematica Basica, o estudo de fungoes estd relacionado de forma direta
com a Algebra, e também com a Geometria Analitica, ja que esta utiliza de um sistema
de eixos coordenados para sua representacao geométrica.

Partindo para outras dreas do conhecimento, podemos citar a conexao do estudo de
funcao com: Fisica, Quimica e Biologia. Na Fisica, varios fendmenos sao descritos por
meio de fungoes, por exemplo, no estudo da eletricidade, em que a resisténcia de um
condutor é dada em fungao de suas caracteristicas (diferenca de potencial e intensidade
da corrente).

A decomposicao de algumas substancias quimicas radioativas e o crescimento de po-
pulacoes de bactérias pode ser representado através de funcgoes exponenciais. Dentre as
inimeras situagoes da Quimica e Biologia respectivamente, estas duas sao exemplos de
como a funcao esta diretamente ligada a fenomenos dessas naturezas.

Ja em areas como as ciéncias sociais, economicas e geograficas, as relagoes com as
funcoes sao tteis para descrever fenomenos, criar modelos que representam a realidade,
podendo estes por vezes, simular situagoes futuras.

Dito isto, por meio deste escrito, podemos notar a grandiosidade e importancia do
estudo de funcgoes, visto que, podemos observar que esta é importante nao sé para o
desenvolvimento da prépria Matematica, mas também para o estudo e compreensao de
diversos fenomenos naturais, sociais ou economicos.

A partir deste entendimento, este trabalho tem por objetivo fazer uma abordagem das
funcoes afins e quadraticas, e suas aplicacoes, desde sua origem, passando por nocoes
de relagoes e fungoes.

O método utilizado para o desenvolvimento deste trabalho, foi através de pesquisa
bibliografica, através de livros, trabalhos publicados e sites especializados.

Afim de alcagar os objetivos, este trabalho foi organizado da seguinte maneira. O

capitulo 1 é a introducao apresentando justificativas, objetivos e metodologia. O capitulo
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2 tem um breve levantamento histérico sobre a construcao do conceito de fungoes. O
capitulo 3 traz nogoes de relagoes e funcao. No capitulo 4 sao apresentados estudos e
algumas aplicacoes da fungao afim. Ja no capitulo 5 temos o estudo e algumas aplicagoes
da funcao quadratica. E por fim, no ultimo capitulo, temos as consideragoes finais do
trabalho.
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2 FUNCOES
2.1 Levantamento Histdrico

O conceito de funcao chega através de um longo processo de formulacao de ideias,
de acordo com Yuoschkevitch (1976), em seu estudo acerca da construgao do conceito de
funcao, os principais estagios desse desenvolvimento sao a Antiguidade, a Idade Média
e a Modernidade.

2.1.1 A Antiguidade

Na antiguidade, o pensamento matematico nao criou uma nocgao geral da ideia de
varidvel ou de fun¢ao (BUENO e VIALI, 2009).

Segundo Eves (2004, p.61-62), perto do ano 2000 a.C a aritmética babilonica ja havia
evoluido para uma algebra retérica bem desenvolvida. Nesse mesmo periodo dentre as
diversas tabulas sexagenais, foi encontrada uma que fornece, além de um tabua de qua-
drados e cubos do inteiros de 1 a 30, também fornece sequéncia de valores de n? + n?
correspondente a esse intervalo.

Ainda neste periodo, os gregos contribuiram para o conceito de funcao, nos estudos
matematicos e nas ciéncias naturais, ainda na Grécia, como parte do Império Romano,
os estudos matematicos e astronomicos ja se assimilavam ao estudo da analise atual.

Muitos papiros possuiam problemas do cotidianos dos egipicios como a alimentagao
do gado, preco do pao,entre outros, e muitos desses problemas eram resolvidos por uma
Equagao do Primeiro Grau. Desta forma pode-se perceber através desse tipo de solucao,
ainda que de forma intuitiva os egipicios possufam uma ideia de rel¢ao funcional entre
duas grandezas. (FONSECA; SANTOS; NUNES, 2013, p.5).

2.1.2 A Idade Média

Na Idade Média, especialmente, na ciéncia europeia no século XIV, cada caso de
depedéncia entre duas quantidades era definido através de uma descricao verbal ou grafica.

Neste periodo, podemos destacar Nicole Oresme, que segundo Eves (2004), foi o maior
matemaético de sua época (1323 - 1382). Por sua vez, Oresme, desenvolveu esse estudo
de funcoes através da abordagem geometrica, pois foi 0 mesmo que desenvolveu as teoria
das latitudes e das longitudes das formas, considerada a precursora dos esbogos graficos.
De acordo com Boyer (1974), os termos latitude e longitude usados por Oresme sao

equivalentes, num sentindo amplo, a ordenada e abscissas.
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2.1.3 A Idade Moderna

Chegando na Idade Moderna, no final do século XVI e, principalmente, no século
XVII, expressoes andliticas de funcoes comegaram surgir. Esse desenvolvimento foi esti-
mulado, segundo Youschkevitch (1976) pelo desenvolvimento da dlgebra simbdlica e pela
extensao do conceito de niimero, englobando tanto o conjunto dos ntimeros reais quanto
o numero imaginario “i” e o conjunto dos nimeros complexos. Esses foram os concei-
tos matematicos fundamentais que proporcionaram a introducao da concepcao de fungao
como uma relagao entre conjuntos numéricos e como uma expressao analitica das fungoes
através de formulas.

Neste periodo, podemos destacar alguns matematicos que contribuiram para chegar-

mos ao conceito como:

i. Galileu - Galilei (1564 - 1642): de acordo com Boyer (1996) para descrever
fenomenos da natureza através da matematica, ele utilizou grandezas fisicas que
se inter relacionavam como uma maneira de modelar funcoes, de forma a ter uma
variavel que dependia da outra. Diferentemente dos seus conteporaneos, seu inte-
resse nao era descobrir a causa desses fenomenos, mas descreve-los algebricamente
para que, de posse da condigoes iniciais, pudesse prever o comportamento de deter-

minados acontecimentos mediante as equacoes.

ii. Jean Bernouli (1667 - 1748): matematico suico, utilizou o termo fungao, assim

designando os valores obtidos por operacoes entre variaveis e constantes.

ili. Leonhard Euler (1707-1783): fez uso da notacao atual, mas foi Gottfried Wilhelm

Leibniz (1646-1716) quem criou o termo fungao.

iv. P.G. Lejeune-Dirichlet (1805-1859): matematico chegou perto da definigao ele-
mentar moderna de funcao. Para isso, ele primeiro formulou a ideia de varidavel como
um simbolo que representa indistintamente qualquer elemento de um conjunto de
nimeros. Depois caracterizou o conceito central: uma variavel y se diz funcao de
uma variavel x, se, para todo valor atribuido a x, corresponde, por alguma lei ou
regra, um unico valor de y. Nesse caso, x denomina-se variavel independente e vy,

variavel dependente.

Como dito inicialmente, o conceito de funcao passou por um longo processo de for-
mulacao, sendo assim, neste capitulo foi apresentado um breve resumo desta construcao

destacando alguns dos matematicos, periodos e conceitos utilizados.
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3 RELACOES

Neste capitulo apresentaremos os conceitos de Relacoes e Funcao, afim deste subsidiar
os capitulos posteriores. Portanto, nao faremos um estudo aprofundado desses conceitos -
devido aos objetivos principais que o trabalho se propoe - destacaremos sim, os resultados
necessarios, para uma melhor compreensao do leitor acerca dos assuntos que dependem

desses resultados.
3.1 Par Ordenado

Defini¢ao 1. Se a e b sao nimeros reias, entao (a,b) é um Par Ordenado de nimeros
reais onde o primeiro elemento é a e o segundo elemento é b com a # b, e a ordem é

relevante, ou seja, se a # b, temos que, a # b e b # a, logo temos que: (a,b) £ (b,a).

Exemplo 1. Sao exemplos de pares ordenados todos os seguintes conjuntos:

(3,-1), (1,3) e (a,b).

Mas, vale salientar que nao sao so estes, aqui estamos exemplificando para que fique

evidente o que nos diz a definigao.

Observagao 1. Como sabemos, no estudo de conjuntos, aprendemos que a ordem dos

elementos nao altera o conjunto em si, ou seja:

{3,-1} = {-1,3}, {1,3} = {3,1} e {a,b} = {b,a}.

No entanto, em alguns momentos teremos a necessidade de distinguir a ordem dos

componentes dos pares, como veremos no sistema a seguir:

T+Y=95
r-y=1

Resolvendo o sistema, teremos que z =3 e y = 2.
Representando os resultados na forma de conjunto, teremos {3, 2}, pela defigao de con-
junto, teremos que {3,2}= {2,3}, o que nao é verdade para este exemplo, pois aplicando

o conjunto {2,3} no sistema obteremos os seguintes resultados:

2+3=5 5 =5 (verdadeiro)

2-3=1 -1+ 1 (falso)
Ou seja, nao se aplica neste caso a definicao de conjunto, pois desta maneira teria-se que
{3,2} é igual a {2,3}. Por outro lado, no nosso exemplo, temos que (3,2) é diferente

de (2,3), isto é, a regra/definicdo de conjunto sé se verificou em uma das equagoes do

sistema.
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Diante de situacoes como esta, sentiu-se a necessidade de definir par ordenado, como

sendo um conjunto formado por dois elementos e que a ordem destes importa.

Defini¢ao 2. Dizemos que dois pares ordenados, (a,b) e (¢, d), sao iguais se, e somente
se,a=ceb=d.

Isto é, se os primeiros elementos de cada par forem iguais, respectivamente, e se
acontecer a igualdade entre os segundos elementos dos pares, temos uma igualdade de par
ordenado.

Simbolicamente:

(a,b) = (¢,d) = a=bec=d.

Exemplo 2. Seja (a,b) um par ordenado, tal que (a,b) = (2,5). Assim:

(a,b) =(2,5) <=a=2 e b=5.

Perceba que se invertermos a ordem temos:

(a’ b) = (5’ 2)7

ou seja, agora teriamos que a =5 e b= 2.

Ao compararmos com o Exemplo 1 da pagina 15, vemos que sao pares distintos.

3.2 Produto Cartesiano

Definicao 3. Definimos produto cartesiano de A por B, Ax B, o conjunto formado por
todos os pares ordenados (x,%), nos quais o primeiro elemento pertence a A e o segundo
a B, isto é:

AxB={(z,y) | xreAeye B}.

Por outro lado, se A ou B forem vazios, o produto cartesiano de A por B é definido

como conjunto vazio.
Ax =@, IxB=3 ¢ Ox@=0.

Se A =B ou B = A, entao o produto cartesiano de A por B pode ser denotado Ax A = A2.
Observagao 2. Vale destacar algumas observacoes a cerca do produto cartesiano:

i. Se A+ B entao Ax B # Bx A, isto é, o produto cartesiano de dois conjuntos nao

goza da propriedade comutativa.

ii. Se A e B sao conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente, entao A x B

é um conjunto finito com m -n elementos.

iii. Se A ou B for infinito e nenhum deles for vazio entdao A x B é um conjunto infinito.
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Para representar um produto cartesiano dispomos de diversas formas, como veremos

no exemplo a seguir.

Exemplo 3. Considere os conjuntos A = {1,2} e B = {3,4,5}, denominamos produto
cartesiano todos os pares (x,y), tais que x € A e y € B, indicado pela expressao A x B,

simbolicamente representado por:
AxB={(z,y) |reAeyeB}
1. Utilizando a representagao pelo Diagramas de flechas, teremos:

AxB={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5) }

Figura 1 — Diagrama de flechas do produto cartesiano de A e B

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

2. Representando pelo grafico cartesiano, temos que os elementos de A sao represen-
tados no eixo x, logo os elementos de B sao representados no eixo y. O grafico de

Ax B é constituido pelos pontos pertencentes ao produto Ax B, graficamente temos:

Figura 2 — Produto cartesiano de A e B

e R SRR .
e RN ¢
£ E— oo #

1 2 3 4

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Ainda considerando os conjuntos A e B, podemos obter outros produtos cartesianos:
i. BxA={(3,1),(4,1),(5,1),(3,2),(4,2),(5,2)}

. Ax A=A?2={(1,1),(1,2),(2,2),(2,1)}

iii. BxB=DB?={(3,3),(3,4),(3,5),(4,4),(4,3),(4,5),(5,5),(5,3),(5,4)}

Exemplo 4. Considere dois conjuntos nao vazios A e B, com A = {2,3,4} e B =

{2,3,4,5,6}. O produto cartesiano de A por B, possui 15 elementos e é dado por
AxB={(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,2).(3,3),(3,4),(3,5),

(37 6)7 (47 2)7 (47 3)7 (47 4)7 (47 5)7 (47 6)}
No plano cartesiano, temos:

Figura 3 — Produto cartesiano de A e B

B
6 e @ )
5 o LR )
4 ° e @
3 o ..o -0
2 o L R )
2 3 4 A4

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

3.3 Relagao binaria
Definicao 4. Dados dois conjuntos A e B nao vazios, chamamos relacao binaria, R,
de A em B todo subconjunto R de A x B.

R é relagao binaria de A em B <= Rc Ax B.

Se, por ventura, os conjuntos A e B forem iguais e se existe uma relacao de A em A,

chamamos de relacao binaria em A:
R é relacao binaria de A<= Rc A x A.

O conjunto relacao, R, é um subconjunto de A x B, ou seja, R c A x B, e é formado
por pares ordenados (z,y), em que o elemento = de A estd associado ao elemento y de B,
portanto, existe uma correspondeéncia.

Disto, tiramos as seguintes nomenclaturas:
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1. A é o conjunto de partida da relacao R
2. B ¢é o conjunto de chegada ou contra-dominio da relacao R.

Quando o par (x,y) pertence a relagdo R, escrevemos xRy, ou seja, = estd relacionado
com y.

(r,y)e R<=z Ry
Se (z,y) ¢ R<=z Ry.

Exemplo 5. Do Exemplo 4, podemos considerar o subconjunto dos pares ordenados
(z,y) que satisfazem x | y, isto é, tais que z é divisor de y. Assim, estabelecemos uma

relagao R de A x B dada pelo seguinte conjunto

R= {(xvy) € AxB | z | Y } = {(272)’ (2a4)7 (276)7 (373)(376)’ (474)}
3.4 Dominio e Imagem

Sejam A e B dois conjuntos e R uma relacao. O produto cartesiano, A x B, possui
uma relagao R: A - B, em que A é dito conjunto de partida de R e B de conjunto de

chegada ou contra-dominio da relacao.

Definicao 5. Considere R uma relacao de A x B. Chamamos de dominio de R o sub-
conjunto D contido em A que é formado por todos os primeiros elementos dos pares

ordenados (x,y) que pertecem a R.
reD< (x,y)eR|yeB
Exemplo 6. Se A={0,2,3,4} e B={1,2,3,4,5,6} qual é o dominio de
R={(z,y) e Ax B | y ¢ multiplo de z}?

Solugao:

Resolvendo o produto cartesiando de A por B, temos que o conjunto relacao é:

R={(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4)}.

Logo, como vimos, o Dominio é formado por todos os primeiros elementos dos pares
ordenados, ou sejam: as abcissas.
D ={2,3,4}.

Definicao 6. Imagem da relacao R é o subconjunto Im c B formado por todos os

segundos elementos dos pares ordenados (x,y) que pertecem a R.

yelm<= 3z, v Al (z,y) € R
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Exemplo 7. Estabelecer o dominio e a imagem das seguintes relacoes:

a) Ry = {(17 1)7 (173)7 (274)}
Solugao: Como vimos nas defini¢goes de dominio e imagem, temos que o D = {1,2}
calm=1{1,3,4}.

b) R2 = {(27 1)7 (]-7 _3)7 (57 \/ﬁ)}

Solugao: Nesta relagdo, o conjunto D é formado pelos elementos {1,2,5}, pois
representam as abcissas dos pares ordenados, a imagem é formada pelos segundos

elementos dos pares ordenados, como visto na definigao. Logo, Im = {-3, 1, \/5}

Exemplo 8. Sejam os conjuntos A = {-2,-1,0,1,2,3,4,5}, B = {-2,-1,0,1,2} e R a

relacao binaria de A em B definita por
T Ry x=19>
Pede-se:

a. enumerar os pares ordenados de R

Solucao: Para enumerar os pares ordenados de R de forma mais objetiva, cons-
truiremos a seguir uma tabela, na qual iniciaremos com os valores de y, em seguida
o resultado deste elevado ao quadrado, para sé depois chegarmos aos valores corres-

pondentes em x. Observe:

N

y |y |
214 |4
111
0010

1|1
24 |4

Logo, teremos que: R ={(0,0),(1,-1),(1,1),(4,-2),(4,2)}.

b. enumerar os elementos do dominio e da imagem de R Solucao: Os subconjuntos

D e I'm sao formados pelos elementos:

3.5 Funcgao

Definicao 7. Sejam A e B conjuntos nao vazios. Dizemos que f é uma fungao de A em

B se, para cada elemento x € A existe um tnico elemento y € B correspondente.

Noutras palavras, para que tenhamos uma funcao de A em B se faz necessario:
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i) um conjunto A nao vazio;
ii) um conjunto B nao vazio;
iii) uma regra de associacao,

Onde a regra de associagao deve fazer com que cada elemento de A associe-se a um

unico elemento de B. Simbolicamente, temos:

f:A - B
r = y=f(x)

Temos que f é uma relacao de A em B:

{(VexeATJyeB]| (x,y) € f}.

Figura 4 — Diagrama da funcao f que transforma z de A em y de B

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Para enterdemos melhor o que signifca cada simbolo da notacao, explicaremos agora:

i) Vimos que f é a letra escolhida para representar a fungao, y = f(x) é a regra de

formagcao da funcao, lembrando que toda funcao necessita de sua lei de formacao.

ii) J4 o simbolo A — B significa que os elementos do conjunto A serao aplicados na
regra f(z) e terdo como resultados os elementos de B, ou seja, a letra x, sera

substituida por um elemento qualquer de A.
iii)
e 1 ¢ A — variavel independente;
e y ¢ B — variavel dependente;

e Se x nao possui correspondetne em B, nao temos uma funcao.

Exemplo 9. Dados dois conjuntos A ={0,1,2,3} e B ={-1,0,1,2,3}. Vamos associar a

cada elemento x € A o elemento y € B tal que y = x.



23

Tendo os conjuntos A e B, e a regra de associ¢ao
R={(z,y) e AxB |y=ux},
temos que,

R={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}.

Podemos observar que é uma fungao, pois satisfaz as trés regras vistas na defini¢ao.

Observacao 3. Note que o elemento —1 do conjunto B nao se associa a nenhum elemento
de A. Mas, isto nao impede que seja funcao, pois, por defini¢ao, temos que todos os
elementos de A devem estar associados a um elemento de B, mas nem todos os elementos

de B precisam estar associados a algum elemento do conjuto A.

Exemplo 10. Dados dois conjuntos A ={0,1,2,3} e B={-1,0,1,2,3}, vamos associar a

cada elemento x € A o elemento y € B tal que y = 22 — 2.

R={(z,y) e AxB|y=a"-2z}.

Logo,
R= {(070)7 (17 _1)7 (270)7 (373)}

é funcao, pois todos os elementos de A associam-se a um unico elemento de B. No

diagrama, temos:

Figura 5 — Diagrama de flechas da funcao y = 22 - 2x

Fonte: Elaborada pela autor, 2023.

Observagao 4. Neste exemplo, observamos que um elemento de B é imagem de dois
elementos de A o que nao impede que seja uma funcao, pois, um elemento pode ser
imagem de n elementos de A, o que nao pode é um mesmo elemento de A ter duas

imagens.

Contra-Ezemplo 1. Dados dois conjuntos A ={0,1,2,3} e B ={-1,0,1,2,3}, vamos asso-

ciar cada elemento de A ao seu sucessor em B.
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Figura 6 — Diagrama da relagao de A e B

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

R={(x,y)e AxB| y=x+1}.

Temos que,

R={(0,1),(1,2),(2,3)}.

Logo podemos afirmar que R nao é funcao, pois existe um elemento no conjunto de
saida A que nao associa-se a nenhum elemento do conjunto B, o que contradiz a definicao

de funcao.

Contra-Ezemplo 2. Dados os conjuntos A = {0,1,4,9} e B = {-3,-2,-1,0,1,2}, vamos

associar cada elemento x € A o elemento y € B tal que y = \/z.

R= {(I‘,y) €eAxB | Y= \/E}R = {(070)7 (17—1)7 (17 1)7 (47—2)7 (472)7 (97—3)}

Como vimos, vérios elementos de A se associam a mais de um elemento de B, contra-

dizendo o conceito de funcao.
3.6 Dominio, Contradominio e Imagem

Dado a funcao y = f(x) que relaciona elementos do conjunto A aos elementos do

conjunto B, podemos definir:

3.6.1 Dominio

Defini¢ao 8. Dominio é o conjunto D dos elementos x € A para os quais existe y € B tal
que (z,y) € f. Logo, pela definigdo de fungao todo elemento de A tem essa propriedade,
por isso, temos que o dominio é igual o conjunto A, ou como definimos em outro ponto,
A é dito conjunto de partida, isto é:

D=A

Observagao 5. Se voltarmos, a definicao e caracteristicas de fungao, veremos que o con-
junto A, ou melhor, os elementos do conjunto A sao quem determinam o valor da variavel
dependente y. Noutras palavras, poderiamos dizer que A possui dominio sobre os resul-

tados da funcao, por isso, é dito conjunto dominio da funcao.



25

3.6.2 Contradominio

Definicao 9. O contradominio é o conjunto B, que contém todos os resultados possiveis

obtidos aplicando a regra da funcao a um elemento do dominio. Simbolicamente, temos:

Cdom =B

3.6.3 Imagem

Definigcao 10. Chamamos de imagem o subconjunto do contradominio formados por
todos elementos que se relacionam a algum elemento do dominio, ou seja, é o conjunto

formado por todos elementos y € B para os quais existe z € A tal que (x,y) € f.

Imc B.

Exemplo 11. Dada a funcao:

fN - Z

T - y=2r
Determine o dominio, contradominio e imagem da funcao.

i) Pela defini¢ao, temos que o dominio da fungao é o conjunto dos niimeros naturais,

N. Logo, os nimeros que poderao estar no conjunto do dominio sao:

N={1,2,3,4,5,6,7...}

ii) O Cgyom ¢ todo conjunto dos nimeros inteiros, mas observe que nem todos elementos
do contradominio serao resultado de uma multiplicagao de um nimero natural por
2, como por exemplo, o nimero 9. Assim, embora o 9 pertenca ao contradominio

ele nao pode ser associado a nenhum numero do dominio.
iii) Teremos que o conjunto imagem dessa fungao serd o conjunto dos nimeros pares.

3.7 Grafico

O termo grafico na matematica, normalmente é utilizado quando descrevemos uma
figura por meio de uma condigao que é satisfeita, unicamente pelos pontos da figura.

Na matemadtica, uma das representacoes graficas mais comum e importante é o grafico
de uma funcao, que pode ser apresentado como: graficos de barra, correspondencia ou
relacao entre conjuntos, graficos cartesianos, sendo este tltimo, o nosso objeto de defini¢ao

neste topico.
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Definigao 11. Definimos grafico cartesiano de uma func¢ao f(x) como sendo o conjunto
de todos pontos (x,y) do plano que satisfazem y = f(x), ou seja, o grafico de uma fungao
é o conjunto de todos os pontos do plano, da forma (z, f(x)), com z variando no dominio
de f.

Exemplo 12. Construa o gréfico da fungao f : R - R dada por f(z) = 2z+1 e determine
o conjunto imagem de f.

Solugao: Como, nesse caso, D = R, vamos atribuir alguns valores arbitrarios de x

v [y=J@)=20+1] (x.y)
) 3 (-2,-3)
-1 -1 (-1,-1)
0 1 0, 1)

(1, 3)
2 5 (2, 5)

Figura 7 — Grafico da Fungao f(z) =2z +1

il
T
/

3
/ :
/

/ t

f
/

Fonte: Elabarada pela autora, 2023.

3.8 Funcao Par e Fungao Impar

Definicao 12. Chamamos de fungao par a relacao na qual o elemento simétrico do
conjunto do dominio tem a mesma imagem no conjunto de chegada. Ou seja, uma fungao

sera par se
f(z) = f(-x).
Exemplo 13. A funcao f: A — B, com A={-2,-1,0,1,2} e B ={1,2,5}, definida por

f(x)=2%2+1é par?

Solugao: Neste exemplo, utilizaremos o diagrama de flechas para analisar se é ou nao

uma fungao par, mas antes, resolveremos f(x) para cada x € A, vejamos:



27

i. Para x = -2, temos: f(-2)=(-2)2+1=5
ii. Para x = -1, temos: f(-1)=(-1)2+1=2
iii. Para =0, temos: f(0)=02+1=1
iv. Para z =1, temos: f(1)=12+1=2
v. Para x =2, temos: f(2)=22+1=5
Agora, temos a seguinte representacao no diagrama:

Figura 8 — Diagrama da Fungao Par f: A - B

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Logo, pela resolugao da fungao quanto pela representacao no diagrama, podemos afir-
mar que,
f(z)=2*+1

¢ uma funcao par, pois satisfaz a definicao, em que o elemento simétrico do dominio tem
a mesma imagem no conjunto de chegada, neste caso em particular, temos o 2 e -2 com

a mesma imagem 5 e, —1 e 1 também tendo como imagem o 2.

Observagao 6. Podemos, ainda, determinar se f(x) é uma fungao par, mostrando que
f(x) = f(-z) para todo z € D.:

f(=z)=(-2)*+1=22+1= f(x).

Observe que os valores obtidos apds as substitui¢oes permanecem o mesmo.

Definicao 13. E dita funcao impar toda funcao em que os elementos simétricos do
dominio terao imagens simétricas no conjunto de chegada. Ou seja, uma funcao sera

impar se, e somente se,

f(-z)=~-f(x), para qualquer x € D.
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Exemplo 14. A fungao f: A > B, com A = {-2,-1,0,1,2} e B = {-10,-5,0,5,10}
definida por f(x) =5z é uma func¢ao fmpar?

Solugao: Resolvendo a fungao f(x) para todos o valores de x € A, temos:
i Para x = -2, temos: f(-2)=5-(-2)=-10
ii Para x =-1, temos: f(-1)=5-(-1)=-5
iii Para x =0, temos: f(0)=5-0=0
iv Para z =1, temos: f(1)=5-1=5
v Para x =2, temos: f(2)=5-2=10
Graficamente, temos o seguinte diagrama:

Figura 9 — Diagrama da Funcao fmpar f:A->B

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Logo, podemos afirmar que f(z) = 5x é uma fungao impar, pois, pelo exemplo, os
elementos simétricos —2 e 2 do conjunto A possuem imagens simétricas no conjunto B.
Poderiamos observar de outra forma se a funcao é impar, pois sabemos que para ser

funcao impar é preciso que f(-z) = —f(x).
f(=x) =5-(-x) = -bx = -(52) = - f (2).

Logo a funcgao é impar.
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4 FUNCOES AFINS
A funcao afim, suas particularidades e aplicacoes serao estudadas neste capitulo.
4.1 Fungao Afim

Definicao 14. Chamamos de funcao afim uma aplicacao de R em R quando existem

constantes reais a e b tais que

f*R - R

r ~ f(z)=ar+bxeR

Observacao 7. Aqui vale destacar as caracteristicas de a e b nesssa funcao.

i.aebelR

ii . b é chamado de valor inicial da funcao, enquanto a constante a é chamada de taxa

de variagao.

Exemplo 15. Um motorista de tdxi cobra uma taxa fixa de R$ 3,00 pela “bandeirada”
mais R$ 1,50 por quilometro rodado. Assim, o preco de uma corrida de x quilémetros é
dado, em reais, por:

f(x)= 1,50x+3,00

Importante: Podemos aqui, ver de forma mais evidente o que destacamos na ob-
servacao 7: primeiro a e b € R; segundo, b neste caso R$ 3,00 é o valor inicial, ou seja,

a partir do momento que vocé entra no taxi vocé ja comeca a pagar este valor, que

(Al

serda acrescido pelo produto entre a taxa de variacao “a” e o total “z” de quilometros

pecorridos.
Exemplo 16. Utilizando as informacoes do exemplo anterior, vejamos quanto custa uma
corrida de 50 quilometros.
Solugao: Temos que f(z) = 1,50z + 3,00. Logo para x = 50, teremos que
f(50) =1,50.50 + 3,00
f(50) =75,00+ 3,00
f£(50) =178,00

Logo, o valor final de uma corrida de 50 km rodados é R$ 78, 00.

4.1.1 Gréfico

O gréfico da fungao f(x) = ax + b é uma reta.

Tragado de graficos de funcoes afim, para a # 0 e b # 0, no plano cartesiano.
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1. f(x)=2z+1
Atribuindo valores para x, teremos:
i Para = -2, temos: f(-2)=2.(-2)+1=-3
ii Para z=-1, temos: f(-1)=2.(-1)+1=-1
iii Para =0, temos: f(0)=2.0+1=1
iv Para x =1, temos: f(1)=2.1+1=3
v Para =2, temos: f(2)=22+1=5

No plano cartesiano, temos:

Figura 10 — Grafico da funcao f(x) =2z +1

/

i

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

2. f(z)=-3x+2
Atribuindo valores para x, teremos:
i Para x =-1, temos: f(-1)=-3.(-1)+2=5
ii Para =0, temos: f(0)=-3.0+2=2
iii Para z =1, temos: f(1)=-3.1+2=-1
iv Para x = 2, temos: f(2)=-32+1=-4
No plano cartesiano, temos:

Figura 11 — Gréfico da funcao f(x) = -3z +2

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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4.1.2 Imagem

O conjunto imagem da func¢ao afim f: R € R definida por f(z) =ax +b com a #0 é

R. De fato, qualquer que seja y € R existe = = yT_b € R tal que f(z) = fyT_b =q; yT_b +b=1y.

4.1.3 Zeros da Funcao Afim

Chamamos de zero da fungao afim o valor de = para qual a fungao f(x) =azx +b se
anula, ou seja, f(x) =0, noutras palavras poderiamos dizer que, o zero de uma funcao é

todo nimero x cuja imagem ¢ nula, isto é:
zézerodey=f(z) <= f(z)=0
Disto, para obtermos o zero de uma funcao afim, basta resolver a equacao do 1°
ar+b=0

que apresenta uma Unica solugao

r=——.
a

De fato, resolvendo ax +b =0, a # 0, temos

a$+b:O<:>ax=—b<:>x:—é.
a

Exemplo 17. O zero da fungao f(x) =2x -2 é x =1 pois, fazendo 2x — 2 = 0 obtemos,

z=1.

4.1.4 Funcoes crescentes ou decrescentes

Consideremos uma funcao f real de varidvel real. Lembrando que uma funcao real
de variavel real é uma funcao em que o dominio é um subconjunto dos reais, Ac R, e o
contradominio também, B c R.

Matematicamente, seja f: A c R - B c R uma funcao. Dizemos que:
i . f écrescente <= (V1,19 € A, 11 <29 = f(21) < f(22)).
ii . f édecrescente <= (V1,19 € A, 11 <29 = f(21) > f(22)).

Teorema 1. Uma funcdo afim € crescente se, e somente, se o coeficiente angular for
positivo, ou seja, a > 0. Analogamente, uma funcdo afim € decrescente se, e somente, se
o coeficiente angular for negativo, ou seja, a < 0.

Demonstracao
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f(x)=ax+b é crescente <— % >0
flaz1+b)-f(aza+b) >0
xr1-T2
a(x1—x2)
T1-T2

(1 # 19) —

(11 # 19) < >0 < a>0.

Por outro lado, temos:

f(x) =ax+b € decrescente <— ;
flaz1+b)—f(ax2+b) <0

T1—x2

a(x1-22)
i < 0 <<= a<0.

f(z1)-f(=2) <0

(11 # x9) <

(1 + 19) —
Exemplo 18. Classificar em crescente ou descrescente as funcgoes:
a) f(zr)=3x-2
b) f(x)=-4x+3
Solucgao
a) B crescente, pois o coeficiente angular é positivo (a = 3)

b) E decrescente, pois o coeficiente angular é negativo (a = —4)

4.2 Particularidades da Fungao Afim

Vejamos os casos particulares importantes da fungao afim f(x) = ax + b.

4.2.1 Funcao Constante

Definicao 15. Dado um nimero ¢ € R , chamamos de fungao constante a fungao
f:R— R, definida por f(x)=c, Vz e DcR.

Isto é:
f*R - R

r = C

Esta funcao diferencia-se das outras fungoes do primeiro grau por nao poder ser caracte-

rizada por crescente ou decrescente, sendo, por isso, constante.

Imagem

O conjunto imagem da fungao constante é um conjunto unitario, ou seja, I'm = {c}.
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Grafico

O gréfico da funcao constante é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, y).

Problema 1. Em um restaurante com o sistema de rodizio que cobra 10 reais por pessoa,
nao importando a quantidade que essa pessoa consome, 0,2kgq,0,5kg,2kg... Desta forma

o pre¢o unico pago sera sempre de 10 reais. No plano cartesiano, temos:

Figura 12 — grafico da fungao f(x) = ¢, para ¢ =10

Fonte: Elabarada pela autora, 2023.

Como vimos anteriormente, funcao é uma relagao entre dois ou mais conjuntos. Logo,
se relacionarmos o consumo x de cada pessoa ao valor pago, obtemos uma funcao cons-
tante: f(z)=c.

4.2.2 Funcao Identidade

Definicao 16. Uma fungao é dita identidade quando cada elemento x € R associa-se o
proprio x, isto é:
R - R
r ~» f(r)==x

Dito isto, temos que a funcao identidade é uma fungao do tipo:

f(x)=ax+b, ondea=1eb=0

Logo,
f(@)=x

Portanto, para quaisquer valores de x o f(x) serd z. Disto, podemos concluir que para

cada dominio x a imagem também sera x.

Grafico

O grafico da funcao identidade é uma reta que passa na origem e contém as bissetrizes

do primeiro e terceiro quadrantes.

Exemplo 19. Construamos o grafico da funcao f(x) = z..
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Figura 13 — Gréfico da fungao f(x) =x

y

Fonte: Elaborado pela autora, 2023.

4.2.3 Funcao Linear

Definicao 17. Chamamos de fungao linear uma aplicacao de R em R, quando a cada

elemento x € R associa o elemento ax € R, en que a # 0 é um namero real dado, isto é:

fR - R

x = ax, a#*0

Disto, temos que a lei de formacao da funcao linear é

f(z)=ax

Lembrando que a é chamado de coeficiente angular.

Dominio e Imagem

O conjunto dominio da fungao linear é D = R, bem como, o conjunto imagem ¢é
Im=R.
Grafico

O grafico de funcao linear é sempre uma reta, que passa sempre pela origem do plano
cartesiano, ou seja, pelo ponto (0,0).

Dessa forma, temos:
i . sea>0, funcao crescente;
ii . se a <0, funcao decrescente;

Exemplo 20. Vejamos a representacao do gréfico da fungao identidade f(x) = 2x. No

plano cartesiano, temos:
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Figura 14 — Gréfico da fungao f(x) = 2x

y

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Exemplo 21. Vejamos a representacao do grafico da funcao f(x) = -2z.

Figura 15 — Grafico da funcao f(z) = -2x

y

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Note que o grafico desta fungao é decrescente, pois temos que a = -2; logo a < 0.

4.3 Algumas Aplicagoes de Funcao Afim

Exemplo 22. Em uma industria, a producao de pecas tem um custo fixo de R$ 15,00,
mais um custo variavel de R$ 2,00 por unidade produzida. Sendo z o niimero de unidades

produzidas:
a) Escreva a funcao que representa o custo total de x pegas;

b) Calcule o custo de produgao de 75 pegas bem como a taxa de crescimento desta

funcao.

Solucao
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a) f(x)=2,00-z+15

b) Temos que f(x) =2z + 15, logo para x = 75, teremos que
£(75) =2,00- 75 + 15,00

£(75) = 150,00 + 15,00

£(75) = 165,00

Logo, o custo final de producao é R$ 165,00 e a taxa de crescimento da fungao é o valor

da varidvel a, neste caso, 2.

Exemplo 23. (Funcao afim e movimento uniforme) Um motociclista pecorre uma estrada
movimentando-se de com a fungao hordria S(¢) = 100t — 50, em que S(t) representa sua
posicao (em km) e t representa o tempo (em h). Depois de quanto tempo o motociclista
passa pelo marco quilémetro zero (km 0)7
Solugao: Para que o motociclista passe pelo marco 0km, temos que S(t) = 0km.
Logo:
02100t—50:>100t=50:>t=%225:0,5}1

Observagao 8. A funcao S(t) = 100t — 50 ¢ uma funcdo afim do tipo S(t) = vt + S(0).
Quando t = 0, temos S(0) = =50km, que representa a posicao inicial que o motociclista
ocupava no inicio do movimento (estava 50km do marco zero). Ele movimentava-se com
velocidade constante de 100km/h para a frente (velocidade positiva), isto é, v = 100km/h.
Para que ele chegue ao marco km0 partindo do marco —50km, ele precisa pecorrer uma

distancia de 50km. Como se desloca com velocidade cosntante de 100km/h, temos:

Assim, t =0, 5h.
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5 FUNCAO QUADRATICA

Definicao 18. Chamamos de funcao quadratica, ou funcao polinomial do segundo

grau, toda funcao definida por
fR=R; f(z)=ar®+bx+c

com a, b e ¢ nimeros reais e a # 0 para todo x € R. Como podemos observar, o maior
expoente da variavél x é o 2, por isso, ela também é conhecida como fungao do segundo

grau.
Exemplo 24. Sao exemplos de fungoes quadraticas:
1) A fungdo f(x) =222+ 3z -5 é uma funcdo quadratica, com a =2, b=3 e c=-5.
2) A fungao f(z) =42%+6 é uma fungao quadratica, com a =4, b=0e c=6.
3) A fungao f(z) =622 + 42 é uma funcao quadrética, com a=6,b=4 e c¢=0.
4) f(z) =% é uma fungao quadrética, com a=1,b=0, e ¢=0.

Como sabemos, na funcao quadratica o valor de a é diferente de zero, isto garante
que fungoes como as dos exemplos sejam fungao quadratica, pois, temos a # 0 e 0o maior

expoente da variavel x é o 2.

Nos itens (2) e (3), podemos identificar casos de fun¢do quadratica incompleta,
ou seja, ha auséncia de um dos coeficientes, exceto do coeficiente a, pois como vimos na
definicao o coeficiente a é diferente de zero, sendo assim, a funcao incompleta nao deixa

de ser fungao quadratica se e somente, se a # 0.

Contra-Ezemplo 3. A fun¢ao f(z) =z + 5, ndo é um exemplo de funcao quadrética, pois
a=0.

Exemplo 25. Dada a fungao quadrética R — R definida por f(x) = 22-6x+8, determine.
a. os coeficientes a, b e ¢;
b. f(1) e f(=2);
Solucgao:
a. Em f(z)=22-6x+8, temosa=1,b=-6ec=8.

b. f(1)=12-6-1+8=1-6+8=3
f(-2)=(-2)2-6-(-2)+8=4+12+8=24
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5.1 Grafico

A representacao gréafica da funcao quadratica é dada por uma parabola, dependente

direta do sinal do coeficiente a, vejamos.

1) Se a >0, temos uma parabola com a concavidade voltada para cima.

2) Se a <0, temos uma pardbola com a concavidade voltada para baixo.

Gréaficamente temos, respectivamente:

Figura 16 — Representacoes geométricas de uma funcao quadratica

J
[ w0 a<il

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

5.2 Forma candnica da funcao quadratica

Dada a funcao quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, com a, b e ¢ reais e a # 0, podemos
reescrevé-la em sua forma candnica, ou seja, em uma expressao equivalente a inicial que
nos possibilita extrair diversas informagoes.

Para obter essa expressao daremos alguns passos: primeiro utilizando a técnica de

completar quadrado; pondo o a em evidéncia. Assim teremos

f(ac)zax2+bx+c=a[(x2+éw+£)]

a a

e completando quadrado

b b? b?
f(m)=ax2+bx+c=a[x2+2%x+4—612—4—(12+§]

portanto,
b\ -4
f(I)=aI2+bx+C:al(x+%) —TQCLC]
ou ainda,
b\ -4
f(x)za(:c+%) _—4aac

que é a chamada forma canodnica da funcao quadratica.
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Como dito inicialmente, a funcao quadratica escrita em sua forma canonica, permite-

nos descobrir outras informacgoes, como veremos a seguir.

5.2.1 Decorréncias da forma canonica

- Ponto de maximo
- Ponto de minimo.

Considerando a fungao quadratica escrita na forma canonica,

2 2_4
f(x)za(x+%) ——b 4aac
b

2, . .
podemos observar que (:z: + %) é sempre maior ou igual a zero, para todo x pertencente

aos reais, ou seja, possui um valor minimo que ¢é zero, dessa maneira, se a ¢ um numero

: = : £ _ —b%+dac :
maior que zero, logo, a funcdo atinge uma valor minimo, f(z) = ==, visto que o

b 2 s . . b 2 .
%) serd igual zero, pois consideramos (m + Q—a) igual zero, para que a

funcao admita valor minimo.

produto a (z +

b
2a

_b
2a’

. ~ 2 . N
Observe ainda, que para a expressao (:U + ) ser igual a zero, x = logo se a > 0

__ b b\ _ —b>-dac : . =
e r=—5-, temos que f (—%) = =%, ou seja, o ponto minimo da fungao.

b

, p 2 ‘ .
Por outro lado, se a ¢ um nimero menor que zero, o produto a (x + %) sera negativo,

., 2 . ~ . ,o . ’
ja que (:B + %) > 0, ou seja, neste caso a funcao passa a admitir um valor maximo que é

_ . ~ 2.
f(x) = b4+—2‘“c, como foi comentado antes, o valor de x que torna a expressao (IQ—*;’) igual
7z —_— —_ —_ 2_ 7 7/ z 3 ~
a zero é x = 32, logo f(52) = ==42¢ também é o ponto méximo da funcao se, e somente
2a? 2a 4a s ’
se, a < 0.
De modo geral, da forma canonica
b\* b?-4dac
fy=afes o) -0
2a 4a
concluimos que, para qualquer x:
. ~ . 7 . Id 2
i .Se a >0 a funcdo admite um valor minimo de f(z) que é f(z) = -2$29¢ para
_=b : —b\ _ —b+dac .
T = 3., 00 SeJa”f(Qa)_ 2a
.o ~ . 7’ . z —_ 2
ii . Se a<0 a fungdo admite um valor maximo de f(z) que é f(x) = =59, para
_=b : —b\ _ —b+dac.
T = 3., 00 SeJa”f(Qa)_ 2a

Podemos concluir que a funcao quadratica escrita em sua forma canonica determina

os pontos de maximo e minimo, dependendo apenas do valor de a.
5.3 Valor da fungao quadratica

Em alguns problemas matematicos faz-se necessario o caculo do valor da fungao em

determinado ponto. Para isto, precisamos determinar os zeros ou raizes da funcao
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quadratica, que consiste em determinar um nimero x e outro s—x. Se p = z(s—x) temos
p=sx—x% ouseja, x2—sxr+p=0.

De outra maneira, podemos dizer que para encontrar x e, portanto, (s — x), basta
resolver a equacao do segundo grau z? — sx + p = 0, ou seja, basta determinar os valores

de = para os quais a funcao quadratica f(z) = x? - sz + p se anula.

Definicao 19. Os zeros ou raizes da funcao quadrética sao os valores de = para os
quais a fungao f(x) = az? + bz + ¢ = 0, que podem ser obtidos através dos métodos abaixo

relacionados:

1 . Por fatoracao

Vamos determinar as raizes de algumas fungoes quadraticas usando fatoracao.

Exemplo 26. Determine os zeros das fugoes f(z) =22-9e f(x) = 22 + 6.

Solugoes: 1. Para a funcao f(x) = 22 -9, sabemos que a equagao do segundo
grau correspondente é 22 — 9 = 0. Fatorando o primeiro membro da equacao temos:
22-9=0<= (z-3)(x+3) =0. Para que o produto se anule, pelo menos um dos fatores
precisa ser zero.

Logo, (z-3)=0ou (z+3) =0.

-Se x-3=0, entao z = 3.

-Se x+3=0, entao x = -3.

Assim, as rafzes da equacao z2 -9 = 0 sao -3 e 3 ou os zeros da funcao quadratica
f(x)=2?-9sa0 -3 e 3.

2. Para a fungao f(x) = 22 + 6z, considerando a equagao correspondente z2 + 6x = 0,
fatorando o primeiro membro, obetemos: 22 + 6z = 0 <= x(x +6) = 0, logo, = 0 ou

r+6=0=x=-6. Assim, os zeros da funcao sao 0 e —6.

2 . Completando quadrado

Vamos, agora, determinar os zeros de uma funco quadatica usando o complemento

de quadrado.

Exemplo 27. Determine os zeros da funcao f(z) = 2x2? - 5x + 3.
Solucao:
Para f(x) = 222 -5z +3 temos a equagao correspondente 222 -5x+3 = 0. Essa equagao

é equivalente a uma outra em que dividimos todos os termos por 2:

D 3 D 3
- —r+=-=0=>2"--0=-——
2 2 2 2

.25 25 _ 3,25
Completando quadrado temos: 2 - gz + 35 = -5 + 3¢
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_5_1 -6_3
T3 =3=7T=473
= 10U
5 _ 1 _ 4 _
r-g=-3=>r=7=1
3

Os zeros da fungao: 3 e 1.

Vale destacar que, de modo geral, temos:
2 2
2 p P
r+pr=|(x+=| - —
b ( 2) 1

3. Da forma canonica

Da forma canonica, temos a formula que fornece as raizes real da funcao quadratica

ax? +bx + ¢ =0, equivale a

( b)2 b? — 4ac ( 6)2 b% — dac
allz+—)] ————| =0<=|=zx - =0

+_
2a 4qa 2a 4qa
( b )2 b2 - 4dac b b2 — 4dac
<slz+y—| = S r+—=+ =
2a 4a 4a
b Vb2 - 4ac Vb2 —4dac b
<:>{E+—::|: xTr = —_ —
2 2a 2a 2
-b+ Vb -4ac
== o ]

ao fim do desenvolvimento da expressao inicial, chegamos em uma expressao conhecida

nossa, ou melhor, uma férmula, a “famosa” férmula de Bhaskara:

~ b+ Vb -4ac

2a

Como habitualmente é feito, o termo b? — 4ac serd representado a partir de agora pela

> T

letra grega A (delta), denominado discriminante da funcao quadrética. Sendo assim,

podemos rescrever de maneira equivalente a equacao da seguinte forma:

_-beVA

2a

Esta féormula nos fornece os zeros da funcao e, portanto, as raizes da equacao quadratica

i

az?+bxr+c=0. J4 sobre o discriminante A, iremos analisar que seu valor influencia dire-

tamente nos resultados das raizes da fucao.

5.3.1 Numero de raizes

Observe que a existéncia de raizes reais para equacao do segundo grau ax? + bz + ¢ fica

condicionada ao fato de VA ser real. Sendo assim, temos trés situagoes a considerar:
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i. A>0, aequacao apresenta duas raizes distintas, que sao:

-b+VA -b-VA
=—— € Tg= ——

1 2a 2a

Geometricamente,

Figura 17 — Gréfico de uma funcao do segundo grau com A >0

a=>il a<fl

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

ii . A =0, aequacao apresenta duas raizes iguais, que sao:

Geometricamente,

Figura 18 — Gréfico de uma fungao do segundo grau com A =0

W

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

iii . A <0, neste caso sabemos que A ¢ R, diremos que a equagao nao apresenta raizes
reais.

Geometricamente,
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Figura 19 — Gréfico de uma fungao do segundo grau com A <0

| |

Fonte: Elaborada pela autora utilizando o GeoGebra

Significado geométrico das raizes

Geometricamente, dizemos que os zeros da funcao quadratica sao as abcissas dos

pontos onde a parabola corta o eixo do x.

Exemplo 28. Construindo o gréfico da fungao f(x) = 22 - 3x + 2 podemos notar que a

parabola corta o eixo dos x nos pontos de abcissas 1 e 2, que sao as raizes da equacao
22 -3x+2=0.

Geometricamente:

Figura 20 — Grafico da funcao f(x) = 2% -3z +2

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

5.3.2 Pontos notaveis do grafico de um funcao quadratica

Um ponto importante do grafico é o vértice da parabola, pois indica o ponto de valor
maximo e o ponto de valor minimo. De acordo com valor do coeficiente a, geometricamente

teremos:
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i Se a <0, a parabola possuira valor de maximo.

Figura 21 — Valor maximo de uma funcao quadratica

=%

Fonte: Brasil Escola

ii Se a >0, a pardbola possuira valor de minimo.

Figura 22 — Valor minimo de uma fungao quadratica

¥

>0

Fonte: Brasil Escola

Por fim, nao menos importante é o ponto onde a parabola corta o eixo y. Verifica-se
que o valor do coeficiente ¢ na lei de formacao da fungao corresponde ao valor do eixo y

onde a parabola o intersecta.

Figura 23 — Intercessao dos eixos x e y de uma fungao quadratica

L

Fonte: Brasil Escola
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5.4 Algumas aplicagoes de funcao quadratica

Exemplo 29. Um campeonato de futebol vai ser disputado por 20 clubes pelo sistema que
todos jogam contra todos em dois turnos. Vamos verificar quantos jogos serao realizados.
Analise este problema para um numero qualquer de clubes.

Solugao: Sabendo que cada clube participara no seu campo: 9 jogos. Como sao 10
clubes, o total de jogos sera 10-9 = 90. Sabendo que o campeonato brasileiro é disputado
por 20 clubes, calculamos a quantidade de jogos com o mesmo raciocinio: 20-19 = 380
jogos. Enfim, para cada quantidade z de clubes participantes, é possivel calcularmos o
nimero y de jogos do campeonato, ou seja, y é funcao de x. Assim, podemos generalizar
e escrever uma equagao (regra) que permita calcular y a partir de z. Para a resolugao

deste problema, lembre-se da definicao da funcao quadratica e teremos:

f(@)=2-(x-1)=2*-2

Exemplo 30. (DANTE 2007) Um automével viaja com velocidade de 108km/h (ou seja,
30m/s) num trecho retilineo de uma estrada quando, subitamente, o motorista vé um
acidente na pista. Entre o instante em que o motorista avista o acidente e aquele em
que comeca a frear, o carro percorre 20m. Se o motorista frear o carro a taxa constante
de 5,0m/s? mantendo-o em sua trajetéria retilinea, ele s evitarda o acidente se o tiver
percebido a, no minimo, qual distancia?

Solucao

Como o carro freia com aceleracao constante de 5m/s?, podemos escrever sua ace-

leragdo como a = —=5m/s? Assim, o tempo de frenagem serd dado por:

Como a distancia pecorrida é dada por

at?
S=7+’U0t+$0

e temos que sg = 20m.
Sabendo que, vg =30m/s?, t = 6s, a = —=bm/s?, calculamos S:
-5).62
S=%+30~6+20=—90+180+20=110

Logo, S =110m.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Quando se aborda o conceito de fungao em matematica, muitos da drea de exatas
tratam o assunto de forma simplista, pois consideram o referido tema, que faz parte de
seu programa escolar, como uma mera troca de varidveis entre x e y, abordagem essa que,
devidamente explicada podem leva-los a algumas conclusoes bem distorcidas da realidade.

Seu estudo decorre da necessidade de analisar fenomenos, descrever regularidades,
interpretar interdependéncias e generalizar. Seu conceito é uma generalizacao da nogao
comum de “férmula matematica”’. Quando duas varidveis x e y sao tais que a cada
valor de x corresponde um tnico valor bem determinado de y, segundo uma lei qualquer,
dizemos que y é uma funcao de X.

Funcoes descrevem relagoes matematicas especiais entre dois objetos associando a
cada valor do argumento x um tnico valor da funcao f(x), podendo ser vistas como uma
“maquina” ou “caixa-preta”’, que converte entradas validas em saidas de forma tunica e,
por isso, alguns autores tratam ou chamam de fungoes ou relagoes tnicas.

Devemos ter sempre em mente o leque de abrangéncia dos aspectos cotidianos do nosso
meio social e seus respectivos niveis de importancia e complexidade como por exemplo:
relagoes de mercado e capital, engenharia, economia (micro e macro), saide, transpor-
tes, industrias, artes, energia, comunicacao, enfim, exemplos das mais diversas dreas de
conhecimento aos quais o tema em tela se oferece para estimar, discutir, ponderar, en-
fim, recomendar de forma sistematica analises claras e objetivas da funcionalidade de um
modelo ou parametro a ser adotado.

A importancia do conhecimento aplicado no nosso dia-a-dia remonta a sua origem
e utilizacao ao longo dos tempos. Evoluiu e tornou-se destaque no desenvolvimento da
civilizacao, facilitando as atividades basicas humanas. Diante desse nivel de importancia,
urge que os profissionais de ensino e instituigoes educacionais, em todos os niveis, busquem

cumprir com suas fungoes primordiais, ou sejam: educagao de qualidade para todos.
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