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RESUMO

Este estudo se dedicou a andlise abrangente das equagoes diferenciais de primeira or-
dem, abordando seus tipos, métodos de resolucao e fornecendo exemplos didaticos por
meio de passos detalhados. O foco primordial recaiu sobre as equacoes diferenciais or-
dinéarias de primeira ordem, com destaque para equacoes notaveis batizadas em homena-
gem a matematicos ilustres. Além disso, explorou-se aplicagoes simples dessas equagoes,
proporcionando uma perspectiva pratica. O trabalho incluiu uma breve contextualizagao
histérica e tedrica das equagoes, destacando classificagoes e métodos de resolugao, com
exemplos elucidativos para ilustrar suas aplicacoes praticas. Esse estudo oferece uma visao
aprofundada das equagoes diferenciais de primeira ordem, enriquecendo a compreensao

tedrica e pratica desses conceitos.

Palavras-chave: equacoes diferenciais de primeira ordem, métodos de resolucao, aplicacoes

préticas.



ABSTRACT

This study was dedicated to a comprehensive analysis of first-order differential equa-
tions, addressing their types, solution methods, and providing didactic examples through
detailed steps. The primary focus was on ordinary first-order differential equations, with
a particular emphasis on notable equations named in honor of distinguished mathema-
ticians. Additionally, simple applications of these equations were explored, offering a
practical perspective. The work included a brief contextualization of the historical and
theoretical aspects of the equations, highlighting classifications and solution methods,
with illustrative examples to portray their practical applications. This study provides an
in-depth understanding of first-order differential equations, enriching both the theoretical

and practical comprehension of these concepts.

Keywords: first-order differential equations, solution methods, practical applications.
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1 INTRODUCAO

No século XV, o estudo das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) teve inicio,
impulsionado pela descoberta do Célculo realizada por Isaac Newton (1643-1727) e Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646-1716). A expressao “equagoes diferenciais” foi empregada
pela primeira vez por Leibniz em 1676, com o propdsito de denotar a relacao entre as
diferenciais dr e dy de duas varidveis x e y. Conforme Ince (1956), o surgimento das

equacoes diferenciais se deu por volta de 1675, quando Leibniz registrou a relagao

x?
d = —
[%I 2+C

Nesse momento, ele nao somente solucionou uma equacao diferencial, mas também
introduziu o iconico e atemporal simbolo de integracao [, simbolizando assim um avango
significativo para a matematica.

O método de separacao de variaveis foi originalmente elaborado por Jakob Bernoulli
(1654-1705) e posteriormente generalizado por Leibniz. Nesse contexto do século XVII,
esses pesquisadores focalizaram situacoes especificas, deixando o desenvolvimento mais
amplo das teorias e técnicas para as geracoes subsequentes.

No fim do século XVII e comeco do XVIII, uma nova geracao de estudiosos de equacoes
diferenciais emergiu, aplicando tais equagoes a problemas nas areas de astronomia e
ciéncias fisicas. Jakob Bernoulli dedicou-se minuciosamente ao estudo e a formulagao
de equacoes diferenciais para a dinamica planetaria. Ele também incorporou o desen-
volvimento da catenaria e a aplicacao de coordenadas polares. Seu irmao, Johann Ber-
noulli (1667-1748), foi provavelmente o primeiro a compreender o calculo de Leibniz e os
principios mecanicos, empregando-os para modelar fenomenos fisicos através de equacoes
diferenciais e encontrar suas solugoes.

Outro nome notavel é Giacomo Riccati (1676-1754), cujo trabalho nao pode ser con-
cluido devido a falta de ferramentas para resolver os casos especiais da equacao que hoje
leva o seu nome. Tanto Jakob quanto Johann Bernoulli e até o filho de Jakob, Daniel
(1700-1782), investigaram os aspectos da equagao de Riccati.

Apesar dos avangos considerdveis ocorridos ao longo de cinquenta anos de estudo,
ainda nao se tinha uma teoria geral consolidada. Isso mudou com a entrada de Leonhard
Euler (1707-1783) no cendrio das equagoes diferenciais. Euler compreendeu a funcao
como papel central e sua estrutura, estudou suas propriedades e defini¢oes, e desenvolveu
procedimentos para resolver uma variedade de equacgoes. Ele foi o primeiro a entender as
propriedades e papéis das funcoes exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e diversas
outras fungoes elementares. Em 1739, introduziu o método de variacao de parametros.

Apos Euler, muitos especialistas seguiram, refinando e expandindo suas ideias. Em



1728, Daniel Bernoulli empregou os métodos de Euler para estudar oscilacoes e as equagoes
diferenciais que descrevem esses tipos de comportamento.

E notdvel que as Equagoes Diferenciais Ordindrias possuem uma importancia fun-
damental no desenvolvimento da Matematica. Além de incorporarem rigor matematico
intrinseco, encontramos suas aplicagoes em uma variedade de campos como Engenharia,
Biologia, Fisica e Quimica.

Consequentemente, as EDOs tém a capacidade de servir como ferramentas para re-
solver modelos de fenomenos naturais .” Essas equacoes permitem, muitas vezes, fazer
previsoes sobre como os processos naturais se comportarao em diversas circunstancias”
(Boyce e Diprima, 2015, p.85). Dessa maneira, podemos trabalhar com um modelo ma-
tematico que representa um problema real, possibilitando a analise de um fenémeno ao
empregar um modelo matematico que descreve seu comportamento.

As Equagoes Diferenciais Ordinarias contam com métodos para obter solugoes. Con-
tudo, nem sempre é viavel alcancar uma solugao explicita. Nesses casos, existem os
métodos numéricos, que fornecem uma aproximagao dos valores da solugao de um pro-
blema de valor inicial (PVI). Além disso existem casos onde hé a necessidade de aplicar
os métodos de transformacoes que ajudam a simplificar a forma das equacoes e facilitar
sua resolucao.

Este trabalho de conclusao de curso visa explorar e aprofundar o entendimento das
equacoes diferenciais de primeira ordem, destacando diversos métodos de resolucao e
aplicando-os. No inicio deste estudo, proporcionaremos uma base solida ao abordarmos
conceitos fundamentais e fornecer exemplos elucidativos, essenciais para a compreensao
das equacoes diferenciais. Estabelecemos a importancia dessas equacgoes ao abordar con-
ceitos iniciais.

Em seguida, dirigimos nossa atencao as equacoes diferenciais ordinarias, explorando
suas caracteristicas quanto ao tipo, ordem e grau. Também aboraremos os tipos de
solugoes que encontramos quando resolvemos uma equacao diferencial. Esse capitulo
serviu como uma introdugao abrangente, preparando o terreno para o entendimento mais
aprofundado das equagoes diferenciais de primeira ordem.

Logo apos iremos dedicar nossa atencao as equacoes diferenciais lineares, separaveis,
exatas e homogeéneas. Abordaremos cada tipo de equagao em detalhes, fornecendo exem-
plos concretos e elucidando os métodos especificos de resolucao para cada uma delas. A
clareza e a compreensao dos procedimentos de resolucao serao nosso foco principal nesta
secao.

No capitulo seguinte, onde nos concentraremos em equagoes especiais de primeira
ordem, nomeadamente as equacgoes de Bernoulli, Riccati e Clairaut. Estas equagoes,
devido a sua complexidade intrinseca, requerem métodos de transformacgao especificos
para facilitar sua resolucao. Investigaremos essas transformacoes, tornando transparentes

os processos de simplificacao e resolucao para cada uma dessas equacoes.
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2 NOCOES INICIAIS

Este capitulo tem como objetivo fornecer as bases fundamentais para o entendimento
das equacoes diferenciais. Comegaremos apresentando defini¢oes cruciais e exemplos ilus-

trativos que estabelecem um alicerce sélido para nossa jornada através deste estudo.

2.1 Definicoes basicas e exemplos

Nesta secao, comegaremos por abordar alguns conceitos preliminares, a saber: variavel
dependente e variavel independente. Em seguida, introduziremos a definicao de equacao

diferencial e ilustraremos-a com alguns exemplos. Acompanhe as defini¢oes a seguir:
e Variavel dependente

Definicao 2.1 Quando uma varidvel depende de outra, ou de outras, ela é chamada

de dependente. FEla nao pode assumir qualquer valor, pois depende de outras varidveis.

Exemplo 2.1
dr

— =2t
dt

Na equacao diferencial, ¢ representa a varidavel independente, enquanto x = z(t) é a

variavel dependente.
e Variavel independente

Definicao 2.2 Se uma varidvel pode assumir qualquer valor no dominio da funcado,

independentemente de outra variavel, ela é chamada independente.

Exemplo 2.2
dy
-3
dt

Nesta equacao, t é a variavel independente e y é a varidvel dependente. A taxa de
mudanga de y em relacao a t é constante e igual a 3. Isso significa que y pode assumir
qualquer valor, independentemente de £, tornando ¢ a variavel independente. Baseados nos

dois conceitos apresentados anteriormente, podemos, entao, formular a seguinte definicao:
e Equacao diferencial

Definicao 2.3 Uma equacao diferencial € uma equacgao que envolve derivadas de uma

funcdo desconhecida em relacdo a uma ou mais varidveis independentes.
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Exemplo 2.3 A seguir, apresento quatro exemplos distintos de equagoes diferenciais

d?y dz\?
d—f”y(@) =0

dy

— =2t
7 +3
ou 0%u
ot~ Do
ds Ot

Ao analisarmos as equacoes apresentadas anteriormente, torna-se evidente que lidamos
com diversas equagoes diferenciais, cada uma classificada com base em suas caracteristicas
de tipo e ordem. Portanto, nas proximas secoes iremos estabelecer defini¢oes para cada um
desses termos. Esse esclarecimento é essencial para nos concentrarmos de forma exclusiva

no estudo das equacgoes diferenciais ordinarias.

2.2 Classificagoes das equagoes diferenciais

No que diz respeito a sua natureza, as equagoes diferenciais podem ser categoriza-
das em duas principais classes: Equagoes diferenciais ordinarias e equacoes diferenciais

parciais, conforme detalhado a seguir:
Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO)
Definicao 2.4 Uma equacao diferencial que inclui exclusivamente derivadas ordindrias

de uma ou mais varidveis dependentes em relagao a uma unica variavel independente.

Exemplo 2.4
d? dr\?
_ymy(_x) o

A equacao diferencial apresentada é classificada como uma EDO, pois a variavel de-

pendente é y = y(x) em relacdo a uma tnica variavel independente z.

Exemplo 2.5
dy
— =2t+3
at =T
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Neste exemplo, temos uma EDO de primeira ordem, pois a derivada de y em relacao a t

aparece apenas uma vez. t é a variavel independente (tempo), e y é a varidvel dependente.
Equacgoes Diferenciais Parciais (EDP)

Definicao 2.5 Uma equacao diferencial que incorpora derivadas parciais de uma ou

mais varidveis dependentes em relagao a mais de uma varidvel independente.

Exemplo 2.6

ou 0%u
ot Pon

Neste exemplo, u é a varidavel dependente, que pode representar a concentracao de
uma substancia no espaco, t é a variavel independente, que representa o tempo e x é a

variavel independente, que representa a posi¢cao no espaco unidimensional.

Exemplo 2.7

ou . ov y
ds Ot
A equacao diferencial apresentada é classificada como uma EDP, pois a varidvel de-

pendente é v = v(s,t) em relacdo a mais de uma varidvel independente, ou seja, s e
t.

Observacao Ambos os tipos de equagoes diferencias (EDO e EDP) podem ser de-
finidos para todos os valores do dominio das fungoes envolvidas, ou seja, para todos os
valores das variaveis independentes relevantes. Essa é uma condigao geral nas defini¢oes

das equagoes diferenciais.
2.3 Classificagao quanto a ordem

Definicao 2.6 A ordem de uma equacao diferencial é determinada pela derivada de

maior ordem presente na mesma.

Exemplo 2.8

%:2x+3

Nesta equacao, a derivada de y em relacao a x aparece apenas uma vez, o que a torna

de primeira ordem.
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Exemplo 2.9
d*y 2

dx?

Neste exemplo, a derivada segunda de y em relagao a x aparece, tornando-a de segunda
ordem.

Exemplo 2.10

Neste caso, a derivada terceira de y em relagao a x aparece, tornando-a de terceira
ordem.
Exemplo 2.11
d* d?
Y _ 4 _y
dz*  dz?

Neste exemplo, a ordem ¢é 4 porque a derivada de quarta ordem aparece na equacgao.
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3 EQUACOES DIFERENCIAS ORDINARIAS

3.1 Caracterizacao de uma EDO

Uma equagao diferencial ordinaria geral de n-ésima ordem é comumente denotada pelo

seguinte simbolismo

diy 2 dr
F( J oY y) =0 (3.1)

x,y,%,@,...,%
Nesta representacao:
e 1 ¢ a variavel independente.
e y ¢ a variavel dependente.
e As derivadas de y em relagao a x até a n-ésima ordem sao expressas como % elevado
a 1, onde 7 denota a ordem de 1 até n.
e F' é uma fungado que envolve z, y, y/(primeira derivada de y), y”(segunda derivada

de y), e assim por diante, e a equagao é dada como igual a zero.

A equacao (3.1) expressa a relagdo entre a varidvel independente x e os valores da

funcao desconhecida y, bem como suas n primeiras derivadas, onde:

dy
) dx”

e y” representa a segunda derivada de y em relagao a x, ou seja

e 1y’ denota a primeira derivada de y em relacao a x, ou seja

d2y

v dz2”
dy”

e y(™ indica a n-ésima derivada de y em relacdo a z, ou seja, 7.

Quando conseguirmos expressar y" na Equacao (3.1]), obteremos

y" = f(z,y,y, .. y"Y),

Isso é conhecido como a forma normal da Equac@o Diferencial Ordindria (EDO) de

ordem n.

3.2 Solugao de um EDO

Seja F(z,y,9',...,y™) = 0 uma EDO de ordem n com varidvel independente = e
fungao desconhecida y e suas derivadas até a ordem n. A solugao da EDO é uma fungao y =
f(x) definida em um intervalo I que satisfaca a equagao diferencial quando substituimos
y e suas derivadas na EDO. A forma geral da solucao para uma EDO de primeira ordem

é:

F(x,y,y)=0

onde g’ representa a derivada de y em relacao a x.
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3.3 Classificacao com relagao ao tipo de solugoes

As equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) podem ter solugdes explicitas ou implicitas,
que se referem a forma como a solugao é expressa em termos da varidavel dependente e
da variavel independente.A seguir, sdo apresentadas as caracteristicas de cada tipo de

solucao:
Solucgao explicita de uma EDO

Definicao 3.1 Uma solucao na qual a variavel dependente € expressa somente em
termos da varidvel independente, ou seja, y = f(x), e de constantes, e que, quando subs-
tituida na equacgao diferencial, a transforma em uma igualdade, é chamada de solucdo

explicita.

Exemplo 3.1 Considere a seguinte equacao diferencial de primeira ordem:

dy _

2 3.2
o =2 (3:2)

Para encontrar uma solucao explicita, vocé pode separar as variaveis x e y e, em

seguida, integrar ambos os lados da equacao:

dy

A

dx v
dy =2z dx

Agora, integramos ambos os lados:

fdyz/?xda:

y=2>+C

Vamos substituir a solu¢ao y = #2 na equagao diferencial original ([3.2)) para demonstrar

que ¢é verdade:

dy d , ,
O
dy

— = 2.

dx *

Portanto, a equagao diferencial (3.2)) é satisfeita pela solucao y = 22+ C, como demons-

trado pela igualdade das derivadas. A constante C representa uma constante de integracao
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que pode ser ajustada de acordo com as condicoes iniciais especificas do problema.

Exemplo 3.2 A funcdo y = ze® é uma solucao explicita da equacao diferencial
ordinaria

y—2y +y=0 (3.3)

no intervalo (—oo,00), pois a funcao y = f(z) é expressa apenas em termos da variavel

independente x.

Vamos verificar se y = ze® satisfaz a EDO:
y—2y +y=xe’ - 2i(xe‘”) +xe”
dx
=xe” - 2(e” + xe®) + xe”
=ze’ —2e* - 2xe” + xe”.

Simplificando a expressao acima:

xe® —2e" - 2xe” + xe” = (xe” + xe”) - 2e” - 2xe”
=2xe” — 2e" — 2zxe”

=0.
Portanto, a fun¢ao y = xe® é uma solugao explicita para a equagao diferencial ((3.3)),
uma vez que, ela a torna verdadeira.
Solucgao implicita de uma EDO

Definicao 3.2 Uma solugao implicita de uma equagao diferencial ordindria (EDO)
¢ uma relagao entre a varidvel dependente y e a varidvel independente x expressa por
G(z,y) =0. Essa relagdo nao fornece y diretamente em termos de x e, portanto, requer
que as solugoes sejam determinadas a partir da equagao G(x,y) =0 e da EDO subjacente,

garantindo que ambas sejam satisfeitas no intervalo considerado.
Exemplo 3.3 Considere a seguinte equacao diferencial:
dy
— =2z 3.4
0 = 2y (3.4)
Para encontrar uma solugao implicita, podemos utilizar a seguinte relacao:

2?2 +y?=C.

Aqui, C' é uma constante arbitraria, que pode ser determinada com base em condigoes
iniciais especificas. Vamos demonstrar que a relacao z? + y? = C' é uma solucao implicita

da equacao diferencial dada:
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Comegamos calculando a derivada de z2 + y?:

d
d—(ac2 +1y?) = 22 + 2yy’ = 22 + 2y
x

Agora, substituimos x? + 2 na equacao diferencial:
2z + 2xy = 2zy

Simplificando, obtemos: 2z = 0.

Isso nos leva a x =0, o que é uma solugao vélida para a relagao x2 + y% = C.

Portanto, a relacao 22 + y? = C' é uma solucao implicita da equacao diferencial ,
ja que, quando a substituimos na equacao, ela a satisfaz e nos fornece solugoes implicita-

mente.

3.4 Classificagao quanto ao niimero de solugoes

Ao resolvemos uma equagao diferencial de ordem n da forma F(z,y,y’,y",...,y") =0,
estamos buscando uma familia de solugbes com n parametros G(z,y,c1,ca,...,¢,) = 0.
Isso implica que uma unica equagao diferencial possui um numero infinito de solucoes
correspondentes aos intimeros valores possiveis dos n parametros.

Especificamente, ao resolver uma equagao diferencial de primeira ordem F'(z,y,y’) = 0,
geralmente obtemos uma solugao que inclui uma tnica constante arbitraria, ou seja, um
parametro c¢. Essa solucao que envolve uma constante arbitraria representa um con-
junto de solugoes chamado de familia de solugdoes com um tnico parametro, denotada
por G(z,y,c) =0. As equagoes diferenciais podem ser classificadas quanto ao nimero de

solucoes em duas categorias principais: a solucao geral e a solucao particular.
Solucao geral

Definicao 3.3 A solugcdo geral de uma equacdao diferencial é uma expressao que en-
globa todas as possiveis solucoes para a equacao. FEla geralmente envolve constantes ar-
bitrarias, conhecidas como constantes de integracao. A solugcao geral fornece um conjunto
mfinito de funcoes que satisfazem a equacgao diferencial. FEm muitos casos, a solucdo
geral € expressa em termos de parametros ou constantes arbitrarias que podem ser ajus-
tados para se adequarem a condigoes iniciais especificas, convertendo-a em uma solu¢do

particular.
Solucao particular

Definicao 3.4 A solucdo particular é uma funcao especifica que atende a uma equacao
diferencial e a quaisquer condi¢oes iniciais ou limites especificos que possam ser dados.

Em outras palavras, é uma instancia particular da solug¢ao geral que se encaiza perfeita-
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mente nos valores iniciais ou nas restricoes fornecidas. A solucdao particular € unica para

um conjunto de condigoes iniciais ou limites especificos.

Exemplo 3.4 Considere uma equacao diferencial simples, como

dy _

2x.
dx o

Sua solucao geral seria y(x) = 2 + C, onde C' é uma constante arbitraria. A solugao
particular dependeria das condic¢oes iniciais ou dos limites fornecidos. Se nos for dado que
y(0) =1, a solucao particular seria y(z) = 22 + 1.

Em resumo, a solugao geral representa um conjunto de todas as solucoes possiveis de
uma equacao diferencial, enquanto a solucao particular é uma solucao especifica que se

encaixa em condigOes iniciais ou limites especificos.

3.5 Problema de valor inicial (PVI)

Definicao 3.5 Dada uma equacao diferencial ordindria na forma
dy
— = f(t,
i AGE))
Jjuntamente com condicoes iniciais para a varidvel dependente y em um ponto
t=to ou seja, y(to) =Yyo

o PVI consiste em encontrar uma solugdo particular y(t) que satisfaca a equacao diferen-
cial e as condicoes iniciais dadas.

Aqui, f(t,y) é a fungao que define a equagao diferencial, ¢ é a varidvel independente, y
¢é a variavel dependente, ty é o ponto inicial, e yy é o valor inicial da variavel dependente.
O objetivo é encontrar a fungao y(t) que satisfaca tanto a equagao diferencial como as

condicgoes iniciais.
Exemplo 3.5 Considere a equacao diferencial

dy _

522,
dx o

Que tem como solugao geral y(x) = 223+ C, onde C' ¢ uma constante real. A solugao
particular que satisfaz a condigao inicial y(1) = 2 é aquela cujo grafico passa pelo ponto
de coordenadas (z,y) = (1,2). Para encontrar a expressdo desta solugdo, precisamos
determinar uma constante adequada C' na solugao geral. A férmula fornece y(1) = —% +C,
enquanto a condigao é y(1) = 2. Assim, C' = % Consequentemente, a solucao particular

que estamos procurando é y(x) = —gx?’ + 1—31
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Apresentadas as nocoes iniciais e definicoes importantes para o entendimento deste
trabalho nesta secao, no proximo capitulo, daremos inicio a exploracao das equacgoes
diferenciais de primeira ordem. Este capitulo servird como a base solida para compreender

conceitos mais avancados e técnicas de resolucao de equacoes diferenciais.
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4 EQUACOES DIFERENCIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo, sao apresentados diversos métodos para a resolucao de equacoes di-
ferenciais ordindrias de primeira ordem. A determinacao das solucoes dessas equacoes
geralmente requer o reconhecimento do tipo da equacao diferencial, uma vez que um
método eficaz para uma equagao de primeira ordem pode nao ser aplicavel a outra. As
equacoes diferenciais de primeira ordem, em grande parte, fornecem informacoes cruci-
ais para prever o comportamento de suas soluc¢oes (Bassanezi; Jr., 1988). Este trabalho
abrange uma variedade de equagoes, incluindo as separaveis, exatas, homogéneas e linea-
res, cada uma com suas proprias caracteristicas distintas.

Iniciaremos nossos estudos sobre a resolucao de equagoes diferenciais considerando

primeiramento as lineares de primeira ordem.
4.1 Equacoes Lineares
Seja a equacao de primeira ordem dada por

W _ b t,y) (4.1)

dt
onde f é uma fungao de duas varidveis. Qualquer fungao diferenciavel y = ¢(t) que sa~

tisfaz (4.1)) para todo ¢t em algum intervalo é chamada de solugao. Uma equagao diferencial

linear de ordem n tem a forma geral dada pela expressao,

dn-1 d
dtn_@j ot al(t)d—i +ao(t)y = b(t)

onde a,(t) # 0, por hipétese. Em particular, quando n = 1, temos as equagoes diferen-

dn
an(t)ﬁ +an(t)

ciais lineares de primeira ordem.

Definicao 4.1 Sempre que for possivel colocar uma equacgao diferencial de primeira

ordem na forma

() + a1y = (1)

tal equagao é uma equagao diferencial linear de primeira ordem. Qutra forma padrao

bastante comum €

d
L+ Pty = Q1) (42)
onde P e Q) sao funcoes dadas da varidvel independente t.

Observacao Se () for uma fungao diferente de zero, a equagao é dita como linear nao-

homogénea, ao passo que se () for a funcao zero, entao ela é dita como linear homogénea.
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Exemplo 4.1 A equagao

d
—y:a:y+x2

dz

é linear nao-homogénea, porque P(t) =z e Q(t) = z2.

Exemplo 4.2 A equacao
dy

)
—~ =2 + senx
dr =z

1
é linear nao-homogénea, porque P(t) = — e Q(t) = senx.
T

Exemplo 4.3 A equagao

dy
— = (cosz

o = (cosa)y

é linear homogénea, porque P(t) = cosz e Q(t) = 0.

A seguir, iremos explorar o método desenvolvido por Leibniz para determinar a solugao

desse tipo de equacao diferencial.

4.1.1 Método do Fator Integrante

Este método implica na multiplicagdo da equagado linear por uma fungao u(t) es-
pecifica, selecionada de maneira a tornar a equacao resultante mais facilmente integravel.
Optaremos por utilizar a segunda forma padrao da equagao linear para determinar o fator

integrante. Assim, ao multiplicar a equagao (4.2)) por esta fungao u(t), obtemos

w4 Pty = n(DQ() (1.3

Perceba que a expressao a esquerda do sinal de igualdade na equacao (4.3)), temos a
derivada do produto pu(t)y, contanto que pu(t) satisfaga a seguinte equacao:
dp(t)

T P(t)u(t)

Supondo temporariamente que p(t) seja positivo, temos

W 1) = Py

E em consequéncia,

In p(t) = f P(t)dt + k

Ao definirmos a constante arbitraria k como sendo igual a zero, obtemos a forma mais

simplificada da funcao pu(t), que é:

p(t) = el PO* (4.4)
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Apresentamos as equagoes lineares de primeira ordem e exploramos o método dos
fatores integrantes como uma ferramenta valiosa na resolucao dessas equacgoes. Agora,
estaremos mergulhando na resolucao de exemplos praticos, seguindo um passo a passo
para facilitar a compreensao. Esta abordagem detalhada permitird que adquiriram um
entendimento sélido sobre como aplicar os conceitos e métodos apresentados no contexto
de equacoes diferenciais lineares, preparando o terreno para a resolucao de problemas mais

complexos no futuro.

Exemplo 4.4 FEncontre a solugao geral da equagao diferencial dada

d
ﬁ +3y=x+e (4.5)

Ao observarmos a equagao vemos que ela jé estd na forma padrao (4.2), onde P(t) =3

e Q(t) = x + e 2*. Feito isso vamos iniciar as etapas para determinar a solugao geral.
Solucao

Passo 1. Calcule o fator integrante usando a funcao (4.4))

pu(t) = el 3%
p(t) =e*

Passo 2. Multiplique o fator integrante na equagao (4.5))

dy
e3® =2 4 3e3%y = 23 + e3%e”

dx

Observe que a expressao a esquerda do sinal de igualdade, resulta automaticamente a

2x

derivada do produto de e3*y, vamos para a proxima etapa.

Passo 3. Integre ambos os lados do sinal de igualdade dessa ultima equacao

/(ngy)j—z=/$€3xdl'+—/€xd$

Passo 4. Resolva as integrais

1 1
ey = gq:e?’m - 56333 +e +c

Passo 5. Isole y

1

3xe3f"’ = %e?’x +et+c¢

y= 6395

Passo 6. Simplifique e reescrever a solucao geral como

1 1 .
Y=—T——+e 2% +ce 32,

3 9
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Portanto, é a solucao geral da equacao (4.5)), onde ¢ é uma constante arbitraria. Ve-

jamos mais um exemplo para fixar melhor o metédo apresentado.
Exemplo 4.5 Encontre a solugao geral da equacao diferencial

dy 1
ﬁ toy= 3cos2x (4.6)

Solucao

Passo 1. Calcule o fator integrante usando a funcao (4.4))

u(t) = el =4
p(t) = e
u(t) =z
Passo 2. Multiplique o fator integrante na equagao (4.6))

d 1
x—y + —xy = 3rcosr
x

dz

simplificando

x—y + 1y = 3xcos2x
dx

Novamente a expressao a esquerda do sinal de igualdade é a derivada do produto do

fator integrante por y.

Passo 3. Integre ambos os lados do sinal de igualdade dessa ultima equacao

fd(xy)dx:f?)xcostdx
dx

Passo 4. Resolva as integrais

Se observarmos com atencao, notaremos que a expressao a esquerda do sinal de igual-
dade representa a integral do produto de uma derivada. Como a integral é a operacao
inversa da derivada, ao realizarmos o calculo, obteremos sempre o resultado contido entre

parénteses. Assim dando continuidade a resolucao, temos

Ty = 3/xcos2mdm

Vamos utilizar o metédo de integracao por partes para resolver

f xcos2xdx

Considere
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u=x du =dx
1
dv = cos2x v = §sen2x

Assim temos

1 1
—xsen2x — f —sen2xdx
2 2

1
Para facilitar a resolugao podemos tirar a constante multplicativa 3 para fora da

integracao

1 1
5338677,21’— 5/ sen2xdx

Resolvendo a integral chegamos a
1 1
—xrsen2x + —cos2x + ¢
2 4

Logo

1 1
Ty = 3[§xsen2:c + 1003291: +c]

3 3
TY = §x86n2x + Zcost +c

Passo 5. Isole y

%xsenQ:c + 2003233 tc

T

y:

Passo 6. Simplifique e reescreva a solucao geral como

3
Yy = §sen2x + Zx‘lcosh‘ +crl.

Exemplo 4.6 FEncontre a solugao do problema de valor in