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BURACO NEGRO NAO COMUTATIVO EM (2 + 1) DIMENSOES

Filip Nivaldo da Silveira Maracaja!

RESUMO

Este trabalho apresenta a obtencao da métrica de um buraco negro em um espago-
tempo tridimensional nao comutativo, considerando a presenca da constante cosmolégica
nas equacoes de campo de Einstein. Apds uma breve revisao sobre buracos negros
e relatividade geral, o estudo introduz o conceito de espago-tempo nao comutativo e
discute a métrica Anti-de Sitter ndo comutativa (AdSNC). Através de célculos detalhados,
o trabalho deriva a métrica AASNC e analisa a existéncia de horizontes de eventos,
caracteristicos de buracos negros. A pesquisa conclui que, para determinados valores
da massa, o espago-tempo AASNC possui um horizonte de eventos, indicando a presenca
de um buraco negro. O raio do horizonte aumenta com a massa e diminui com o parametro
de nao comutatividade, sugerindo que a concentracao de massa em uma regiao influencia
o tamanho do buraco negro.

Palavras chave: Buracos Negros; Relatividade Geral; Nao comutatividade.

ABSTRACT

This work presents the derivation of the metric of a black hole in a three-dimensional
noncommutative spacetime, considering the presence of the cosmological constant in
Einstein’s field equations. After a brief review of black holes and general relativity,
the study introduces the concept of noncommutative spacetime and discusses the
noncommutative anti-de Sitter metric (AdSNC). Through detailed calculations, the work
derives the AASNC metric and analyzes the existence of event horizons, characteristic of
black holes. The research concludes that, for certain values of mass, the AASNC spacetime
has an event horizon, indicating the presence of a black hole. The radius of the horizon
increases with mass and decreases with the noncommutative parameter, suggesting that
the concentration of mass in a region influences the size of the black hole.

Keywords: Black Holes; General Relativity; Noncommutativity.

1 Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) proposta por Einstein em 1915, considerada
uma das areas mais importantes da fisica moderna, revolucionou nossa compreensao sobre
gravidade. Contrastante a visao classica de Newton, Einstein propos que a gravidade é
resultado da curvatura do espacgo-tempo causada pela presenca de massa e energia, e

IGraduando em Licenciatura em Fisica pela Universidade Estadual da Paraiba



é representada pelo denominado tensor métrico, g,, (Weinberg, 1972; Carmeli, 1982;
D’Inverno, 1992; Carrol, 1997).

Pouco tempo apés a publicagao da TRG, Karl Schwarzschild (1916) resolveu as
equagoes de campo dessa teoria e encontrou o tensor métrico (métrica) que descreve
a geometria exterior a uma massa esfericamente simétrica sem rotagao. Além de prever
fenomenos como o desvio da luz e a precessao do periélio de Mercurio, essa solucao propoe
a existéncias dos chamados buracos negros, que seriam regioes do espaco-tempo em torno
da massa onde a curvatura é tao intensa que nada, nem mesmo a luz, poderia escapar.
Com o passar dos anos, outros autores como Roy Kerr (1963) e Ezra Newman (1965)
também obtiveram solugoes que previam esses objetos. Um aspecto importante é que,
independentemente da distribuicao de matéria e energia que produzem os buracos negros,
as métricas associadas sao caracterizadas por uma singularidade central, onde as leis da
fisica conhecidas deixam de ser aplicaveis, e um horizonte de eventos, que marca a fronteira
além da qual a fuga é impossivel.

Na década de 90, buscando unificar a relatividade geral com os principios da mecanica
quantica, Alain Connes (1994) introduziu a ideia de geometrias ndo comutativas. Essas
geometrias surgem de extensoes da algebra tradicional, onde as coordenadas do espaco-
tempo nao comutam, permitindo a incorporacao de efeitos quanticos na estrutura do
espaco-tempo. Este avanco possibilita uma descricao mais detalhada e precisa dos
fenomenos gravitacionais em escalas extremamente pequenas, como as préximas ao
comprimento de Planck, onde a gravidade quantica se torna relevante. Ao desafiar a nocao
classica de um espago-tempo continuo e suave, as geometrias nao comutativas oferecem
novas perspectivas para a compreensao das singularidades, como os buracos negros, e a
origem do universo.

Neste trabalho, considerando a presenca da constante cosmoldgica nas equacoes
de campo de Einsten, o nosso objetivo é determinar a geometria espago-temporal
tridimensional e nao comutativa, gerada por uma massa puntiforme, conhecida como
a métrica de Anti De Sitter nao comutativa. Antes, porém, na se¢ao 2 realizaremos uma
breve revisao sobre buracos negros e na secao 3 faremos uma abordagem sucinta a cerca
de TRG.

Ao longo deste artigo, usaremos o sistema de unidades no qual a constante universal
da gravitacao, GG, e a velocidade da luz, ¢, sao iguais a 1, e adotaremos a assinatura
(+,—, —, —) para a métrica.

2 Buracos Negros

A historia dos buracos negros, um dos elementos mais fascinantes do nosso Universo,
comega ainda no ambito da teoria gravitacional newtoniana com John Michell (1773)
e Pierre Laplace (1799) ponderando que, se possivel a existéncia de corpos massivos,
chamados de estrelas negras, extremamente densos em nosso Universo, a velocidade
minima para que elementos possam escapar dos campos gravitacionais gerados por
esses corpos massivos teria de ser infinita e, portanto, nem mesmo a luz, por sua
natureza corpuscular a época, seria capaz de escapar. Tais previsoes colapsaram em
virtude das comprovagoes experimentais realizadas por Young que corroboraram para
a compreensdo da natureza ondulatéria da luz (Machado, Tort, 2016). Tempos mais
tarde, em dezembro de 1915, um meés apds a publicacao das equagoes de Einstein, o



astrofisico Karls Schwarzschild recebera uma cépia do artigo publicado por Einstein sobre
a teoria da relatividade geral, apresentando em 1916 a primeira solu¢ao exata para as
equacoes tensoriais einsteinianas, trazendo consigo a previsao da existéncia de elementos
semelhantes aos previstos por John Michell e Pierre Laplace (Alberto, 2016; Kolata, 2019),
batizados de Buracos Negros por Jhon Wheeler (Thorne, 1995).

e Vida e Morte Estelar

A idealizagao tedrica dos buracos negros de Schwarzschild tratava-se apenas de
previsoes matematicas sem evidéncias observacionais ou processos fisicos que explicassem
o surgimento desses elementos no cosmos. Tal problema foi solucionado por Oppenheimer
e Snyder em 1939, com a publicacao do artigo “On continuous gravitational contraction”,
descrevendo o processo o qual estrelas com massas relevantes colapsariam e se tornariam
buraco negros (Oppenheimer, Snyder, 1939; Thorne, 1995; Almeida, 2020).

Simplificadamente, o surgimento de estrelas ocorre através do colapso de densas
nuvens de gés e poeira interestelar que comegam a contrair-se sob a influéncia de
sua propria gravidade. A medida que essa compressao aumenta, a energia potencial
da nuvem converter-se-a em calor e a temperatura no nicleo da nuvem aumentara
“exponencialmente” dando inicio a reagoes nucleares. Uma das consequéncias diretas
desse processo é que a energia liberada nessas reagoes nucleares acaba por desacelerar
o processo de colapso gravitacional atingindo o “equilibrio hidrostatico”. No entanto,
como esperado, a temperatura aumentara em funcao da pressao gravitacional, dando
inicio a reagoes adicionais as quais, em um tempo finito, encerrarao, pois 0s recursos
energéticos estrelares serao consumidos. Nesse momento, o colapso gravitacional
continuard aumentando drasticamente a temperatura e a densidade nuclear resultando,
de acordo com sua massa solar, em uma explosao de supernova, formando novas estrelas
ou buracos negros. Estrelas com massa inicial de até oito massas solares serao, em seu
processo final, estrelas anas brancas; ja aquelas que tiverem massas entre oito a vinte e
cinco massas solares se tornarao estrelas de néutrons ou buracos negros (Arany-Prado,
2006; Impey, 2018; Kolata, 2019; Rezzola, 2023).

e Deteccao de Buracos Negros

Estabelecido o arcaboucgo tedrico que prevé a existéncia de buracos negros, bem
como o0s processos fisicos nucleares que possibilitariam estrelas de converterem-se em
buracos negros durante o processo de morte estelar, inicia-se uma corrida cientifica para
encontrar evidéncias sobre a existéncia de buracos negros. Em 1946, apds a Segunda
Guerra Mundial, Herbert Friedman e sua equipe iniciaram, pioneiramente, estudos sobre
raios-X espaciais, utilizando espectrografos levados ao espago por foguetes V-2 alemaes
capturados apds o fim da guerra. Tempos mais tarde, em 1978, Riccardo Giacconi e sua
equipe lancaram o telescopio de raios-X chamado Einstein, revolucionando a compreensao
sobre o Universo ao revelar a existéncia de estrelas de néutrons e do primeiro sistema
binario detectado a conter um buraco negro, chamado de Cygnus X-1, pertencente a
constelagao Cygnus localizada na Via Lactea. O Cygnus X-1 é um sistema binario onde
uma estrela supergigante azul orbita um buraco negro, figuradamente representado na
Figura 1 (Arany-Prado, 2006; Impey, 2018; Kolata, 2019; Rezzola, 2023).

Em abril de 2019, décadas apds a primeira deteccao de buracos negros, Shepard
Doeleman, astrofisico americano e sua equipe com mais de 200 pesquisadores anunciaram



Figura 1: Ilustracao de Cygnus X-1

Fonte: https://chandra.harvard.edu/photo/2011/cyex1/cygx1;ll.5pg

ao mundo um feito aparentemente impossivel: fotografar um buraco negro, objeto ao qual
nem mesmo a luz consegue escapar de sua intensa gravidade (Impey, 2018; Rezzola, 2023).

A fotografia virtual de um buraco negro, a qual podemos observar na Figura 2,
foi realizada pelo projeto histérico Event Horizon Telescope (EHT) - um conjunto de
radios telescépios astronomicos sincronizados e espalhados por todo planeta, virtualmente
operando como um unico telescépio com dimensoes semelhantes as do planeta Terra, o
qual mapeou, mediu e processou ondas de radio emitidas pela galaxia M87, convertendo-as
em imagem (Rezzola, 2023).

Figura 2: Imagem do buraco negro M&87*

Fonte:

https://eventhorizontelescope.org/press-release-april-10-2019-astronomers-capture-first-image-black-hole

A imagem retrata a sombra de um buraco negro circundada por um anel de plasma
a milhares de graus kelvin colidindo de forma cadtica a velocidades extremas e emitindo
radiagdo préximo ao horizonte de eventos do buraco negro supermassivo (6,5 bilhoes de
massas solares) M87*, localizado na galdxia de Messier 87, distante 55 milhoes de anos—luz
da Terra (Impey, 2018).
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e Anatomia dos Buracos Negros

A primeira solugao exata, para as equagoes de Einstein, trouxe a previsao tedrica da
existéncia de uma quantidade chamada “raio de Schwarzschild”, expressa por

T'sh = 2M, (1)

que associa um determinado raio a objetos massivos. Caso seja possivel compactar um
objeto, ao ponto de sua circunferéncia tornar-se menor ou igual a rg,, esse se comportara
como um buraco negro. Portanto, em acordo com as previsoes tedricas da solugao de
Schwarzschild, a medida que o nticleo de uma estrela desmorona no processo de implosao
gravitacional, atingindo o valor critico de densidade associado ao raio de Schwarzschild
para o objeto, sera formado o Horizonte de Eventos: superficie imaginaria esférica e
fronteirica, onde todas as particulas, radiacao ou observadores que a atravessam nao
poderao mais sair. (Thorne, 1995; Weigert, 2017; Impey, 2018). Apds o surgimento do
Horizontes de Eventos, que caracterizam de fato o surgimento de buracos negros, o colapso
gravitacional continuard até atingir a condigao matematica de densidade infinita e volume
nulo, chamada, singularidade. Podemos, simbolicamente, representar essas estruturas na
Figura 3.

Figura 3: Ilustracao do horizonte de eventos e singularidade

Horizonte de

eventos \

Singularidade

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

3 Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral, proposta por Einstein em 1915, revolucionou nossa
compreensao sobre gravidade, espaco e tempo. Uma das principais inovacoes dessa teoria
¢é a descricao da gravidade como curvatura do espago-tempo em virtude da presenca de
massa e (ou energia).

A curvatura espago-temporal é um conceito que tem sido extensivamente estudada e
confirmada por experimentos de alta complexidade, como, por exemplo, a constatacao da
previsao tedrica do desvio da luz em expedicao realizada por Eddington e Dyson na cidade
de Sobral (Brasil), durante o eclipse de 29 de maio de 1919 (Matsuura, 2019), e a detecgao
de ondas gravitacionais provenientes de um sistema bindrio de estrelas de néutrons (evento

GW170817), pelos detectores LIGO e Advanced VIRGO Detectors (Abbott, et al. 2016).
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3.1 Espaco-Tempo Curvo

No século XVII Isaac Newton propos a chamada teoria da gravitagao newtoniana, onde
afirmou que dois corpos massivos interagem por meio de uma forga atrativa denominada
forca gravitacional. Segundo ele, quando uma particula de massa m é colocada em uma
posicao 7 na presenga de uma distribui¢ao de massa de densidade p (7), essa forga é dada
por

F (/) = mg, (2)

onde § = —Vo () é o campo gravitacional, sendo ® (7) o potencial escalar, o qual é
solucdo da equagao de Poisson (Symon, 1986),

V20 (7) = drp (7). 3)

Um aspecto que vale ser destacado é que essa teoria satisfaz ao chamado principio
da equivaléncia, o qual afirma que, localmente, um campo gravitacional é equivalente a
um referencial nao inercial. Dito de outra forma, em uma pequena regiao do espaco, é
impossivel fazer uma distin¢ao entre o efeito produzido por um referencial nao inercial,
na auséncia da gravitacao, e aquele que é gerado por uma distribuicao de massa, em um
referencial inercial. Outro ponto importante é que a proposta newtoniana sé é valida em
situagoes nas quais as velocidades envolvidas sdo muito menores que a da luz (¢ ~ 3.10%
m/s) (Carmeli, 1982).

Com o intuito de sanar esta limitacao e elaborar uma teoria relativistica da gravitacao,
Einstein partiu de uma ideia simples: assumiu que mesmo quando as particulas, que se
movem na presenca de uma certa distribuicao, atingem velocidades proximas a da luz, o
principio da equivaléncia devera permanecer vélido.

Em uma teoria relativistica, um observador utiliza um diagrama quadrimensional de
espaco-tempo para localizar os eventos fisicos. Se o observador for inercial, o espaco-
tempo serd plano e o intervalo infinitesimal entre dois pontos pode ser escrito como

ds® = dt* — da* — dy* — dz* = n,, dr"dx", (4)

onde 7, = diag(1,—1,—1,—1) é o tensor métrico de Mikowski e z# = (t,z,y, z) sdo as
coordenadas cartesianas. Por outro lado, se for nao inercial, a distancia infinitesimal sera
a mesma mas nao podera ser expressa como a soma dos quadrados das diferenciais das
coordenadas. Na verdade, o referido intervalo serd dado por

ds® = g, datda”, (5)

onde g,, ¢ o tensor métrico, o qual ¢ fungao das coordenadas curvilineas z*,
semelhantemente ao que acontece em um espago-tempo curvo. Contudo, podemos sempre
encontrar uma transformagao de coordenadas que leve a equacao (5) a forma (4) e, por
conta disso, dizemos que a geometria do espago-tempo de observador nao inercial também
é plana.

Diante do exposto, podemos afirmar que os diagramas quadrimensionais associados
aos observadores inercial e nao inercial sao caracterizados pelos tensores 7,, € g..,
respectivamente.  Partindo desse entendimento e considerando que o principio da
equivaléncia é valido para casos relativisticos, Einstein propos que, de forma equivalente
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ao que acontece em um referencial ndo inercial (campo de inércia), a gravitagdo é um
desvio na métrica do espago-tempo plano (métrica de Minkowski), sendo representada por
g Segundo ele, essa métrica nao € fixada arbitrariamente como acontece na relatividade
especial, mas depende da distribuicao de matéria local. Além disso, diferentemente do que
acontece em um referencial nao inercial, um campo gravitacional nao pode ser eliminado
globalmente por meio de uma transformacao de coordenadas, e sua métrica s6 podera ser
reduzida a forma de Minkowski numa regiao finita do espaco (Carmeli, 1982).

3.2 Equagoes de Campo

Uma vez que o tensor g,, ¢ simétrico, a teoria de Einstein necessita de 10 equagoes
para descrever o campo gravitacional associado a uma determinada configuracao de massa
e energia. Além do mais, como a teoria newtoniana é valida para os caso em que as
velocidades sao baixas comparadas com a da luz, no limite de campo fraco as equacoes da
TRG devem concordar com a de Poisson. Dito de outra forma, quando a aceleracao da
uma particula, produzida por uma distribuicao de massa e energia, nao for suficiente para
que ela atinja velocidades préximas a da luz, as teorias relativisticas e nao relativisticas
devem coincidir.

Por conta disso, o lado esquerdo das equacoes deve conter derivadas parciais de segunda
ordem do tensor métrico, em analogia ao operador Laplaciano no campo de potencial ®;
enquanto que o lado direito deve ser dado por um objeto que descreva a quantidade de
matéria e energia presentes, de forma semelhante a densidade p.

Entendendo que, em uma teoria relativistica, o conteido de matéria e energia é dado
pelo tensor energia momento, 7),,, o qual satisfaz a equacao de continuidade, e que, em
um espago-tempo curvo, o tensor expresso em termos de derivadas segundas do campo é
o de Ricci,

ore,  or,
= = I I B K (6)

Y w po pup- vos

Einstein concluiu que o tensor métrico deve ser solucao das equacoes

1
Ruu - §Rguu = HT}U/' (7>
Nas equagoes acima,
1 ag/\a ag)\ﬂ aga,@
e, = —g" - 8
op = 99 ( 0xB * dz®  Oga? ®)

sao os simbolos de Christoffel, R = ¢"”R,, é o chamado escalar de Ricci e x = 87
(Carmeli, 1981; Carrol, 1987).

e Constante Cosmolégica

Em 1917 Einstein propusera um modelo cosmolégico derivado da TRG para um
universo estatico. Sua proposta para explicar como corpos celestes permaneciam estaveis
gravitacionalmente perpassara, com razoavel aproximacao, por um universo homogéeneo
para descrever como a distribuicao de matéria e geometria do espago-tempo dar-se-a sob
condigoes de equilibrio do Universo einsteiniano. Sua conjectura sobre a homogeneidade
do universo foi satisfeita ao implementar um fator numérico (A) que fisicamente simboliza
um elemento de repulsao gravitacional anulando a atracao que deveria colapsar o
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universo einsteiniano gravitacionalmente. Por nao haver instrumentos e experimentos que
pudessem corroborar com a insercao de um fator que, para um universo estatico, garantiria
a estabilidade gravitacional dos corpos massivos, o meio encontrado por Einstein, a época,
simbolizara apenas um mero artificio matematico para adequar suas equacoes de campo
ao modelo de Universo estatico. Este fator foi nomeado de “constante cosmolégica” (A)
onde as equagoes de campo da TRG tomaram a seguinte forma:

1
R, — QRQW —Agy = KT, (9)

Ainda em 1917, a proposta cosmoldgica de Universo relativistico concebida por
Einstein torna-se objeto de estudo de Willem De Sitter (1872 — 1934), levando-o a propor
um novo modelo de cosmos com constante cosmoldgica A > 0 e tensor energia-momento
T,, = 0, conhecido como Universo De Sitter. O Universo De Sitter, diferentemente
do modelo einsteiniano, preconiza um universo dinamico (em expansao) sem presenga de
matéria (ou energia) onde galdxias representam corpos de prova neste Universo, possuindo
em comum a constante cosmologica do modelo einsteiniano.

4 Solucao de Buraco Negro em uma Geometria Nao
Comutativa Tridimensional

A relatividade geral descreve e explica a natureza da gravidade como propriedade
geométrica do espaco-tempo quadri-dimensional na presenga de corpos massivos ou
qualquer forma de energia. Contudo, em casos especificos, é 1til, seja por permitir um
tratamento matematico menos laborioso ou por permitir explorar e ressignificar sistemas
fisicos, estudar como estes sistemas se comportam em dimensoes reduzidas, Nesta secao,
determinaremos a geometria gerada por uma “massa puntiforme” localizada na origem,
em uma geometria tridimensional (duas espaciais e uma temporal) ndo comutativa. Nosso
proposito é encontrar uma solugao que corresponda a métrica Anti De Sitter (AdS) quando
o parametro de nao comutatividade for nulo. Por conta disso, resolveremos as equagoes
de Einstein com a constante cosmoldgica negativa.

4.1 Espaco-Tempo Nao Comutativo

O espaco-tempo nao comutativo presente na teoria da relatividade geral é um conceito
interessante e desafiador que vai de encontro a visao classica do espago-tempo como uma
estrutura continua e suave. A motivacao para a investigacao dessa abordagem vem da
busca por uma compreensao dos fendmenos em escalas extremamente pequenas, onde
os efeitos quanticos se tornam relevantes e as diferencas entre a relatividade geral e
a mecanica quantica se tornam evidentes. Os primeiros estudos nesse campo foram
realizados por uma equipe notavel de fisicos e matematicos que exploraram as implicacoes
da nao comutatividade na descrigao do espago-tempo.

Um dos lideres na pesquisa sobre o espaco-tempo nao comutativo na relatividade geral
foi o cientista John Madore, cuja contribuicao fundamental estabeleceu os fundamentos
tedricos para a compreensao dessa abordagem (Madore, 1992). Madore elaborou uma
estrutura matematica utilizando algebra nao comutativa para descrever o espago-tempo
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em escalas extremamente diminutas, onde as coordenadas do espaco-tempo nao obedecem
a propriedade de comutatividade.

Além disso, o importante papel desempenhado pelo estudioso Alain Connes foi
fundamental na introducao da geometria nao comutativa no campo da fisica tedrica,
proporcionando uma perspectiva inovadora acerca da esséncia do espaco-tempo quantico
(Connes, 1994). Suas pesquisas foram responsédveis por estabelecer as conexoes entre a
algebra nao comutativa e a geometria diferencial, abrindo caminho para uma compreensao
aprofundada das estruturas geométricas presentes em espacos nao comutativos.

Um outro valioso colaborador para o dominio foi o cientista da fisica Nathan
Seiberg, que, em conjunto com Edward Witten, concebeu a hipétese das variedades
nao comutativas e estudou as suas consequéncias para a fisica de particulas e para a
gravidade quantica (Seiberg e Witten, 1999). Seiberg e Witten provaram como a teoria das
variedades nao comutativas pode surgir de forma natural a partir de teorias de campo em
dimensoes mais elevadas, proporcionando assim uma nova perspectiva acerca da relacao
entre geometria e fisica.

Do ponto de vista formal, a nao comutatividade é incluida quando promovemos as
coordenadas x* e x¥ ao nivel de operadores hermitianos z* e ¥, de tal maneira que:

[ZH, 2"] = 1M, (10)
onde ©" sao as componentes de uma matriz real anti-simétrica constante, com dimensao
de area, e uv = (0,1,2,..., D — 1), em que D é a dimensao do espago-tempo (Fresneda,
2008).

Essa nao comutatividade nos leva a uma relacao de incerteza, dada por:
2

2 N2 Lo

(Az")” (Ax")” > (2— [ZH, T ]) , (11)

i
ou ainda,
v 1 Qv

Azt Az > = |(©)"]. (12)

2

Consequentemente, devido o fator de nao comutatividade, ©"”, presente na equacao
acima, dizemos que a ideia de ponto nao faz sentido. Na verdade, quanto maior for a
precisao na medida de uma coordenada, mais imprecisas serao as medicoes das outras.
Sendo assim, é impossivel medirmos com precisao a posi¢ao de uma particula.

4.2 Métrica Anti De Sitter Nao Comutativa

Em virtude do principio de incerteza, dado pela equagdo (12), em uma geometria
nao comutativa um ponto é visto como um “borrado”. Sendo assim, nesse tipo de
espaco-tempo, a densidade associada a uma massa puntiforme deve ser representada
por uma distribuicao circularmente simétrica que, no limite em que o parametro da nao
comutatividade é nulo, se comporta como um delta de Dirac.

Logo, seguindo esse critério, assumiremos que a referida massa ¢é descrita pela
distribui¢ao (Liang e Liu, 2012):

__ Mve
polr) = e (13)
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onde M é a massa espalhada e © é o parametro da nao comutatividade. Embora nao seja
Unica, essa distribuigao torna-se uma delta de Dirac quando tomamos o limite © — 0. De
fato, conforme vemos na Figura 4, a medida que reduzimos o valor de ©, a fungao torna-se
cada vez mais concentrada e elevada na origem (r = 0). Além do mais, independente do
valor do parametro ©, a integral dessa funcao sobre todo o espaco resulta em M.

Figura 4: Comportamento da fungao pe.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Para resolvermos as equagoes de Einstein e, por consequéncia, encontrarmos a
deformagao do espago-tempo gerada por (13), devemos escrever a métrica de maneira
que ela se adapte a simetria da distribuicao. Por essa razao, admitiremos que o elemento
de linha que descreve o espaco-tempo em questao é circularmente simétrico, isto é,

ds* = A(r)dt* — B(r)dr* — r’dy?, (14)
ou ainda
ds® = g, datdx”, (15)
onde ¥ = (t,r,p) e
A(r) 0 0
G = 0 —B(r) 0 : (16)
0 0 —r?

Utilizando as componentes covariantes do tensor métrico, g,,, dadas pela equagao
(16), e lembrando que as contravariantes, g"”, sdo as componentes da inversa dessa matriz,
vemos que os simbolos de Christoffel nao nulos sao

1A
2 A’

r

1A 1B
B

1
Fgl = F[I)O = F(1)0 YR 1= 5R F%Q = - € F%Q = F§1 = - (17)
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em que a “linha” é uma representacao da derivada com relacao a r. Entao, usando essas
expressoes em (6), temos que as componentes nao-nulas do tensor de Ricci sao:

_ 1 nnp N2 I ! !
Ry = A5 [2rAA"B —rB(A')? —rAA'B' + 2AA'B] | (18)
_ 1 " N2 oY 2 !
Ry = 25, [—2rABA" + rB(A')’ + rAA'B' + 2A*B’] (19)
e
T Y /

O que nos permite concluir que o escalar de Ricci é

R [2rAA"B — rB(A")? — rAA'B + 2AA'B — 2A°B'] . (21)

1
- 2A2B2%

Assim, fazendo p=v =0e p=v =1 em (9) e usando os resultados acima, chegamos
as seguintes equagoes diferenciais:

1 B

SEE A = KTY (22)
‘ 1A
~ S AR A = KT} (23)

Embora a hipdétese de uma métrica que possui simetria circular tenha nos permitido
escrever o lado esquerdo das equagoes de Einstein, as expressoes acima deixam claro
que ainda precisamos conhecer, pelo menos, as componentes 7 e T} do tensor energia-
momento. Caso contrario, nao serfamos capazes de encontrar A(r) e B(r) e, por
conseguinte, determinar a geometria.

Para encontrarmos a forma do tensor T# devemos usar o fato que, devido a simetria,
a métrica ndo comutativa deve possuir a propriedade goo = —1/g11, assim como acontece
no caso usual (© = 0). Levando esse fato em consideracao e usando a conservacao da
energia, a qual é expressa pela equacao

V,T" =0= 0,T* — FZ‘VT(Z + FZaTﬁ =0, (24)
obtemos:
Tl = diag (pe, pe; pe + rdpe) - (25)

Uma vez que, em (2 + 1) dimensdes, a relatividade geral ndo possui um limite
newtoniano, nao ha um valor especifico que devemos atribuir a constante x. Entao,
diante dessa liberdade de escolha, tomaremos arbitrariamente x = 2. Se além disso
considerarmos que a constante cosmolégica é negativa, ou seja, A = —[72, a utilizacao de
(25) na equagao (22) nos levard ao seguinte resultado:

1 S r?
m‘2M<1‘\/m>+ﬁ

-1

B(r) = (26)
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No limite em que ©® — 0, a expressao acima devera concordar com aquela que seria
obtida no caso em que a geometria é comutativa. Logo, para que isto aconteca, devemos
tomar B(0) = 1/M, o que nos leva a

B(r) = [—M (1—,/%) +%

De posse deste resultado, partiremos agora para a determinacdo de A(r). A
principio, para obtermos tal coeficiente, poderiamos substituir (27) em (23) e efetuar
mais uma integracao. Porém, esse procedimento nos levaria a calculos tediosos. Também
poderiamos encontrar A(r) a partir da resolugao da equacao diferencial que surge apds
subtrairmos (23) de (22), que, inclusive, é um procedimento mais simples. Assim, com o
intuito de simplificarmos os calculos, seguiremos a segunda opg¢ao. Fazendo isso, obtemos:

B A

d X
St =0 (AR =0= A=, (28)

sendo y uma constante de integracao. E, como consequéncia, temos

) r?
A(r)-x[—M(l— r2—|—®>+l_2

Finalmente, substituindo (27) e (28) em (14) e efetuando a redefinicao ¢t — ¢/,/x na
variavel temporal, encontramos

-1

(27)

(29)

2

ds® = [—M@ (r) + %} dt* — [_M@ (r)+

T2

12

-1
] dr? — r?dy?, (30)

onde

M@(r)zgﬂ/orpe(r)rdr:M<1— r2i@> (31)

¢ a massa espalhada em um “disco” de raio r. Podemos observar que, no limite em que
O — 0, este elemento de linha corresponde aquele que descreve o espaco-tempo anti De

Sitter. Sendo assim, denotaremos este resultado por solugao anti De Sitter nao comutativa
(AdASNC).

e Horizonte de Eventos

Nosso objetivo agora é verificar se esta solugao descreve um buraco negro. Para
tanto, analisaremos a situagao na qual B(r) = 0, condi¢do que caracteriza a existéncia
do horizonte de eventos. Contudo, devido a forma da equacao que surge ao impormos
essa condicao, ao invés de realizarmos uma abordagem algébrica, faremos uma discussao
numérica a partir do comportamento da funcao B(r).

Conforme podemos ver no grafico da Figura 5(a), para determinados valores da massa,
M, o espago-tempo AASNC possui um horizonte. Na verdade, ao fixarmos os valores dos
parametros © e [, temos que, a partir de um valor minimo da massa sempre havera
um horizonte e, por consequéncia, um buraco negro. Também observamos que quanto
maior for a massa maior serd o raio do buraco negro. Por outro lado, a partir da Figura
5(b), podemos perceber que, fixando os valores de M e [, o raio do horizonte diminuira
ao aumentarmos o valor de ©. Isto indica que, quanto maior for a influéncia da nao
comutatividade, menor serd o buraco negro.
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Figura 5: (a) Comportamento da funcao B(r) para alguns valores de M, considerando
© =01el =2 (b) Comportamento da fungao B(r) para alguns valores de M,
considerando © = 0.1 e [ = 2.

0.04

010
s 003 /
----- M=001 : E——— ;
008 —_— AII= 0,05 I g _ g: //
B(r ——M=0,1 002 =
) ——— M0 B(r) | 0=03 Sy

006 . / N

. 001 Sy

0.04

002
-001 ~ <

-0.02

-0.02
-003

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

5 Conclusao

Neste trabalho, com o intuito de compreender o papel da nao comutatividade na
curvatura de um espago-tempo, resolvemos, nesse tipo de geometria e em 2+ 1 dimensoes,
as equacoes de Einstein, com constante cosmoldgica negativa, para uma distribuicao de
massa constituida por uma tnica particula.

Para incluirmos a nao comutatividade, assumimos que a particula, outrora
representada por uma densidade de massa proporcional a delta de Dirac, deve ser descrita
por uma fungao de r que, na situagao particular na qual a geometria é comutativa, devera
corresponder a delta.

Seguindo esse procedimento chegamos a chamada métrica anti de Sitter nao
comutativa e observamos que, a partir de um determinado valor da massa, havera sempre
um horizonte de eventos, indicando a presenca de um buraco negro. Também percebemos
que o raio do horizonte aumenta com a massa do buraco negro e diminui com o parametro
de nao comutatividade. Esse resultado sugere que a concentragao de massa em uma regiao
influencia diretamente o tamanho do buraco negro, sendo a nao comutatividade um fator
que restringe esse crescimento.

Concluimos esse artigo afirmando que os resultados apresentados corroboram a
ideia de que a nao comutatividade desempenha um papel crucial na fisica de buracos
negros, oferecendo uma nova perspectiva para a compreensao da estrutura do espago-
tempo em escalas quanticas. No entanto, este estudo é apenas um passo inicial na
exploracao das implicacoes da nao comutatividade na relatividade geral. Outras pesquisas
podem investigar, por exemplo, a termodinamica de buracos negros nao comutativos e a
estabilidade da métrica AASNC. Além disso, como nao ha nenhuma condicao que restrinja
o comportamento da funcao que descreve a densidade de massa, esse estudo pode ser
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realizado para outras distribuigoes.
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