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RESUMO

No estudo dos espagos vetoriais, temos uma estrutura na qual definimos duas operagoes
de adigao e multiplicacao por escalar , em que consideramos corpo K, mas cabe um
questionamento nessa afirmacao, "se no lugar desse corpo K, trabalhasse em cima de
um Anel A? o que obteremos de volta?”a resposta é simples, dado um conjunto munido
com duas operacoes e um anel A, denominamos essa estrutura de médulo. Dessa forma,
esse trabalho tem como objetivo trazer um breve estudo sobre médulos livres, que é um
modulo especifico, que possui uma base. Assim, ao longo desse trabalho iremos mostrar
defini¢oes, exemplos, teoremas, proposicoes e corolarios que irao ajudar no entendimento
do tema central. Para concluir, iremos mostrar que algumas propriedades que sao validas

em espacos vetoriais, mas em modulos livres nao sao.

Palavras-chave: Estruturas Algébricas. Teoria de Médulo. Mdédulo Livres.



ABSTRACT

In the study of vector spaces, we have a structure in which we define two operations of
addition and multiplication by scalar, in which we consider body K, but a question arises
in this statement, ”if instead of this body K, worked on an A Ring? What would we get
back?”The answer is simple, given a set equipped with two operations and a ring A, we
call this structure a module. Therefore, this work aims to provide a brief study on free
modules, which is a specific module, which has a base. Thus, throughout this work we
will show definitions, examples, theorems, propositions and coloraries that will help in
understanding the central theme. To conclude, we will show that some properties that

are valid in vector spaces, but in free modules are not.

Keywords: Algebraic Structures. Module Theory. Free Module.
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1 INTRODUCAO

A maior parte da histéria da matematica estda nos papiros e tabuas de argila, nesses
documentos a algebra era considerada como a drea da matematica que era responsavel por
resolugoes de equacoes, como por exemplo, no Papiro Hind, nos quais foram encontrados
problemas envolvendo equagoes simples no processo de distribuicao de mercadorias. Dessa
forma, a algebra é uma das areas mais antigas da matemaética, a partir disso podemos
citar a algebra abstrata que é a area que se estuda estruturas algébricas, teve inicios
com varios mateméaticos no qual uniram conhecimentos para discutir os fundamentos da
algebra, dentre eles Charles Babbage(1792 — 1871), George Peacock (1791 — 1858) e John
Herschel (1792 — 1878) . Entre esses mateméticos, podemos citar uma obra publicada
por Peacock, que publicou sua obra chamada Treatise on Algebra, que ele apresentava o

estudo da algebra por meio de um conjunto de postulados (MILLES, 2004).

Diante disso o estudo de algebra vem crescendo ao longo da histéria, como por exemplo,
o estudo da algebra linear, que tem como uma estrutura algébrica central os espagos
vetoriais, que é basicamente uma estrutura munida com duas operacoes que podemos
denominar de adig¢ao e multiplicacao de escalares, no qual esses escalares pertencem ao
um corpo. Mas, e se seguimos essa mesma linha de raciocinio e apenas trocarmos esse
corpo por um anel, serd que obtemos uma nova estrutura? A resposta é sim, e que
chamaremos de teoria de médulos. E notério que ao fazermos essa mudanca, passa a ser
uma nova estrutura e que perderemos algumas propriedades, pois um anel é considerado

mais “fraco” do que um corpo, pois tem uma propriedades a menos.

Dessa forma, o objetivo desse trabalho é trazer um breve estudo, dividido em 3
capitulos, sobre um modulo especifico: médulo Livre. No capitulo 1 traremos um breve
contexto historico do estudo de algebra e os direcionamentos dos processo deste trabalho,
Ja no 2 capitulo, iremos trabalhar toda a teoria de médulo, como as defini¢oes de médulos,
submodulo, médulo quociente, homomorfismo de médulo, produto direto, soma direta e
por fim sequéncias exatas, no qual esses topicos serao essenciais para o entendimento do

capitulo central.

No capitulo 3, trabalharemos o estudo dos modulos livres. Em espacos vetoriais,
quando um determinado subconjunto de elementos é linearmente independente e que gera
todo o conjunto, chamamos esse subconjunto de base. Com isso, o estudo de mddulo livre
é parecido, pois para um maédulo ser uma médulo livre s6 precisa que possua uma base.
Dessa forma, trabalharemos algumas defini¢oes importante, exemplos de mddulos livres
e mostrando que algumas propriedades que sao validas nos estudo de espagos vetoriais,

orém, em mddulos livre ndo sao e, por fim, algumas proposicoes e corolarios interessantes.
b b ) s
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No final desse estudo se encontra dois apéndices, um sobre grupos e aneis, e outro
sobre espacos vetoriais, contendos as princiapis defini¢oes para tornar uma trabalho mais

completo e ajudar no entendimento no tema central.
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2 TEORIA DE MODULOS

Neste capitulo iremos trabalhar os seguintes topicos: Modulos, submdédulo, moédulo
quociente, homomorfismo de moédulo, produtos, soma direta e sequéncias exatas. No qual
iremos mostrar defini¢gdes, exemplos, preposigoes, teoremas e alguns resultados importan-

tes para compreensao do tema central desse trabalho.

2.0.1 Mobdulos

Definigao 2.0.1.1: Seja A um anel e um M um conjunto nao vazio, munido com as

sequintes operacoes:

Adigao (+) :

MxM-— M

(a,b)—>a+b

Operagao Externa (-) :

AxM — M
(N\,a) — A-a

Dizemos que a terna (M, +,-) é um mddulo sobre o anel A ( ou A-Mdédulo a esquerda

ou A-Mddulo a direita ) se satisfas as sequintes propriedades:

I - (Associatividade da Adi¢ao) a+ (b+c) = (a+b) +c¢; para todo a,b,c e M

II - (Comutatividade da Adi¢ao) a+b="b+ a; para todo a,be M

III - (elemento neutro da Adigao) vai existir um Oy € M, tal que para todo a € M,
a+0p=a

IV - (Simétrico da Adi¢ao) para todo a € M, vai existir um —a € M tal que a+(-a) = 0y

V - (Associativa da operagdao externa) (A-5)-a=X\-(B-a); para todo \,f € A e ae M

VI - (Distributividade com relagdo aos elementos de M) \-(a+b) =X-a+ \-b; para
todo Ne A ea,be M

VII - (Distributividade com relagdo as escalares) (A+ ) -a = X-a+ [ -a; para todo
NpBeAeaeM

VIII - (Elemento neutro da operagao externa) vai existir 14 € A tal que a-14 = a; para
todo a e M
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Observacao: Note que sastifazer as 4 primeira propriedades é o mesmo dizer que é

um grupo abeliano.

Observagao: Uma forma simplificada de dizer que a terna (M, +,-) é um modulo
sobre o anel A ( ou A-Mdédulo ) se M com a operacao de adigdo é um grupo abeliano e
sastisfaz as 4 ultimas propriedades. Porém, se o anel A nao tiver unidade, nesse caso sera
omitido a condicao VIII. Nesse estudo, usaremos sempre A-modulo a esquerda e anéis

com unidade.
Preposicao 2.0.1.2:Seja M um A-médulo, entao vale as seguintes propriedades:

I- 04-m=0y, para todo m e M

IT- «a-0p =0y , para todo ac € A

- (-a)-m=-(a-m)=a-(-m) , para todoae€ A emeM
IV- (a-b)-m=a-m-b-m , para todo a,be A e me M

V-a-(m-n)=a-m-a-n, para todo ae A e m,neM
Demostracgoes:

[I] De fato,

OA-m=(0A+OA)-m=0A-m+OA-m

30A~m+0A~m=0A~m
Como 04 -m e M, entdao —(04-m) € M. Dai,

Oa-m+04-m=(04-m)=04-m-(04-m)

:>OA-m=0M

[1I] De fato,

a-Op=a-(0p+0p)=a-0p+a-0y

=>a-0y+a-0y=a-0y
Como a- 0y € M, entdao —(a-0pr) € M. Dal,

a-Op+a-0p—(a-0y)=a-0p—(a-0p)

ﬁOé'OM=0M
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[III] Dado a-m € M, o seu simétrico aditivo é —(a-m) € M. Dali, basta mostrar que

(-a)-m e a-(-m) sdo também simétricos aditivo de a-m. De fato,

(ma)-m+a-m=[(-a)+a]-m
—04-m

=0y

De forma anéloga, temos

a-(-m)+a-m=a-[(-m)+m]

Portanto,

= (-a)-m=-(a-m)=a-(-m)

[IV] De fato,

(a=b)-m=[a+(=b)]-m
=a-m+[(=b) -m]
=a-m+[-(b-m)]

=a-m-b-m

[V] De fato,

a-(m-n)=a-[m+(-n)]
=a-m+[a-(-n)]
=a-m+[-(a-n)]

=a-m-a-n

Exemplo 2.0.1.3: Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-mdédulo.



15

De fato, como todo corpo é um anel, entao um espaco vetorial sobre um corpo K

satisfaz todas as propriedades para ser um K-modulo.
Exemplo 2.0.1.4: Seja A um anel e I, um ideal desse anel, com as operagoes:

Adicao(+):

Iyx1qp— 1y

(a,b)—>a+b

Operagao Externaf(-):

AX]A—>IA
(N\a) — A-a

A terna (I4,+,+)é um A-mdédulo.

De fato, note que I4 é um subanel de A, entao 4 é um grupo abeliano. Por outro
lado temos que para quaisquer \,5 € A e a,b € [4, como [, c A e que A é um anel, entao

as condigoes:

I-(A-B)-a=X-(B-a); paratodo \,fe AeaeM
IT-X-(a+b)=X-a+\-b; para todo A€ Aea,be M
I- (A+pB)-a=X-a+P-a; paratodo \,fe AeaeM

IV - vai existir 14 € A tal que a-14 = a; para todo a € M
Vao ser satisfeitas, com isso concluimos que é um A-modulo.

Observacao: Através desse exemplo, em particular, todo anel pode ser considerado

como um modulo sobre si mesmo.

Exemplo 2.0.1.5: Seja (A,+) um grupo abeliano, pode ser um moddulo sobre um

anel Z* com a seguinte operacao:

Operagao Externaf(-):

7" xA— A

n,a) —mn-a=a"
(n,a)
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A é um Z-médulo.
Exemplo 2.0.1.6: Seja (G,+) um grupo abeliano e considere
End(G)=1{f:G — G}

Como sendo o conjunto de todos os endomorfismo de grupo. Introduzindo a estrtuta

de anéis em End(G), dada por

(+) : End(G) x End(G) — End(G)
(f,9) — (f+9)(x) = f(x) + g(2)

() : End(G) x End(G) — End(G)
(f,9) — (f-9)(x) = f(g())

Note que a terna (End(G),+,-) com essas estruturas bem definidas ¢ um anel. Agora

definimos a lei da composicao externa dada por:

(): End(G) x G — G
(f7$)_)f®x:f(x)

Dessa forma, temos que G ¢ um End(G)-médulo.

De Fato, note que End(G) é um grupo abeliano, pelo fato que End(G) é um anel.

Resta mostrar End(G) com a operagao externa admiti estrutura de médulo.
Sejam f,g € End(G) e a,be G. Dai, temos que

[I]Associativa da operagao externa

fe(gea)=fog(a)
= f(g(a))
=(fog)(a)
=(fog)oa

[II] Distributividade em relagao as escalares
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fo(a+bd)=f(a+d)
= f(a)+ f(b)

=fOa+g0ob

[III] Distributividade com relagao aos elementos de End(G)

(f+g)oa=(f+g)(a)
= f(a) +g(a)

=fOa+g0a
[IV] elemento neutro

Seja I; como sendo a fungao identidade de End(G), dai temos que para todo a € G

I;0a= Id(a)

=a
Portanto, concluimos que G ¢ um End(G)-médulo.

Exemplo 2.0.1.7: Seja A um anel e X um conjunto qualquer. Indicaremos por AX
como o conjunto de todas as fungoes de dominio X a valores de A. Definimos do seguinte

modo as operacoes de modulo como:

Adigao(+):

AX x AX 5 AX
(f,9) — (f+9)(z) = f(z) + g(x)

Operagao Externa(-):

Ax AX — AX
(a,f) — (af)(x) =a- f(z)

Temos que (AX,+) é um grupo abeliano e a terna (AX, +,-) admite a estrutura de

moédulo, ou seja, é um A-mdédulo.
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2.0.2 Submobdulo

Definicao 2.0.2.1: Seja M um A-mddulo e um subconjunto N ¢ M. N diz-se um

A-submddulo de M se satisfaz as sequintes condicoes:
I- 0peN;
II- u+keN, para todo u,k € N;
II- a-ueN, para todo a€ A,u e N.
Exemplo 2.0.2.2: Seja M um A-médulo, temos que {0y} é um A-submédulo de M.
Exemplo 2.0.2.3: Seja M é um A-médulo, temos que M A-submodulo de M.

Exemplo 2.0.2.4: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto

S cV é um submédulo, se somente se, S é um subespago vetorial.

De fato, como todo corpo é um anel, entao as definicoes de submaddulo e subespaco
vetorial coincidem. Por outro lado, como V é um K-médulo e S ¢ V' é um submodulo, onde

os escalares pertencem ao corpo K, segue-se que as defini¢goes de submodulo e subespaco

vetorial também vao se coincidir.

Exemplo 2.0.2.5: Seja N; e Ny submédulos do A-médulo M. O conjunto Ny + Ny =

{n1+n9,¥ny € Ny e ny € Ny } também é um submdédulo, no qual é chamada de submédulo
soma de Ny e Ns.

[I] De fato, note que Ny + Ny # @, pois como N; e Ny sao submédulos, temos que pelo

menos 0p; € Ny e 0y € Ny, dai temos que
0=0+0€e Ny + N,

[I1] Seja u,k € Ny + Ny, onde u =ny +ny e k = ng + ny, dai

u+k=(ng+ng)+ (ng+ny)
= (n1+ng) + (n2 + na)
=Ny + Ng

=S€N1+N2
Onde s = ng + ng € N1 + No. Portanto, de fato, u + k € Ny + N.

[ITT] Seja a € A e u € N1+ No, onde u = ny + ng, daf
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a-(ny+ng)=a-ni+a-nye N+ Ny

De fato, como N; é um submodulo, temos que a-ny € N7, do mesmo modo, temos que

a-n9 € Ny. Dai temos que a-nq+a-ng € Ny + Ns.

Portanto, como mostramos que os itens I, II e III da definicao de submodulo sao

satisfeitos, concluimos que o Ny + Ny é um submaddulo.

Exemplo 2.0.2.6 Seja M um A-médulo e {V,};c; uma familia de submédulos de M.
entao () V; é um submédulo de M.
iel

[I] note que

N +o

iel

Ja que N; é submddulo, para cada i € I, entdao 0y € N;, daf 0y € [ N;.
iel

[I1] Sejam u, k € (| N;, entao u+k e[| N;.
iel i€l
De fato, ja que u,k € [|N;, entdao temos que u,k € N; e como N; é submédulo, para
iel
todo 7 € I, temos que u+k e N;, logo u+k € ﬂNi.
iel

[III] Seja ae Aeue(|N;, dal a-ue (N
iel iel
De fato, como u € [|N;, entao temos que u € N;, como N; é submédulo, para todo
i€l
iel, entao a-ue Ny, logo a-ue[|N;.

iel

Portanto, como mostramos que os itens I, II e III da definicao de submodulo sao

satisfeitos, concluimos que (] N; é um submddulo.
iel

Exemplo 2.0.2.7: Seja S um subconjunnto de um A-mdédulo M. O conjunto

(S)={> a;is;,YneN,a; € A s; €S}

i=1

E um submédulo de M, no qual chamamos o submoddulo gerado por S.
[1] note que (S) # @, pois como S c (S) temos que 0y = 0g; € (5).

[II] Sejam u, k € (S), onde u = Zaisi e k= Zajsj, para todo a;,a; € A e s;,s; € S.
i=1 j=1
Dai temos que
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n m
u+k=Y a;s;+ Y a;s;

j=1

i=1
= > byxp € (S).
p=1

Onde b, = a;a; € A e x, = 5;5; € S, entao de fato é valido, ja que u+k ¢ um soma finita

de elementos de S, multiplicados por elementos do anel A.

[III] Seja a € A e ue (S), onde u = Zaisi para todo a; € A, s; € S. dai temos
i1

n
CL'UZCL'ZCLZ‘SZ‘
i=1

a(a;s;)

s

S
I
—

M-

~
Il
—_

(aa;)s;

s

~
1l
—

bisi € (S)
Onde b; = aa;.

Portanto, como mostramos que os itens I, II e III da definicao de submaddulo sao sa-

tisfeitos, concluimos que (S) é um submaédulo.

2.0.3 Modbdulo Quociente

Seja M um A-moédulo e N um submédulo de M. Considerando a estrutura de grupo
aditivo abeliano de M, é possivel contruir um grupo quociente
M ={x+N;zeM}
definimos agora a operagao ®: 4 x & — & dada por (z+ N)@ (y+N) =(z+y) +N.

Note que esta operacao esta bem definida, pois sejam x+ N,y + N,z + N,r+ N € %
tais que t+ N = y+ N e 2+ N = r+n. Dessa forma, v —y,z—r € N e segue que
(z-y)+(z-r) e N. Assim, (x+y)—-(z+r) € N, o que implica que (z+2)+N = (y+7r)+N,
ouseja, (t+N)@(z+N)=(y+N)® (r+N).

Afirmagao 1: (4, @) é um grupo abeliano.
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De fato, sejam z,y, z € M, tem-se

[I] Associatividade da soma

(z+N)e[(y+N)o(z+N)]=(z+N)ao[(y+2)+N]
[+ (y+2)]+N

=[(x+y)+z]+ N
[(z+y)+N]@(z+N)
=[(z+N)o(y+N)]e(z+N)

[IT] Elemento neutro da adigao

Oy+N)®(z+N)=0p+2)+ N
=x+N;VreM.

Dessa forma, 0y, + N é o elemento neutro.
[ITI] Inverso aditivo
(z+N)e(-z+N)=[z+(-2)]+ N
= OM + N
ou seja, —x + N é o inverso aditivo de xz + N.
[IV] Comutatividade
(r+N)e(y+N)=(r+y)+N

=(y+z)+ N
(y+N)@ (z+N).

Portanto, concluimos que (%,@) é um grupo abeliano. Agora considere a lei de

composicao externa
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Note que a lei de composicao externa estd bem definida, pois dados x + N =y + N,
tem-se x —y € N e dado a € A, segue que a(x —y) = axr —ay € N o que implica que

ax+ N =ay+ N, ou seja, a(x+ N)=a(y+ N).

Afirmacao 2: O grupo aditivo 2. com essa lei de composicao externa, define uma
N 5 )

estrutura de A-mdédulo.
De fato, sejam .+ N,y+ N,z + N € % e a, € A quaisquer, tem-se:

[T]Associatividade da composigao externa

a[f(z+N)]=a(fz+N)
=a(fz)+ N
=(af)x+ N
“[(aB))(+N)

[1I] Distrubutividade em relagio aos elemento de &

ol(x+ N) @ (y+ N)] = al(z +y) + N]
=a(z+y)+N
=(ax+ay)+ N
=(ax+N) @& (ay+N)
=a(zr+N)@a(y+N)

[ITT] Distribuicao em relagdo aos elementos de A

(a+p)(z+N)=[(a+p)z]+N
(ax+px)+ N
(ax+ N)® (Bx+ N)
=a(xr+N)®pB(x+N)

[IV] Elemento neutro da composigao externa

1A(£L‘+N)=1AJZ+N
=rx+N
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Portanto, como mostramos que todos os itens sao satisfeitos, concluimos que % é um

A-modulo.

Definigao 2.0.3.1: % ¢ um A-modulo chamado de médulo quociente de M pelo seu

submodulo N.

2.0.4 Homomorfismo de Mdodulo

Definicao 2.0.4.1: Sejam M e N dois A-modulo. Uma funcdo f: M — N chama-se

homomorfismo ou A-homomorfismo, se para todo x,y € M e a € A verifica-se:
L- flz+y) = f(x) + [(y)
II- flax) = af(z)

Proposicao 2.0.4.2: (Propriedades Elementares) Se f : M — N é um A-homomorfismo,

entao vale:
I-£(0n) =0y
IL - (-m) = -£(m)
III - f(m - n) = f(m) - f(n)
Demostragoes:

[I] De fato, pois

f(0ar) = f(Onr +0nr)
= f(On) + f(Onr)

Subtraindo em ambos lados por f(0y), temos

J(0ar) = f(Oar) = f(Onr) + f(Onrr) = f(Onr)
On = f(Onr)

Poratnto, vale.
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[I1] De fato, note que

Opr = f(m+(=m))
= f(m)+ f(=m)

Subtraindo em ambos lados por f(m), temos

Oar = f(m) = f(m) + f(=m) = f(m)
—f(m) = f(-m)

Poratnto, vale.

O
[ITT] De fato, pois
f(m=n)=f(m)+(-n))
= f(m)+ f(-n)
= f(m)+[=f(n)]
= f(m) - f(n)
Poratnto, vale.
a

Exemplo 2.0.4.3: Seja N um submoddulo de um A-médulo de M. A funcgao inclusiva

Id: N — M, dada por Id = x é um A-homomorfismo.

Exemplo 2.0.4.4: Seja N um submédulo de um A-médulo M. A projecao canonica

E um A-homomorfismo.

[I] De fato, sejam z,y € M e a € A, daf temos
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m(r+y)=(x+y)+N
=(z+N)+(y+N)
=m(x) +7(y)

[IT] Por outro lado

m(ax) = (ax)+ N
=a(z+N)

=an(x)
Dessa forma, concluimos que é um A-homomorfismo.

Definicao 2.0.4.5: Se f: M — N € um A-homomorsfismo injetivo, chamaremos f

de A-monomorfismo.

Definigao 2.0.4.6: Se f: M — N é um A-homomorsfismo sobrejetivo, chamaremos

f de A-epimorfismo.

Definicao 2.0.4.7: Se f: M — N ¢é um A-homomorsfismo bijetivo, chamaremos f

de A-isomorfismo.

Definicao 2.0.4.8: Se f: M — N ¢é um A-isomorfismo, diremos que M e N sao

A-mddulos isomorfos e que denotaremos por M ~ N.

Definicao 2.0.4.9: Se f: M — M é um A-homomorsfismo, chamaremos f
de A-Endomorfismo, no qual denotaremos por Enda(M) = f: M — M ¢é um A-

Endomorfismo.

Definicao 2.0.4.10: Se f: M — M € um A-isomorfismo, chamaremos f de A-

Automorfismo, no qual denotaremos por AutA(M) = f: M — M é um A-Automorfismo.

Proposicao 2.0.4.11:
[-Sejam f: M — M'e g: M' — M" A-homomorfismos. Entao go f: M — M"
também é um A-homomorfismo.

m-Sef:M—M'g:M — M" h: M"— M" sao A-homomorfismos, entao

ho(gef)=(hog)of
I1-Se fi: M — M', fo: M — M', g: M' — M" sao A-homomorfismos, entao



26

go(fi+fa)=gofi+tgofof

IV - Dado um A-homomorfismo f: M — N, entao
Idyof=fefoldy=f

V - Dados A-homomorfismos f: M — M'e g: M' — M, tais que go f = Idy;, entao

f ¢ um monomorfismo e g um epimorfismo.
Demostracoes:

[I] De fato,Seja x,y € M, entao:

(go f)(z+y)=g[f(z+y)]
=glf(z) + f(y)]
=g(f(x)) +9(f(y))
=(go f)(z)+(g°f)(y)

Seja a € A e x € M, daf

(go f)(ax) = g[f(az)]
glaf(z)]
alg(f(x))]
=a[(go f)(2)]
=a(go f)(z)

[IT] De fato, pois seja x € M, dai

[he(go f)](x) =helg(f(2))]
= (heog)(f(x))
=[(heg)e fl(z))

[III] De fato, seja x € M, dai
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[g10 (fi+ f2)](2) = u[(f1 + f2)(2)]
= [ (f1(2) + fa(z)]
= g1(f1(2)) + g1 (fo(2))
= (g1 fi)(@) + (910 f2)(2)

[IV] De fato, basta considerar que para todo x € M, temos

(Idy o f)(x) = Tdn(f(x))
= f(x)

Por outro lado, temos

(f o Idpr) () = f(Idp(2))
= f(z)

a

[V] Vamos mostrar que f é um A-monomorfismo e g é um A-epimorfismo. De fato,

seja x,y € M de tal modo que f(x) = f(y), dai aplicando g, temos

g(f(2))=9(f(y)) = (go f)(x)= (g0 f)(y) = Id(x) =Ild(y) =z =y

Portanto f é um A-monomorfismo, resta mostrar que g é um A-epimorfismo. De fato,

seja x € M, daif temos Id(x) = x, por hipdtese temos que

(gof)@)=x=g(f(x)) ==
Dai, denotando f(x) =y e M’, temos g(y) =y, entdo concluimos que g é um epimor-

fismo.

a

Definicao 2.0.4.12: Dado um homomorfismo f: M — N, chamamos de imagem

de f e o nicleo( ou Kernel) de f, respectivamente os conjuntos:
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Im(f)={neN,3xe M, talquef(z) =n}
Ker(f)={me M,talquef(m) =0}

Teorema 2.0.4.13: (Homomorfismo para Médulo) Seja M e N dois A-médulos, se

f:+M — N um homomorfismo, entao

M
Ker(f) =1

m(f)

Demostracgao:

Inicialmente, iremos contruir um isomorfismo entre esse modulos. Considere as se-

guintes aplicagoes no diagrama a seguir

Agora definimos a funcao g como sendo

g: 72 — Im(f)
(z+N) — f(2)

Note que g esta bem definida, pois
r+N=y+N=>z-yeKer(f)= f(x-y)=0= f(z) = f(y)

Dai, iremos mostar que g é um homomorfismo, ou seja, considere x,y € KL entao
er(f)’

gl(x+N)+(y+N)] = g[(z +y) + N]
=f(z+y)
= f(x) + f(y)
=g(x+N)+g(y+N)

. M ,
Agora considere a € A e x € Rer () dal temos
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gla(z+ N)] = g[(ax) + N]
f(ax)
af(x)
=ag(x+ N)

Logo concluimos que g é um A-homomorfismo. Agora iremos mostrar que g é injetiva

e sobrejetiva

Injetividade: Dado x,y € M, tal que f(x) = f(y), entao

f@)=f(y)=f(@)-fy)=0=f(z-y)=0=>a-yeKer(f) >z =y
Sobrejetividade: De fato, pois

Im(g)={g(x+N),x+ N ¢ Ke];"/[(f)}
= {f(l‘),QSEM}
=Im(f)

Portanto, como g é um A-homomorfismo bijetor, entao g é isomorfismo.

Colorario 2.0.4.14: Seja f: M — N um A-epimorfismo, entao
N

~ M
~ Ker(f)
Demostragao: De fato, pois pelo teorema do homomorfismo para médulo nos garante

que %(f) ~ I'm(f) e note que f é um A-epimorfismo, entao Im(f) = N, assim, %(f) ~ N,

a

Teorema 2.0.4.15:(Primeiro Teorema do Isomorfismo) Seja M um A-médulo e

P, N dois submodulos tais que P c N. Entao
M/P
M/N ~ N_//P

Demostracao: Vamos considera uma funcao f definida da seguinte forma:

f:M|P— M|N
r+P — f(x+P)=x+N,Vxell

Note que a fungao estd bem definida, pois dados x1,z9 € M temos
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1+ P=ax90+P—zx1-29¢e PcN=—2x;-29€e N—21+ N=19+N

Dai, observe que f é um A-homomorfismo, pois para todo x1 e xo € M e a € A, temos

1]

f[(x1+ P)+ (2o + P)] = f[(21 +22) + P]
=(x1+x2) + N
=(x1+ N)+ (22 + N)
= f(x1+ P)+ f(x2+ P)
[11]
fla(z1 + P)) = f(az, + P)
=ar;+ N

=a(x1+ N)
=af(x1+P)

Dai, note que f também é epimorfismo, pois

Im(f)={f(x+P),x+PeM|P}
={z+N,ze M}
=M|N

Dessa forma, pelo colorario 2.0.4.14 temos

. M/P
M/N ~ Ker(f)

Agora

Ker(f)={x+PeM/P, f(x+P)=0+ N}
={z+PeM/Px+N=0+N}
={rx+PeM|/P,xe N}
= N/P

Portanto,

M/P
M/NZN_//P
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Teorema 2.0.4.16: ( Segundo Teorema do Isomorfismo) Sejam N e P submddulos
de um A-médulo M. Entao temos

M/
NN

=

N+P
P

~

~

Essa relacao entre submédulos do enunciado pode ser vizualizada no seguinte dia-
grama:

N+P
/N
N P
N/
NNP
Demostragao: Vamos considera uma fungao f definida da seguinte forma:

N+ P
P

r— f(x)=x+P,VreM.

f:N—

Note que f é um A-homomorfismo, pois dados x; e 9 € N e a € A, temos

1]

f(xy+x9) = (21 +22) + P
=(x1+P)+ (x2+ P)
= f(x1) + f(22)
[L1]

f(a(z1)) = (az1) + P
=a(x, + P)
=af(z1)

E também f é um epimorfismo, pois
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Im(f)={f(x),re N}
={zx+P,reN}
={(z+p)+P=x+PxeNepe P}

={(x+p)+ P,z e Nepe P}
_N+P
p

Portanto, pelo colorério 2.0.4.14, temos que

~

Ker(f) — P

Dai, observe que dado um x € N,z € Ker(f) <= x+P=0+P < x-0=x ¢ P.

Dessa forma, se
reKer(f) <= f(z)=0<=2x+P=0+P<=a-0=zecP
portanto, x € Ker(f) < x € P. Agora, se
reKer(f)<—=xreNexeP<=zxzeNnP

Dessa forma, substituindo Ker(f), temos

M/N | N+P
NnP ~ P

O resultado acima é denominado de isomorfismo de Noether.

2.0.5 Produto direto

Dados dois A-moédulos M e N, podemos obter um novo A-modulo, basta considerar o
conjunto de todos os pares ordenados da forma (z,y) onde x € M e y € N, e considerar as

seguinte operacoes

(z,y) + (z,w) = (x + 2,y + w) onde para todo x,z € M e y,w € N
Mz, y) = (Az+ \y), para todo A e R

Nesse sentido, o proposito desse tépico é que quando consideramos uma familia de A-
modulos, infinitos, a construcao anterior pode ser generalizada em dois sentidos. Assim,
seja { M, }i; uma familia de A-médulos e M = [],.; M; o produto cartesiano dos menbros
da familia, onde I é o conjunto arbitrario de indices. Dessa forma, em M podemos definir

a estrutura de médulos, ou seja
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Adicao: (mi)ieI + (ni)iel = (mi + ni)ie[

Multiplicacao por escalar: A\(m;)ier = (Am;)ier
Onde M = {(my,ma,...,m;) para todo m; € M; e para todo i € I.

Definigao 2.0.5.1 o A-mddulo M construido a cima é chamado de produto direto da

familia {M;}ier. Ou seja, para cada i € I, diremos que o A-mddulo M; do produto direto
M da familia {M;}ier € um fator de M.

Se T for um conjunto do tipo I = {1,2,3,...,n} denotaremos o produto direto do

seguinte modo:
[Tier M; = MyxMoxMsx...x M,

Onde cada Mdédulo M;, com ¢ € I, pode ser canonicamente imerso no produto direto de
M, so precisa considerar as aplicagoes iy : M — M sendo que a cada my € M associado
a familia (z;);c; € M, tal que para i = k temos z; = my e para i + k temos x; = 0. As
fungoes definidas a cima sao monomorfismo e serao chamadas de inclusoes naturais. De

fato, pois,

K@T(f)(lk) = {mk € Mk,zk(mk) = 0}
= {mk € Mk, (0,0, vy M ) = (0,0, ...,0, )}
= {0}

Logo 45 é monomorfismo.

Tambem serao definidas as fungoes que chamaremos de projecoes sobre as componen-
tes, de seguinte modo py : M — M, associando a cada elemento (m;);c; € M a k-ésima

componente my € M. De fato, pois note que

Im(f)(pr) = {ok(mi)ier, (Mi)icr € M}
= {mk € Mk}
- M,

Logo pr é um epimorfismo.

Proposicao 2.0.5.2: Sejam p; as projecoes sobre as componentes e i; as inclusoes

naturais. entao é valido
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I-poty=1dy,, para todo k€

IT - ppoip =0, para todo h, ke tal que h #k
Demostragao:

[I] De fato, pois para todo k € I e my, € My, temos

(pr 0 k) = pe(ix(me))
=p(0,0,,...,my,0,...)
:mk‘

= Idy,

[IT] J& por outro lado, dado h, k € I, tal que h # k e para todo my, € M}, temos

(pr o in) (mn) = pr(ir(man))
=pr(0,0,,...,my,0,...)
= my

=0
O

Proposigao 2.0.5.3: Sejam {M;} uma familia de A-médulos e M = [],.; M; o produto
direto desta familia, dai considere {py : M — M} }res as projegoes sobre as componentes.
Dado um A-médulo N e uma familia de A-homomorfismo {gy : N — M.}, existe um tnico
A-homomorfismo f : N - M tal que ¢, = pr o f para todo k € I, ou seja, o diagrama

comuta.

Demostracao: De inicio vamos mostrar que a existéncia, ou seja, considere a aplicacao
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f : N > M definida do seguinte modo f(n) = (¢i(n))ss, para todo n € N, dai dado

ni,no € N e a€ A, tem-se

1
f(n1+n2) = (¢;(n1 +n2))ier
= (qi(n1) + ¢i(n2) )ier
= (qi(n1)) + (qi(n2) )icr
= f(n1) + f(n2)
[11]

flany) = (gi(any))ier
= (agi(n1) )ier
= a(qi(n1) )ier
=af(m)

Logo f é um A-homomorfismo. Agora iremos que pg o f = qx, para todo k € I. De fato,

pois dado n € N, temos

(pro f)(n) =pe(f(n))
= pk((h‘(n))ie[
=gk

Resta mostrar a unicidade, assim, suponha que exista um A-homomorfimo g: N — M,
que associa a todo n € N a um elemento (g;(n));; em M, tal que py o f = qi, para todo
k € I, dai mostraremos que f = g.

De fato, pois aplicando py em g(n) = (¢:(n))ier, temos
9(n) = (9i(n))ier = pi(9(n)) = pr(9i(n))ier = (Pi © 9) (1) = gr(n) = qi(n) = gr(n).
Portanto, como g = g, logo
9(n) = (9i(n))ier = g(n) = (6:(n) )ier = g(n) = f(n)

Portanto, f =g.
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Definigao 2.0.5.4: Seja {M;}ie; uma familia de A-mddulos e M = [1,e; M;. Uma
familia (m;)ie; € M diz-se uma familia quase nula se m; = 0y, execeto para um nimero

finito de indices.

2.0.6 Soma Direta

Definigao 2.0.6.1: Seja { M, };c; uma familia de A-mddulos. O conjunto das familias
quase nulas de M =T];c; M;, com a estrutura de de A-modulos definidas pela restri¢ao de

operagoes de M, chama-se de soma direta externa da familia e indicaremos pleo simbolo
Yier Mi
Se o conjunto de indices for finito I = {1,2,3,...,n}, denotaremos por
YiecrM; =My + M+ ...+ Mn

Observacao: Note que a partir da definicao citada, podemos garantir que a soma

direta externa de uma familia de A-moédulos é um submddulo do produto direto.

De fato, basta considerar a partir de uma quantidade finita de indices, ou seja, dado

0 € M;, para todo ¢ € I, assim temos

[1] 0 € ¥,.; M; pois m; = 0, execeto para um nimero finito de indices, em que este
ndmero € zero.

[IT] Dados (m;)ier € Yier Mi € (8i)ier € Xier Mi, dai temos
(mi)iel + (Sz')iel = (mi + Si)iel € Yier M;

[IIT] Dado um A € A e um (m;);er € ¥;e; M;, sendo A uma escalar de familia quase nula
de M, temos

A(mi)iel = ()\mi)iel € Yier M;

Portanto, concluimos que é subméddulo.

Observagao:E também temos que Y ,.; M; = [1,e; M;, se o conjunto de indices for
finito.

Como feito no produto direto, na soma direta é possivel definir as inclusoes naturais
como sendo iy : My — ¥,.; M;, onde ix(my) = (x;)ir, com z, = my, e x; = 0 se i # k.
Ja as projegoes sobre as componentes, podemos definir como py : Y,y M; - My, onde

pk(mi)iel = Mg.
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Proposicao 2.0.6.2: Sejam p, as projecoes sobre as componentes e i as inclusoes

naturais, entao é valido

I- pyoty=1dy,, para todo kel

Il - ppoip =0, para todo h, kel tal que h =k

Demostragao: Idéntica a demostracao feita no produto direto.

a

Proposicao 2.0.6.3: Seja {M;};,; uma familia de A-mddulos, dado M = ¥, ; M;
e i : My — M, como sendo a inclusoes naturais. Um A-mdédulo N e uma familia de
A-homomorfismo hy : M} — N, existe um unico A-homomorfismo f : M — N, tal que

hy = f o4y, para todo k € I, o diagrama a seguir é comutativo.

>

M

Demostragao: De inicio, iremos definir f: M — N, do seguinte modo

(mi)ier = [((Mi)ier) = Zyer Pr(my), para todo (m;)ier € M

A partir dai, agora mostraremos que f é um A-homomorfismo. Sejam (m;)cr,(pi)icr €
M e X\ e A, temos

1]

J((mi)ier + (pi)ier) = fF((mi + Di)ier))
= > hy(my, + pr)

kel

= > [ (m) + hi(pr)]

kel

= > hy(m) + 3 (i)

kel kel

= f((mi)ier) + F((Pi)ier)
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FO(ma)icr) = fF((AM3)ier)

kel

kel

kel

= M ((m4)ier)

Portanto, f é um A-homomorfismo. Agora iremos mostra que hy = f oy, para todo

ke I. Ou seja, dado my € My, temos

(f oir)(m) = f(ir(my))
= £(0,0,0, ..., my,0,...)

=h1(0) + ho(0) + ... + h(my) + ...

=040+ ... +hp(myg) + ...

= hk(mk)

Entao, resta mostrar a unicidade, dessa forma, suponha que exista um A-homomorfismo

g:M — N, tal que hy, = g oiy, para todo k € I. Com efeito, seja (m;);e;, temos

9((ms)iei) = 9O i (mu)

kel

= g(in(ms))

kel

=Y (goir)(my)

kel

= f((mi)iel)

Logo, f =g

a

Definigao 2.0.6.4:  Dizemos que uma familia de submddulos {M;}ie; de um A-
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modulo M € independente se para todo i, temos
Mi n (M1 + M2 + ...+ Mifl + MiJrl + ...+ Mn) = {O}

Proposicao 2.0.6.5: Uma familia de submédulos {M;},; de um A-médulo M é

independente, se e somente se,
Yicgmi =0, com m; € M, tem-se m; =0,Vi e[

Demostracgao:

(=) De fato, como ¥ ,;;m; =0, temos
mi+ ... +Mi_1 +M; + My + ...+ My, = 0— m; = —(m1 + oo+ Mi+mM; My + ... +mn)

Entao, m; € My + ...+ M;_1 + M; +;,1 +... + M,,, mas também temos que m; € M;, dessa

forma
m; € My (My+ My + ...+ My + My, + ...+ M,) = {0}
Note que, por hipétese, temos que a familia {M;};c; é independente, logo
M;n(My+ Mo+ ...+ M1+ M1 + ...+ M,) = {0}
Dessa forma, temos que m; =0, Vi€ [.
(<) Sejam; e M;n(My+ My+ ...+ M;_1 + M1 + ... + M,), mostraremos que m; = 0.

De fato, se m; € My n (My+ My + ...+ M;_1 + M1 + ... + M,), temos que m; € M; e

m; € (M1 +My+ ...+ Mi—l + Mi+1 +...+ Mn)7 dessa forma

m;=mi+...+my_1+m;+My 1 +...+My, =—=>mq+...+My_1 + (—mi)+mi+mi+1 +...+m, =

00— ZiEI m; = 0
Dai, por hipotese, temos que m; =0, Vi e I.

POI‘t&IltO, Mz n (M1 + M2 + ...+ Mi—l + Mi+1 + ...+ Mn) = {0}, IOgO a familia {Mi}ief é

independente.
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Proposigao 2.0.6.6: Seja {M,};; uma familia de submédulos de A-médulo M. As

seguintes afirmacgoes sao equivalentes

I - Todo elemento m € M se escreve de um unico modo na forma M = Y ,.; M;, onde

m; € M, para todo i € I e a familia (m;);; é quase nula.
IT- Dado M =3,y M;, se Y., M; =0, com m; € M;, tem-se que m; = 0, para todo i € .

III - seja M =3 ;.; M;, entao M;n Y ;.. M; =0.

i%j
Demostracao:

[I] = [II] Suponha que M =¥ ,.; M;, dai considere a fungao h: ¥,.; M; — M definida
por h((m;)ier) = Yermi. Agora suponha um m € M qualquer, note que existe um tnico

m; € M;, talque m =Y ,.; m;, assim
h((m;)icr) = Yieymi =m
Dai, se (m;);; € Ker(h), dessa forma, temos
h((Mi)ier) = Xiermi = On

Consequentemente, m; = 0,, para todo ¢ € I.

[II] = [III] Seja m € M; n ¥,.; m; qualquer, assim m € M; e m € },.;m;. Dal, se

m € Y,;.;my, existe m € M, com j # i, talque m = 3 ;.; m;. Dessa forma
m=Y.;m; ==Y ;mi+(-m)=0y
ou seja, m; = 0y para todo j # 7 e em particular m = 0.

[III] == [I] Dada a condicao M = ¥,.; M;, vem que todo elemento m € M pode ser
escrito da seguinte forma m = Y ,.; m;, onde m; € M; para todo i € I e a familia (m;);c; é
quase nula. Dai resta verificar a unicidade, ou seja, considere Y ,.; M; = 3 ,.;n;. Note que

para todo j € I, temos
M+ P M = Mg+ Dy My = My =Ny = 3 (M = ny)

Logo, m; —n; € Myny,.; M;, assim m; = n;.
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Definicao 2.0.6.7: Um A-modulo M diz-se uma soma direta interna de uma familia
{M;}ier de submddulo se verifica uma das condi¢oes equivalentes citadas na proposicao

anterior e indicaremos pelo simbolo
M =@ M;
e se o conjunto I ={1,2,3,...,n} de indices for finito, notaremos por
M=Me&Myo..®& M,

Note que os conceitos de soma direta interna sao bem familiarizados pelo espagos
vetorias. Ou seja, um A-médulo M é uma soma direta interna de uma familia {M;};es
de submédulos se todo elemento de M se escreve, de uma tnica forma, como a soma de

elementos dos submaodulos de M;.

Exemplo 2.0.6.8: Para qualquer A-moédulo M, tem-se sempre que M = M & 0. Os

submodulos M e 0 dizem-se soma direta trivial.

0=0+0¢€ Hy + H,
1=4+3€¢H,+H,
2=2+0¢€ H,+ H,
3=0+3¢H, +H,
4=4+0¢e¢ H + Hy
5=2+3¢H, + H,

Ou seja, podemos escrever Zg = Hy + Hy, portanto Zg = H, & Hs.

Proposigao 2.0.6.10: Seja M um A-mdédulo e um {M, };.; uma familia de submédulos
tais que M = @;; M;. Entao

Dier M = Yier M;
Demostragao: Considere a fungao
f:Y Mi— @M,
iel iel
(mi)ier — f((My)ier) =mi+ma+ ...+ my,

Note que f é um A-homomorfismo, pois dados (m;)ier € (8;)ic € e M; € a € A, temos
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1]
FCma)ier + (8i)ier) = f((mi + 8i)ier)
=(my+81)+ ..+ (Mg +8,)
=(my+mo+...+my)+(S1+ 82+ ... +8,)
= f((mi)ier) + f((8i)ier)
[11]

fla(mi)ier) = f((ami)icr)
=amy +ams + ... + am,

=a(my+mg+...+my,)

= af((1mi)ier)

Mostraremos que f é epimorfismo e monomorfismo. Assim, dado um m € @;.;, entao

m=mq +ms+ ...+ m,. Considere (my,ma,...,my,) € ¥,y M;, aplicando a f temos

flmy,ma,...omy) =my +ma+ ... + my, = f(my,ma,...,my) =m

Logo concluimos que é epimorfismo. seja Ker(f) da seguinte forma
Ker(f) ={(my,ma,....my) € Xief My, f(my,ma,...;m,) =0

Isso implica que

flmy,ma,...omy)=0= (my+ma+...4+m,)=0=%,;,;m; =0
Como a familia {M;};; é independente, segue que m; =0, Vi € I. Dessa forma

Ker(f)={0,0,0,...,0)}

Logo, como f é ao mesmo tempo epimorfismo e monomorfismo, temos que f é um

isomorfismo.

a

Definicao 2.0.6.11:  Seja N um submodulo de um A-mddulo. Dizemos que um
submodulo Ny € M € suplementar de N, se M = Ny & N. Assim, se um submodulo, que

admiti um suplementar, chamaremos de somando direto de M.
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Observacao: Em dlgebra linear, demostra que todo subespaco vetorial é um somando
direto. Porém, em moddulo, isso nem sempre é verdade, por exemplo, considere Z como
sendo um Z-Modulo, dai note que Z & Z nao tem somando direto trivial. De fato, pois

supondo que mZ seja um somando direto nao trivial de Z @ Z, dai existe um nZ, tal que
Z =mZ &nZ, com m,n € {0,+1}

Mas, m.n e mZnnZ = {0}, por mZ e nZ serem independente. Dai, segue que m.n =0,

absurdo, pois m,n #.

Ja por outro lado, temos que se N é um somando direto de um A-moédulo M, o seu
complemento nao é, em geral, tnico. De fato, pois considere R? como sendo um R-
Modulo, o submédulo N = {(a,0),a € R}. Obeserve que qualquer submédulo da forma

S = {(a,ma),a € R;m # 0} é um suplementar de N, pois podemos escrever todo par
(a,b) € R?, sendo

(a,b)=(a-2,0)+(L,b)e N+S

Logo, para todo m # 0, temos que existe um submaddulo P que é suplementar de N, ou

seja, o suplementar nao ¢ tnico.

Proposigao 2.0.6.12: Seja M um A-médulo e N; e Ny submédulos, tais que M =
N1 ® Ns. Entéo, NM1 ~ Ns.

Demostracao: Defina um funcao da seguinte forma f : M - N,. Dado m € M,
logo podemos escrever, de forma tunica, m = ny + ny, com ny; € Ny e ng € Ny. Assim,
f(m) = f(ny —ny) = ny. Mostraremos que f é um A-homomorfismo, ou seja, dados
m=(ny+ns), s=(s1+s2) €M eacA, entao

1]

f(m+3s)=f[(ng+ng) +(s1+82)]
= f[(ny + 1) + (ng + s2)]

=N9 + S9
= f(m + ng) + f(81 + 82)

= f(m)+f(s)

(1]
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fam) = f(a(n1 +n2))
= f(any + any)
=af(ni+no)

= af(m)

Logo, f é um A-homomorfismo. Usando o teorema do A-homomorfismo para médulos,

temos que

Ty = Im(f)

como,

Ker(f)={meM, f(m) =0}
={(n +n2) € M, f(n1 +ny) =0}
={(ny +ny) € M,ny =0}
={ny € M,n; € N1}
=N

Im(f)={f(m),meMj
={f(ni+n2),ny € N1,ng € Ny}
={ng,ng € No}

- N,

Logo, fazendos as substituicoes

2=
12
=

Colorario 2.0.6.13: Dois suplementos de um mesmo submaddulos sao isomorfos.

Demostragao: Sejam S e P dois suplementos de um submédulo N de um A-mdédulo

M, entao temos que

M=NeSeM=NoP
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Pela preprosicao anterior, temos

zlg
12
N
@

IS
12
e,

Logo, por transitividade, temos S ~ P.

2.0.7 Sequéncias Exatas

Definigao 2.0.7.1:  Sejam F, G, H A-médulos ¢ f : F - G eg: G - H A-
homomorfismos. Dizemos que o diagrama a sequir
rLetm

¢ uma sequéncia exata de ordem 2 em G se Im(f) c Ker(f). Em particular, se

Im(f)=Ker(f) o diagrama chama-se de sequéncia exata em G.
Definigao 2.0.7.2: Sejam {..., M;_1, M;, M;,1, ...} uma familia infinita de A-mdédulos
e{...F;i: M;_y > M;, ...} um familia de A-homomorfismo. Dizemos que o diagrama
T i—1E>Mii>Mi+1E>H

¢ uma sequéncia exata se é exata em M;, para todoic I, ou seja, se Im(fi-1) = Ker(f;),

para todo i c L.

Exemplo 2.0.7.3: A sequéncia 0 — FE I A exata, se e somente se, f é um

A-monomorfismo.

De fato, note que como 0 é um A-homomorfismo nulo, dai temos que Im(0) = Ker(0) =

{0}. Assim, f é um monomorfismo < Ker(f) =0=Im(g) < a sequéncia é exata.

Exemplo 2.0.7.4: A sequéncia F R F — 0 é exata, se somente se, f é um A-

epimorfismo.
Note que 0 é um A-homomorfismo nulo, pois 0(x) = 0, para todo x € F. Assim,

determinamos do seguinte modo

Im(0) = {0(z),z € F}
- {0)
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Ker(0)={x e F,0(x)}
_F

Dai, temos que 0o f : E — 0, definida por (0o f)(z) = 0 é um homomorfismo nulo.

Dessa forma, f é um epimorfismo < Im(f) = f = Ker(f) < a sequéncia é exata.

Exemplo 2.0.7.5: Diante das sequécias ja apresentada, de imediato vem sequéncia

f , N , .
0 — F — F — 0, que é uma sequéncia exata se, e somente se, f € um isomorfismo.

De fato, pois ja mostramos que f é monomorfismo(injetiva) e epimorfismo(sobrejetiva),

ou seja, f é isomorfismo(bijetora).

Exemplo 2.0.7.6: A sequéncia 0 M L0 6 uma sequéncia exata se, e somente
se, M ={0}.

Note que 0 é um A-homomorfismo nulo, dai temos I'm(0) = Ker(0) = 0. Logo temos
que f: M — 0, definida por f(z) =0, para todo x € M. Assim, f é um A-homomorfismo
nulo, logo a Im(f)=0e Ker(f) =0, entao

M =0+« Ker(f)=1Im(g) < a sequéncia é exata

Exemplo 2.0.7.7: A sequéncia 0 — 27 7Y Zo —> 0, 0onde 1 :2Z - 7 ¢é a
inclusao e w : Z — Zsy a aplicacao que cada inteiro associa a sua classe em Zs, é uma

sequéncia exata.

Note que i é um monomorfismo, logo a sequéncia é exata em 27, também temos que
w é um epimorfismo, logo a sequéncia é exata em Z,. Dai resta mostrar que é exata em
Z, de fato

Im(i) ={i(x),x € 2Z}
={x,r €27}
=27

Ker(w) ={ze€Z,w(x) =0}
={reZ,T =0}
={relZ,xe27}
=27
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Portanto, como I'm(7) = Ker(w), temos que a sequéncia é exata.

Definicao 2.0.7.8:  Dizemos que uma familia de A-mddulos ¢ e uma familia de
A-homomorfismo ¢ forma um diagrama comutativo, se para todo par de mddulo M,N € 1)

e todo par de A-homomorfismo f,qg € ¢, tais que f: M - N e g: M — N, entao f = g.

Exemplo 2.0.7.9: considere o diagrama a seguir

m
=
-
by
=
2

O primeiro diagrama serda comutativo se h = g o f, de maneira andloga, o segundo

diagrama sera comutativo se go f = ko h.
Definicao 2.0.7.10: Dizemos que uma sequéncia exata de A-mddulo
0—-E-LF%6—0
cinde se E' = Im(f) = Ker(f) é um somando direto de F.

Proposigao 2.0.7.11: Seja uma sequéncia exata de A-mdédulo

0—E-LrSa—o

as seguintes afirmacoes a seguir sao equivalentes

I - A sequéncia cinde

IT - Existe um A-homomorfismo 7: F - E tal que mo f = Idg
IIT - Existe um A-homomorfismo §:G — F tal que go 3 = Idg

Nestas condicoes F'~ E'& G.

Demostragao:
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[I] = [I1] De fato, pois escrevendo E’ = Im( f) e como a sequéncia cinde, entao existe
um submodulo £ de F tal que F = E' @ E”. Assim, dado um m € F', podemos escrever
m=m'+m', como sendo m’ € £/ e m" € E”, note que f ¢é injetora pelo fato da sequéncia

ser exata, dai existe um unico z € E tal que f(z) =m’, entao
m=m'+m" = m= f(x)+m”

Dai, podemos definir 7 da seguinte forma:

m:F—F

m—7m(f(x)+m")=x
Agora mostraremos que 7 é um A-homomorfismo.
De fato, seja my = f(z1) +my e mg = f(z2) +mi € F e a € A. Entdo temos que
1]

m(ma +my) = w[(f(21) +mi) + (f (z2) + m3)]
[(f(z1) + f(22)) + (m1 +m3)]
(

[(f(z1+22)) + (M1 +m3y)]

™
™

Il
&

+ T

(f (1) +m7) +7(f (22) +my
(

my) +7(ms)

™
v

m(amy) = w(a(f (1) +my))
=7(af(x1) +amy
=7(f(axy) +am!
= am(f(x1) +my

=7 (m1)

Logo, podemos concluir que por I e II, 7 é um A-homomorfismo. Agora iremos mostrar

que wo f=1dg.

Seja x € E, entaof(x) € E’, logo
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(mo f)(@) =7(f(x))
=7(f(x)+0)

=Ildg
Logo, mo f = Idg

[II] == [I] Mostraremos que F' ~ Im(f) @ Ker(r).

(i) F=Im(f)+ Ker(m).

Sejam m € F', temos que w(m) € E, entdao f(w(m)) e Im(f). Assim, (m - f(7w(m))) €

F', aplicando a 7 neste elemento temos

m(m = f(x(m))) = x(m) -7 (f(x(m)))
=m(m) = (wo f)(w(m))
=m(m) = ldg(w(m))
=m(m) - m(m)

=0
Portanto, (m - f(r(m))) € Ker(r). Logo podemos escrever
m = f(m(m)) + (m - f(7(m))) € Im(f) + Ker(r)

Portanto, F = Im(f) + Ker(r).
(i) A familia {Im(f), Ker(pi)} é independente.
Seja x € Im(f) n Ker(r), entdo existe um y € E tal que f(y) =z e também

m(z) =0o=7(f(y)) =0= (70 f)(y) =0 = Idg(y) =0 =y =0.
logo

z=f(y)=2=[(0)=2=0.

Portanto, concluimos que é independente. Dessa forma, por (i) e (ii), temos que
F=1Im(f)e Ker(m), assim ¢é cinde.
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[I] = [I1I] De fato, pois escrevendo E’ = Ker(g) e como a sequéncia é cinde, existe
um submédulo E” de F tal que F = E' @ E”. Dessa forma, seja um y € G, como g é
sobrejetora, pois ja que a sequéncia é exata, existe uma x € F' tal que g(x) =y. Também
note que se x se escreve de uma unica maneira como x = x’ +z”, com x' € B’ e " € E".
Dai,

Entao dai, podemos definir 8 como

b:G— F
y — B(g(z")) ="

Vamos mostrar que S é um A-homomorfismo.

De fato, Sejam y1,y2 € G, existem =7 e zf € F' tal que y; = g(«f) e y2 = g(a}) e a € A.

Dai, temos que
]

By +y2) = B(g(x)) + g(x3))
= B(g(a + 7))
= B(g(=})) + B(g(xy))
= B(y1) + B(y2)

(1]
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Blay = Bag(xy))
= B(g(az?))
=af(g(z7))
= aB(y1)

Logo, por (i) e (ii), temos que § é um A-homomorfismo. Agora mostraremos que
gop=Idg.

De fato, Seja y € G, existe um z” € F' tal que g(z”) = y. assim,

(g°8)(y) =9(8(y))
=g(B(g(=")))
=g(z")
=y
=Idg(y)

Logo, podemos concluir que go 8 = Idg.

[III] = [I] Inicialmente, vamos mostrar que F' = Ker(g) ® Im(f3), ou seja, mostrare-
mos:

(i) F'=Ker(g) + Im(B).

De fato, seja x € F', entao g(z) € G, logo B(g(x)) € Im(B). Assim, (x - B(g(x)) € F,

dai aplicando g, temos que

9(z - B(g9(2))) = g(x) - 9(B(g(x)))
=g(z) - (g0 B8)(g9(2)))
=g(z) - Ida(g(x)))
=g(x) - g(x)
=0

Dessa forma,(x - f(g(x))) € Ker(g) . Logo, podemos escrever

m=B(g(w)) + (2 = Blg(x))) € Im(B) + Ker(g)

Portanto, concluimos que F' = Ker(g) + Im(5).
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(ii) A familia {Im(B),Ker(g)} é independente.

Seja y € Im(B)nKer(g), entao y € Im(5) e y e Ker(g). Assim,y € Im(f) implica que

existe um z € G tal que B(z) =y e como y € Ker(g), temos
g(y) =0=g(B(2)) =0 = (go B)(2) =0 = Idg(z) =0 =1 =0
Logo,
y=p(x)=y=p(0)=y=0

Portanto, a familia {Im(5), Ker(g)} é independente. Assim, por (i) e (ii) temos que
F=Ker(g)®Im(B).

Diante disso tudo, temos que mo f = Idg e go 8 = Idg, temos que f e 8 sao injetoras,

assim, aplicando o teorema do homomorfismo para moédulos, temos

E:ﬁmzfm(f) er%(mﬁan(ﬁ)
Portanto,
E~Im(f)=Ker(g) e G=~Im(B)

Logo,

F~FEe&G pois F = Ker(g) ® Im(3)
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3 MODULOS LIVRES

Um moédulo livre sobre um anel A é um tipo especial de médulo que possui uma base,
ou seja, um conjunto de elementos linearmente independente e que gera todo médulo por
meio de uma conbinagao linear com coeficientes em A. Assim, cada elemento do médulo
pode ser representado de um forma tnica como uma conbinacao dos elementos da base.
Dessa forma, inicialmente para o estudo desse capitulo, introduziremos alguns definigoes
importantes no estudos de modulos livres, exemplos, algumas propriedades que sao validas

em espagos vetorias, mas nao sao em modulo livre, proprosigoes e colorarios.

3.0.1 Mobdulos Livres

Dado um anel A, denotaremos por AU =¥, ; A; como sendo a soma direta de A,

onde A; = A, Vi€ I. Dessa forma, AU é o conjunto das familias quases nulas (\;);e; com
NieAViel.

Defini¢ao 3.0.1.1:  Seja {m;}i; uma familia de elementos de um A-mddulo. Di-
zemos que um elemento m € M € uma conbinacgao lienar dos elementos desta familia se

existir (N\;)ier tal que
M= Yjer A

Note que, a soma acima faz sentido, pois além de ser uma soma finita, temos que as

familias {m;};; sdo quase nulas.

Definigao 3.0.1.2: Diremos que uma familia {m;};c; de elementos de um A-mddulo

M diz-se linearmente independente(LI) ou livre se para todo (\;)er € A tem-se
Yt Aimi=0=\;=0,Viel

E se uma familia nao é linearmente independente, diremos que essa familia é linear-
mente dependente (LD).

Defini¢ao 3.0.1.3:  Diremos que um subconjunto R = {m;},; de elementos de um
A-mddulo M, é um gerador de M, se todo elemento de M for uma conbinacdo linear de

elementos de R.

Definigao 3.0.1.4:  Uma familia {m;};; de elementos de um A-mddulo M. Diz-se

que € uma base se é linearmente independente e gera M.

Definigao 3.0.1.5: Um A-mddulo M di-se livre se existe uma base para M.
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Exemplo 3.0.1.6: Todo espaco vetorial sobre um corpo K, é um K-médulo livre.

De fato, pois todo espago vetorial sobre um copro K possui uma base, logo se possui

uma base é um K-mdédulo livre.

Exemplo 3.0.1.7: Seja A um anel comutativo com unidade, entdo o A-médulo 4 A( A-
modulo a esquerda) é livre e o conjunto {1} é uma base desse A-médulo. Mas, geralmente,

{w} é base de A, se e somente se, w é um elemento inversivel de de A.

Note que, qualquer conjunto da forma 4A com mais de um elemento nao pode ser
uma base, pois nao é LI. De fato, consideramos uma familia X ¢ 4A com mais de um
elemento. Dados a,b € X, a conbinacao linear ba + (—a)b = 0 e (-a),b € A, ambos nao
sao nulos, logo sao LD. Ou seja, a base do A-médulo 4A so pode ser da forma {w}, com

w € A e se w for um elemento inversivel de A.
De fato, pois {w} sendo uma base de A, entao x € A, existe um A € A, tal que
T =A\w
Dai, tomando = = 1, temos que existe um A; € A tal que
1=XMNw

Logo, w é inversivel. Reciprocamente, se w é um elemento invertivel de A, entao existe

um A € A, tal que
Aw =1
Dai, para todo x € A, temos que x = x.1. Logo substituindo Aw =1 e x = z.1, temos
r=zrl=z=x.(Aw) =z =y.w, onde y=(x.\) e A

Dessa forma, temos que {w} gera A. Também temos que se a € A, tal que aw = 0,

multiplicando pela direta por w’ € A, temos
(aw)w' = 0w = a(ww') =0 = a =0
Portanto, {w} é LI, logo é base de A.

Observacgao: Como consequéncia desse exemplo, temos que as unicas base do A-

modulo z7Z sao {1} e {-1}, pois esses elementos sao os unicos elementos invertiveis em Z.
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Exemplo 3.0.1.8: Um ideal a esquerda I de um anel A é um A-modulo livre | se e

somente se, I é principal e gerador « de I tal que Anl(«) = 0.

De fato, pois se I é um A-mddulo livre, ele possui um base. Mas, se essa base tiver

mais de um elemento, digamos my, mos com my # msy, temos
ml(mg) + mg(—ml) =0

como mea, (-my) € I nao todos nulos, o que é absurdo, pois m; e my pertencem a base
de I, logo sdo independentes. Portanto, uma base para I é da forma {a}, entdo I = (),
ou seja, segue que I é principal. Além disso, temos que Anl(a) = 0, pois pelo contrario,

existiria um 0 # m € A tal que ma =0, isto é um absurdo, pois {a} nao seria uma base.

De forma reciproca, se I é principal e um gerador a de I, tal que Anl(«) = 0, entao

{a} é uma base de 1.

De fato, pois se o é um gerador de I, entdao I = («). Logo, temos que « gera 1. Agora

como Anl(«) =0, segue-se que
am=0=>m=0

Logo, a é LI. Portanto, {a} é uma base de 1.

Exemplo 3.0.1.9: no Z-médulo Z&Z, o conjunto {e1,es}, onde e; = (1,0) e e = (0,1)

¢ uma base.

Geralmente, dado um anel A, consideremos a soma direta A(Z). Indicaremos por ej o
elemento ey = (x;)sr, onde x =1 e z; =0, se i # k. Entao a familia {ey }x; é uma base de

A chamada de base candnica.

O estudo de teoria de modulos é parecido com o de dlgebra linear, a diferenca esta
que em algebra linear o estudo é feito em cima de um corpo K, ja teoria de Mddulos é
realizado em cima de um anel, mas se analisarmos um corpo K nao de deixa de ser um
anel. Entretanto, algumas propriedades que sao valida em espacoes vetoriais, nao sao

valida nos estudos de médulo, veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.0.1.10: Em espago vetorial, todo subconjunto linearmente independente
pode ser ampliado a uma base. Porém, em geral nao é verdade que todo subconjunto

linearmente independente, de um modulo livre, pode ser ampliado a uma base.

De fato, por exemplo, o Z-mdédulo zZ é livre e o conjunto {2} é LI. Entretanto, nao
¢ uma base, e nem pode ser ampliado para um base, pois todo subconjunto com dois ou

mais elementos em 7 é LD.
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Exemplo 3.0.1.11: Em espacgo vetorial, todo conjunto gerador contém uma base.

Porém, em médulos, em geral é falso.

De fato, pois se pegamos o conjunto {2,3} vemos que ele gera zZ. Entretanto, nao

contém uma base, pois nehum elemento de {2,3} é unidade de Z

Exemplo 3.0.1.12: Em espago vetorial, um conjunto ¢ linearmente dependente se
um dos elementos é combinac¢ao linear dos demais. Ja em mddulos, se uma familia de
elementos {z;};,; de A-mddulo, um deles é conbinagao linear dos outros, a familia nao é

livre.

De fato, por exemplo, se pois se consideramos o subconjunto {2,3} do A-médulo
727, temos que ele é LD. Entretanto, nao é possiivel fazer uma conbinacgao linear de um

elemento com os outros, ou seja, nao existe nenhum x € Z, tal que 2 =x.3 ou 3 = x.2.

Exemplo 3.0.1.13: Em espaco vetorial, temos que todo espago vetorial tem uma

base, porém em maddulo, nem sempre um submodulo de um modulo livre é livre.

De fato, por exemplo, o Zg, se considerar o mdédulo sobre ele mesmo é livre de base
{1}. Mas, o submédulo H = {0,2,4}, nao ¢ livre, pois ndo possui uma base, ja que todo

subconjunto unitario de H é LD.

Exemplo 3.0.1.14: Em espaco vetorial, seja S ¢ V um subespaco do espago vetorial
V de dimensao finita. Entao a cardinalidade de uma base de S é menor que a cardinalidade
de uma base de V. J4 em moédulos, dado um A-moédulo livre M e R ¢ M um submédulo
, também livre. Nem sempre é verdade que a cardinalidade de uma base de R é menor

que a cardinalidade de uma base de M.

De fato, Basta considerar o Z-moédulo Z&Z e o seu submodulo R gerado pelos elementos
dy = (1,1) edy = (-1,1). Dai, temos que Rc Z&Z, pois e; = (1,0), e5 = (0,1) ¢ R. Agora
note que, {e1, e} é uma base de Z® Z de cardinalidade 2 e {d;,ds} é uma base de R com

cardinalidade 2, logos as cardinalidades sao iguais.

Proposigao 3.0.1.15: Sejam M e N A-mddulos. Suponhamos que M ¢ livre e seja
X ={x;}ic; um base de M. Dada uma fungao f: X — N sempre é possivel estender f a

um tnico f a um A-homomorfismo f: M — N tal que f(z;) = f(2;),Va; € X

Demostragao: De fato, considere f definida do seguinte modo
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f:X—)N

xi — [ ()
Como X é uma base de M, entao todo m € M se escreve de uma tnica forma, como
m = Yier Mitiy, V(Ai)ier € AD

Agora definimos f do seguinte modo

T:M — N
m —>7(Z i) = Z)\zf(ffz)

iel iel
Mostraremos que f é um A-homomorfismo.

De fato, pois dados my,mq € M, onde my = Y, \ix; € mo = Y1 Bixi € a € A, temos

que

1]
J(my +my) = 7(2 A + Z Bixi)

:f(g()\i +6:;Iwi)
;(Ai +Bi) f ()
;/\if(xi) + ;@f(xi)
= T ) + (S Bia)

iel iel

= 7(7”1) + 7(7”2)

(1]
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?(a(ml)) = T(a Z i)

iel

= F(Q_(aXi)z;)

iel

= (aX)f(x:)

iel

= Z Aif (3)

iel

= af(z i)

iel

= a?(ml)
Logo, f é um A-homomorfismo. Agora mostraremos que f(x;) = f(x;),Vz; € X.

De fato, pois z; € X, temos que z; = 1.x;, entao

flai) = f(La;)
=1.f(z;)
= f(x)

Resta mostrar a unicidade. Seja g : M — N tal que g(z;) = f(x;),Vz; € X e

m =Y. \ix;. Aplicando g em M, temos

g(m) = Q(Z i)

iel

= Z Aig(z:)

iel

= > Nif ()

iel

= ?(Z )\zﬂ?i)

= f(m)

Portanto, f =g.

a

Corolario 3.0.1.16: Se M é um A-mé6dulo com base X = {x;}7, entdao M é isomorfo
a A,

Demostragao: Seja y = {e, }re; uma base candnica de AU e considere a aplicagao
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f:X — AD
z; — f(z:) = f(ei)

Iremos mostrar que a extensao f : M —s A definida pela preposicao 3.0.1.15 é um

isomorfismo.
(i) f é sobrejetora

Sejam =Y, \iz; € M e ae AT como y é base de AU), entao a se escreve de forma

Unica

a = Z)\Z&,

iel

= Z Aif (i)

iel

= ?(Z )\z‘%‘)

iel

= f(m)

Portanto, como a € A0 existe um m = Y, \az; € M tal que f(m) = a, logo é

sobrejetora.
(ii) f é injetiva.

Seja m = Y;c; Mz tal que f(m) =0, mostraremos que m = 0. De fato,

0= f(m)
= ?(zl: Ai€;)
= ZI: Aif (i)
Z /\ie,»
iel
= )\i, Viel

Como y é base, logo {ey}res é LI. Portanto, m =0, assim f é injetora. Dessa forma

M ~ AT
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Proposicao 3.0.1.17: Se f: M — N é um isomorfismo de A-médulos e M ¢é livre,

entao N também é.

Demostragao: De fato, como M é livre, logo tem uma base, assim seja X = {x;};s a

base de M. Vamos mostrar que y = {f(z;)is} é base de N.
(i) y gera N.

Sejan € N, como f é sobrejetora, temos que n € Im(f). Assim, existe um m = Y.y \;x;

tal que

n=f(m)
f(z )\ixz‘)

iel

Z Aif(z:)

iel

Logo, y gera N.
(ii) y é LI
Seja \;, Vi e AD tal que
Yier Mif (13) =0 = f(Tief Nii) = 0 = Ty \iwi € Ker(f)
Como Ker(f) = {0}, segue-se que
Yier Ait; = 0

E como X ¢é base, temos que \; =0,Vi e I. Logo, y é LI.

Portanto, por (i) e (ii) temos que y = { f(x;)ss} é base de N.

i
Proposigao 3.0.1.18: Todo A-mddulo M é isomorfo a um quociente de um Amaédulo

livre.

Demostragao: seja X = {z;};,; um gerador de um A-médulo M e B = {e}r; uma

base canonica do A-médulo AU). Considere a seguinte funcao

f:B— M

€; _>f(€i) =T
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Como X é um gerador, entao a extensao f: AJ) —s M é um epimorfismo, pois

m =Y Aty == m = Y Aif(€;) == m = Tiep f(Niei)
Logo, pelo teorema do homomorfismo para médulo, temos que

AD
Ker(p = M

a

Proposicao 3.0.1.19: Sejam M, N e L. A-mddulos, onde L é um A-médulo livre. As
fungoes f: M — N ¢ epimorfismo e g : L — N é um A-homomorfismo. Entao existe

um A-homomorfismo h: L — M tal que o seguinte diagrama comuta

M N > 0

Ou seja, foh=g.

Demostragao: Inicialmente, provaremos a existéncia de h. Assim, seja X = {z; }es
uma base de L, queremos um A-homomorfismo, no qual h: L — M. Ja que, Vz; € X,
temos que g(z;) € N, como f é um epimorfismo, segue que g(x;0 € Im(f). Entao existe

um m; € M tal que f(m;) = g(x;). Dai considere a seguinte fungao

d: X — M

Onde f(m;) = g(z;), pela proposicao 3.0.1.15, temos que se pode extende a um tinico
A-homomorfismo h: L — M tal que h(x;) =d(z;),Vz; € X.

Agora, mostraremos que foh =g. De fato, dado um ¢ = ¥;.; \;x; € L, temos
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(foh)(q)=f(h(q))
= f(R(D] Nixs))

iel

= F(O. Nih(s))

iel

= 2 Aif(d(x:)

iel

= Z Aif(m;)

iel

= Z)\ig(mi)

iel

= g(Q i)

iel

=9(q)

Logo, foh=g.

Corolario 3.0.1.20: Dado uma sequéncia exata de A-modulo
0—M-LNLL 0

Se L é livre, a sequéncia cinde.

Demostragao: Considere o diagrama a seguir

L

0 > M > N

S
>

’
4
4
4
h !
/
/
4
’
’
/
/
’
’
/
/
4

L > 0
Pela proposicao 3.0.1.19, existe um h: L — M que é um A-homomorfismo, tal que
goh=1Idy e pela proposi¢ao 2.0.7.11, a sequéncia cinde, logo
N~MeolL

a

Proposicao 3.0.1.21: Seja L um A-moédulo livre e f: M — L um epimorfismo de
A-médulos, entao M ~ Ker(f) e L.

Demostragao: Considere o diagrama a seguir
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00— Ker(f) —s M >
i
Pelo colorério 3.0.1.20, temos que M ~ Ker(f) @ L.

a

Colorario 3.0.1.22: Seja N um submédulo de um A-modulo livre M, tal que o
quociente % também é livre. Entao N é um somando direto de M e os seus suplementos

sao submoddulos livres.

Demostragao: Considere a sequéncia a seguir

0—N-SM LM g

Pelo colorario 3.0.1.20 e da proposicao 2.0.7.11, temos que existe um N’ tal que M =

N & N'. Como todo suplementar de N é isomorfo a %, portanto é livre.

3.0.2 Consideracoes Finais

Este trabalho buscou explorar a teoria dos mdédulos livres, com isso, fornecendo uma
base sélida para diversos estudos em teoria de modulos. Dessa forma, o estudo de médulos
livres pode ser um ponto de partida para aprofundar-se em outras classes de médulos mais
especificos, como médulos projetivos e injetivos, pois esses mddulos possuem propriedades
unicas que ampliam o entendimento das interacoes entre anéis e moédulos. Mas outro ponto
a ser destacado, na construgao desse trabalho, foi o baixo niimero de trabalhos académicos
nessa area com referéncias brasileiras, pois a maior parte de trabalhos sobre médulos se
encontra em arquivo de lingua inglesa, essa foi o maior dificuldade na producao desse
trabalho.
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APENDICE A — Grupos e Anéis

Definigao 1: Um conjunto ndo vazio G munido de uma operagao de “adigdo (+)”é

um grupo se satisfaz as sequinte propriedades:
1. (Associatividade da Adigdo) a+ (b+c) = (a+0b)+c¢; para todo a,b,ce G
2. (Comutatividade da Adigdo) a+b=0b+ a; para todo a,be G
3. (elemento neutro da Adigao) vai existir um 0 € G | tal que para todo a € G, a+0=a

4. (Simétrico da Adig¢ao) para todo a € G, vai existir um —a € G tal que a+ (-a) =0

Definicao 2: Um grupo (G, +) é comutativo ou abeliano quando
a+b=>b+a; para todo a,be G

ou seja, quando a operagao em G for comutativa.

Exemplo 1: Os conjuntos Z,Q, R e C com as operagoes usuais da adi¢ao sao exemplos

de grupos abelianos.

Definigao 3: Seja A um conjunto nao vazio, munido com as sequintes operagoes:
Adigao (+) :

AxA— A

(a,b) — a+b

Multiplicagao (+) :

AxA— A
(\b) —a-b

Dizemos que a terna (A,+,-) é um anel se satisfas as sequintes propriedades:

1. (Associatividade da Adig¢do) a+ (b+c) = (a+0b)+c; para todo a,b,ce A

2. (Comutatividade da Adigao) a+b="b+ a; para todo a,be A

3. (elemento neutro da Adigdo) vai existir um 04 € A | tal que para todoa € A, a+04 = a

4. (Simétrico da Adigao) para todo a € A, vai existir um —a € A tal que a+ (—a) =04
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5. (Associativa da multiplicagdo) (a-b)-c=a-(b-c); para todo a,b,ce A

6. (Distributividade da multiplica¢éo) a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c; para
todo a,b,ce A

Definicao 4: Dizemos que A € um anel comutativo se, somente se:
a-b=>b-a; para todo a,be A

Definicao 5: Um anel A ¢ dito com unidade quando existe 14 € A tal que :
a-1y =a; para todo a,be A

Exemplo 2: As estruturas (Z,+,.),(Q,+,.), (R,+,.) e (C,+,.) com suas repectivas
operacoes usuais da adicao e multiplicagao sao exemplos de anéis comutativos com uni-

dade. O ntimero 1 é a unidade deste anéis.

Definicao 6: Seja A um anel e B ¢ A nao vazio, dizemos que B € subanel de A,

quando B com as operacoes induzidas de A, ainda € um anel.

Exemplo 3: Se n € Z, entao nZ é um subanel de Z, que por sua vez é um subanel de

Q . Em geral, temos que a seguinte cadeia de subanel:
nZcZcQcRcC

Definigao 7: Seja A um anel. Um subconjunto nao vazio I de A chama-se ideal de

A quando as sequintes propriedades.

(I) x =y e I, para todo x,y € [

(I) are I e xae I, paratodox e [ e ac A

Definigao 7: Um subconjunto nao vazio I de um anel A chama-se ideal a esquerda(

a direita) de A quando as sequintes propriedades.

(I) x =y e I, para todo x,y € [
(I) are I e (xael), paratodoxrel eac A

A expressao xa € I entre parénteses acima se refere a condigao de ser ideal a direita.

Exemplo 4: Seja o anel A =RR (comutativo) de todas as fungdes f: R — R. Dado
a € R considere I = {f € A, f(a) =0}. E imediato verificar que f — ¢ € I, quaisquer que
seja f,gel. Agora ,se ge Ae fel, entao

(f-9)(a) = f(a)-g(a)=0-g(a) =0

Ou seja, f-gel. Portanto, I é um ideal de A.
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APENDICE B — Espacos Vetoriais

Definicao 1: Um corpo é um conjunto K, cujos os elementos sao chamados escalares,

com um par de operagoes:

Adigao (+) :

KxK—K

(a,b)—>a+b

Multiplicagao (-) :

KxK—K
(a,b) —a-b

Se satisfaz as sequintes propriedades:

I - (Associatividade da Adi¢ao) a+ (b+c¢) = (a+Db)+¢; para todo a,b,ce K

II - (Comutatividade da Adigdo) a+b="0b+ a; para todo a,beK

III - (elemento neutro da Adigdo) vai existir um 0 € K | tal que para todo a € K,
a+0=a

IV - (Simétrico da Adigao) para todo a € K, vai existir um —a € K tal que a+ (-a) =0

V - (Associativa da multiplica¢ao) (a-b)-c=a-(b-c); para todo a,b,c e K

VI - (Distributividade com relag¢io aos elementos de K) x-(a+b) =x-a+x-b; para
todo x,a,b e K

VII - (comutatividade da multiplicagdo) a-b="b-a; para todo a,beK

VIII - (Elemento neutro da multiplicagcdo) vai existir 1 € K tal que a-1 = a; para todo
aekK

Exemplo 1: Os conjuntos Q,R e C com as operagoes usuais de adigao e multiplicagao

Sa0 COTpPOs.

Definicao 2: Dizemos que um conjunto V 0, munido de duas operagoes "adi¢cao”e

"multiplicacao por escalares”:

Adigao (+) :
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VxV —V

(a,b) — a+b

Multiplicag¢ao por escalares (-) :

KxV—V
(A\a) — A-a

E um espago vetorial sobre K =R ou K = C se satisfas as sequintes propriedades:

I - (Associatividade da Adi¢ao) a+ (b+c¢) = (a+Db)+c¢; para todo a,b,ceV

II - (Comutatividade da Adi¢ao) a+0b="b+ a; para todo a,beV

III - (elemento neutro da Adigdo) vai existir um 0 € V| tal que para todo a €V,
a+0=a

IV - (Simétrico da Adigao) para todo a €V, vai ezistir um —a €V tal que a+ (-a) =0

V - (Associativa da multiplicagao por escalares) (A-f)-a = X-(5-a); para todo \, 5 € K
eaeV

VI - (Distributividade com relagao aos elementos de V) X-(a+0b) = X-a+ \-b; para
todo NeK ea,beV

VII - (Distributividade com relagdo as escalares) (A + ) -a = X-a+ [ -a; para todo
NMBeKeaeV

VIII - (Elemento neutro da operagdio externa) vai existir 1 € V tal que a-1 = a; para
todo a eV

Definicao 3: Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo R e W um subconjunto de

V. Dizemos que W é um subespaco de V se satisfaz as sequinte condigoes:

[-0eW

[T-A-aeW paratodo AeReaeW

III - a+beW, para todo a,be W.

Exemplo 2: Seja W = {(z,0) : ¢ R um subconjunto de R?. Temos que W é um
subespaco de R.

De fato, pois temos que

T-(0,0)eW
IT- Dados AeR e a=(z,0) e W. temos Aa = (Az,\0) = (A\z,0) e W
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III - Dados a = (x,0) e b= (y,0) €e W. temos que a+b=(x,0) + (y,0) = (z+y,0) e W

Definicao 4: Seja V um espaco vetorial real, ay,...,a, €V e A1,...,\, € R. Entdo o

vetor
V=i + ... +ap\,

E um elemento de V o qual chamamos de conbinacao lienar.

Exemplo 2: O vetor v = (2,5) € R? é uma conbinagao linear dos vetores de vy = (1,1)

e v = (0,1), pois v = 2v1 + 3vs.

Definicao 5:  Seja V um espago vetorial e A = {ay,...,a,} c V. Consideramos a

equacao:
A+ ...+ apA, =0

O conjunto A diz linearmente independente (LI), se apenas admitir uma solugdo

trivial, ou seja
)\1 = )\2 = ... = O

E se existir um \; # 0, para algum i=1,...,n o conjunto A € liearmente dependente.

Exemplo 3: Seja V = R2, os vetores a; = (2,-1) e as = (1,3), formam um conjunto
LI

De fato, pois considerando a conbinacao linear Aja; + Asas = 0, dai obtemos o sistema

2/\1 +)\2 =0
—)\1 +3)\2 =0

Dai, resolvendo os sistema vamos obter A\; = Ay = 0. Portanto o conjunto é LI.

Defini¢ao 6: Um conjunto B = {ay,...,a,} ¢V € uma base para o espago vetorial
V se:

[-B¢éLl
IT - B gera V

Exemplo 4: o conjunto
B={ay,a3}, a1 =(2,-1) e as = (1, 3)

E um base para R2, pois B é LI e gera R2.
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