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“A matematica é a rainha das ciéncias
e a teoria dos nimeros é a rainha da
matematica” — Carl Friedrich Gauss



RESUMO

A Matematica € uma ciéncia em construcao, embasados nisso, decidimos explora-la
como tal. Portanto, optamos por trabalhar com os “tijolos” da Matematica, os numeros
primos, dos quais tomamos para esta missao dois problemas em aberto da Teoria dos
Numeros, a Conjectura de Goldbach e a Hipbétese de Riemann. Com o objetivo de
motivar estudantes de licenciatura, professores da educacao basica, professores de
ensino superior e pesquisadores a explorar o “desconhecido”, e apresentar este
desconhecido para seus alunos, fizemos uma revisédo bibliografica para abordar a
construcdo histérica desses problemas, e o0s avancos feitos na tentativa de
demonstra-los, esperamos conseguir desmistificar a visdo distorcida que muitos tem
acerca da Matematica, de que ela € uma Ciéncia acabada e que tudo nela ja esta
solucionado e que ndo ha mais nada a ser desenvolvido, claro que ja obtivemos muitos
resultados, mas ndo ha sentido em nos contentarmos apenas com eles, a Matematica
esta viva e temos a chance de explora-la, ou pelo menos conhecé-la. Nosso intuito
neste trabalho ndo é oferecer provas rigorosas, mas sim, incentivar a pesquisa
matematica e divulgar o conhecimento.

Palavras-Chave: Problemas em aberto; Numeros Primos; Conjectura de Goldbach;
Hipotese de Riemann; Conhecimento Matematico.



ABSTRACT

Mathematics is a science in progress, and based on this understanding, we decided
to explore it as such. Therefore, we chose to work with the "building blocks" of
Mathematics—the prime numbers—and selected two open problems in Number
Theory for this mission: the Goldbach Conjecture and the Riemann Hypothesis. With
the goal of motivating undergraduate students, basic education teachers, higher
education professors, and researchers to explore the "unknown" and present it to their
students, we conducted a bibliographic review to address the historical development
of these problems and the advancements made in attempts to solve them. We aim to
demystify the distorted view that many have about Mathematics—that it is a completed
science where everything has already been solved, leaving nothing more to be
developed. Of course, we have achieved many results, but there is no reason to settle
for them alone. Mathematics is alive, and we have the opportunity to explore it or, at
the very least, to get to know it. Our objective in this work is not to provide rigorous
proofs but rather to encourage mathematical research and promote the dissemination

of knowledge.

Keywords: Open Problems; Prime Numbers; Goldbach's Conjecture; Riemann

Hypothesis; Mathematical Knowledge.
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1. INTRODUCAO

E solito pensar que a Matematica é um campo “fechado” onde tudo ja foi
desenvolvido e explicado, de acordo com Silva (2018), muitos estudantes pensam na
Matematica como uma disciplina pronta e acabada ndo havendo mais nada para se
descobrir ou criar, a autora também salienta que essa percepc¢ao vem justamente da
maneira como a Matematica nos é apresentada, em livros didaticos resumidos, onde
apenas vemos questdes prontas. Contudo, esse € um pensamento equivocado, pois
existem diversos campos da Matematica onde foram desenvolvidos problemas aos
guais nao conseguiram uma solucdo, ou pelo menos ndo uma que fosse aceita pela
comunidade matematica, sdo conhecidos como os problemas em aberto. Tendo isso
em mente, podemos entdo perceber o quéo “viva” estd a Matematica, o quanto ainda
pode ser descoberto e/ou demonstrado e que a “nova Matematica”’, ndo é algo
inalcancavel, tdo pouco é algo impossivel de ser criado. Partindo do pressuposto de
gue existem problemas em aberto na Matemética, podemos nos questionar: para que
problemas sem solucéo servem? A priori, pode-se pensar que problemas sem solucéo
agem como uma “pedra” no caminho dos matematicos, no entanto, esses problemas
séo como o virar de uma chave que levara a Matematica um pouco mais além do que
ja se conhece ou conheceu dela mesma.

Neste trabalho iremos explorar um pouco sobre Teoria dos Numeros, focando
nossa atencdo nos numeros primos, que nos geram incertezas até os dias de hoje,
principalmente a respeito da sua distribuicdo e se podemos determinar um padréao
dentro desses numeros. Dito isso, iremos discorrer sobre dois dos problemas em
aberto mais antigos da Matematica, advindos da Teoria dos Numeros, faremos uma
revisdo bibliografica para explorar a Conjectura de Goldbach e a Hipétese de
Riemann. A conjectura de Goldbach datada de 1742, atualmente completando 282
anos sem uma solucdo, nasceu a partir de uma troca de correspondéncia entre
Christian Goldbach que era um matemético russo da época, embora ele nao levasse
0s estudos matematicos de uma forma tdo rigorosa como os demais matematicos
faziam, pois a Matematica ndo foi seu foco principal quando ingressou na vida
académica, apesar disso, ele fez boas contribuicdes para o campo, e Leonhard Euler,
um matematico e fisico que foi de suma importancia para o desenvolvimento da
Matematica e da Fisica que conhecemos hoje, nos deixando muitas contribuicées em

ambos os campos. Segundo Sousa (2013) a carta XLIII datada do dia 7 de junho de
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1742 escrita de Goldbach para Euler continha algumas assertivas, uma delas ficou
conhecida como a Conjectura de Goldbach, a mesma dizia o seguinte “Todo numero
par maior que dois pode ser escrito como a soma de dois primos”. Em resposta a
Goldbach, Euler considerou a veracidade do problema, no entanto afirmou que nao
conseguiria prova-lo, desde entdo foram sendo desenvolvidas diversas pesquisas na
tentativa de provar a conjectura, porém até o dia de escrita deste trabalho académico
nao foi encontrada uma prova para ela. Esta conjectura € caracterizada por ser de
facil entendimento, no entanto, é extremamente dificil de ser provada.

J& a Hipdtese de Riemann nasceu por volta de 1859, atualmente completando
cerca de 165 anos sem solucdo, quando Bernhard Riemann (1826-1866) um
matematico alemao estava estudando sobre o comportamento das fun¢des no plano
recém descoberto dos numeros complexos, ele notou que os “zeros nao triviais” da
funcdo Zeta, que representava uma soma infinita de nimeros elevados a poténcias
negativas, criada por Euler (1707-1783) em 1730 e modificada por Riemann para
explorar o conjunto dos complexos, Euler utilizou a fungdo Zeta para solucionar o
problema que ficou conhecido como “problema da Basiléia”, Riemann observou que
esses zeros nao triviais poderiam estar relacionados com a distribuicdo dos nameros
primos no plano real. Foi ai que em 1859 Riemann publicou um artigo intitulado "Uber
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GrofRRe" (Sobre o numero de
nameros primos abaixo de um dado valor) este artigo era curto contendo cerca de 8
paginas, mas embora fosse um artigo em suma pequeno, ele causou um alvoro¢o no
mundo da Matematica. No capitulo que se segue iremos apresentar alguns resultados
importantes sobre os nimeros primos, em seguida traremos uma abordagem histoérica
sobre esses problemas e sobre a vida desses matematicos.

Embora esses problemas continuem a intimidar alguns estudiosos, eles
também assumiram o papel de agucar a curiosidade dos mesmos, gerando assim
diversas contribuicbes para o campo da Matematica, e ndo s6 dela, como de outras
areas do conhecimento.
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2. RESULTADOS CONHECIDOS E IMPORTANTES SOBRE OS NUMEROS
PRIMOS

Embora os nameros primos sejam um mistério, eles levantaram muitas
guestdes que, a priori, causaram estranheza aos matematicos, mas ao mesmo tempo
0s motivaram a estudar esses numeros tdo interessantes, que até podem ser
considerados como os ‘“tijolos” da matematica, essa analogia deve-se ao TAF
(Teorema Fundamental da Aritmética) que sera apresentado e demonstrado no
decorrer deste capitulo.

A contagem dos numeros primos teve inicio com Eratéstenes (276 a.C-194
a.C),ele montou uma tabela dos primeiros 100 nimeros ,entdo, ele comecou a riscar
os multiplos dos primos conhecidos, partindo do 2 (4,6, 8, ...), dai ele partiu para o
préximo, que era o 3, e foi riscando seus multiplos (6,9,12, ...), ao final desse processo
restariam apenas 0s hameros primos, pois se algum deles ndo fosse primo, seria o
multiplo de algum outro, portanto ja teria sido riscado, este método ficou conhecido
como Crivo de Eratéstenes, foi o primeiro método desenvolvido para contar os primos
e continua a ser utilizado para conta-los, no entanto, quando temos que trabalhar com
ndameros muito altos, ndo se torna viavel fazer esse processo manualmente. Embora

esse crivo seja simples, ele impulsionou os estudos sobre a contagem dos primos.

23 ™M 587 ™8 9714
11 [ 327 13 343846 [ 17 [ 387 19 [ 20
22 [ 23 | 247 25|28 & 29 |20
31 32| 33734 35 3€"| 37 [ 38 | 39744
41 29 43 |44 | 46| 46| 47 | 4 G
52 | 53 | 54| 55 |5 58 | 59 | 5¢
61| 62 64 | 65| B& | 67 | 68 | 69 13-
71 [ 3273 |74 35| 78 78| 79 | 24
82 | 83 |34 85 | 86 88 | 89 |5
EEER 34| 95 97 | 9% | 99780

Figura 1- Crivo de Eratostenes. Fonte: MATEMATICA GENIAL.

Os numeros primos construiram diversas duvidas a respeito deles proprios, que
continuam sem uma resposta, mas com o estudo deles surgiram muitas definicbes e

teoremas importantes, a seguir veremos alguns deles.
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2.1 Definicdo de numero primo: Um numero n (n > 1) possuindo apenas dois
divisores positivos n e 1 , este é chamado primo.
Se n > 1 nédo é primo, dizemos entdao que n é composto.

A definicdo de um namero primo é bem simples, e ndo nos apresenta a real
complexidade por tras desses numeros.

A seguir veremos o TFA (Teorema Fundamental da Aritmética) que ja era
utilizado desde a Grécia antiga, com Euclides de Alexandria (por volta de 325 a.C -
265 a.C), porém de uma maneira “informal”, pois néo se tinha uma prova rigorosa do
teorema. Outros matematicos como Leonhard Euler (1707-1783) e Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) também utilizavam das no¢des do teorema, mas sem oferecer
uma prova formal do mesmo, em sua obra "Os Elementos” Euler ofereceu uma prova
parcial do teorema, afirmando a existéncia da fatoracdo em fatores primos, no entanto,
ele ndo provou a unicidade da fatoracao, ele apenas sugere essa unicidade. Foi sé
em 1801 com o matematico Friedrich Gauss (1777-1855) que o TFA recebeu uma
prova completa, provando sua existéncia e unicidade, esta prova estava contida em
sua obra intitulada “Disquisitiones Arithmeticae”. Uma aplicagcdo bem comum desse
teorema surge quando queremos calcular o MMC (Minimo Multiplo Comum) ou MDC

(Méaximo Divisor Comum) de dois ou mais humeros.

2.2 Teorema Fundamental da Aritmética (TFA): Todo inteiro n > 1 pode ser
representado de maneira Unica (a menos da ordem) como um produto de fatores

primos.

Demonstracdo: Se n € primo o Teorema ja fica demonstrado.

Suponha que n € um namero composto. Seja p; 0 menor divisor positivo de n tal que
p, > 1. Afirmamos que p, € um numero primo. Se p, ndo fosse primo, ele poderia ser
escrito como um produto de inteiros menores que ele mesmo. Assim, existiria um

divisor p de n, com 1 < p < p;, 0 que contradiz o fato de que p, € o menor divisor

positivo de n . Portanto, p, € primo, e podemos escrever n = p; - n,, onde n; = pl. Se
1

n, for primo, entdo a fatoracdo de n estd concluida. Caso contrario, aplicamos o

mesmo argumento para n,. Seja p, 0 menor divisor de n, que também seré primo, e

assimn = p, - p, - n,, COM N, = = .

P2
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Repetindo esse processo, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros
n,,n,, ..., n,., todos maiores que 1. Eventualmente, esse processo termina, pois
estamos lidando com uma sequéncia de inteiros positivos decrescentes. Assim, 0
namero n pode ser escrito como um produto de primos:
n=ppy%. .. 0%

onde py,p,,- - . ,Pr S&0 primos (n&o necessariamente distintos) e a4, a,,. .., a; S&o
inteiros positivos.
Agora, vamos mostrar que essa decomposicao € unica.
Vamos usar inducdo em n . Para n = 2, a afirmacdao ¢ trivial, pois 2 € primo e sua
Unica fatoracdo € ele mesmo. Suponha que todo nimero inteiro maior que 1 e menor
gue n possui uma fatoracdo Unica em primos. Vamos provar que isso também vale
para n . Se n for primo, sua fatoragdo é ele mesmo, e ja esta provado. Suponha,
entdo, que n seja composto e que tenha duas fatoragcdes diferentes:

n=piP2- - - Ps = q192- - - qr
onde py,p, . . - Ps € 4192 - - q SA0 primos. Como p; divide o produto q,q;. . . q,, €le
deve dividir pelo menos um dos fatores g; digamos g, (sem perda de generalidade).
Como p; e g, sdo ambos primos, isso implica que p, = q;. Podemos entéo dividir

ambos os lados por p, e obter:

=D2---Ps=q2---qr-

n
p1

Como — é um nimero menor que n e maior que 1, a hipétese de inducéo nos garante

P1

gue a fatoracao de pi € Unica. Isso implica que s = r e que, excluindo a ordem, as
1

fatoragbes p;,p,...Dps€ 41,92 - - . q, SA0 iguais.
Assim, mostramos que a decomposicédo de n em fatores primos € unica, concluindo

a demonstracéo. m

Exemplos 2.2.1: A seguir temos alguns exemplos de nameros representados pelo

produto de primos.

(H6=2-3
(i)16=2-2-2-2
(iii))25=5-5

(iv)44=2-2-11.
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2.3 Aplicacdes do TFA

O TFA (Teorema Fundamental da Aritmética) contém diversas aplicagfes tanto
simples como sofisticadas, a exemplo quando se quer verificar se a raiz enésima de
um numero a é um namero inteiro positivo, ou quando queremos calcular o MMC
(minimo multiplo comum) ou o MDC (maximo divisor comum) de algum numero. No
entanto, neste trabalho apresentaremos apenas uma delas. Esta aplicacao é utilizada
para encontrar a maior poténcia de um primo p que esta no fatorial do nimero n,
segundo Freitas (2023) esta aplicacdo se encontra na proposicdo XVI da obra de
Legendre (1752-1833).[18]

Teorema 2.3.1: Seja p um primo, entdo a maior poténcia de p que divide n! é y

BBl

onde:

Onde B] é 0 menor inteiro.

E importante salientar que esta soma é finita, visto que a partir de um certo i € N,

p; > n e a partir de p; todos os termos ser&o nulos.

Demonstracdo: No produto n!=1-2-3- .. -n, apenas 0s mdltiplos de p

contribuem com o fator p , dessa forma ha [g] multiplos de p entre 1 e n. Desses 0s
que contribuem com p?, contribuem com um fator extra p e ha [:—2] dentre esses

ultimos os que s&do mudltiplos de p3 contribuem com mais um fator p e ha [;1—3] . E

assim segue encontrando a férmula apresentada acima. Como queriamos
demonstrar. (FREITAS 2023)

Exemplo 2.3.2: Mostre que 2°°* divide 1000! mas 22°%* n&o divide 1000!
Vamos utilizar a férmula apresentada no teorema anterior para calcular a quantidade

de vezes que o fator 2 aparece em 1000! .

a_[1000] [1000] 1000] [1000] B [1000] [1000]



18

=500+250+125+62+31+15+7+3+1 =994.

Como 2%°* esta na decomposicéo de 1000! , entdo 2°°* divide 1000! , e é a maior
poténcia de 2 que divide 1000! . Logo 22°°* ndo divide 1000! .

(FREITAS 2023).

Em seguida, sera apresentado o teorema que prova que 0S nUmeros primos Sao
infinitos, este teorema tem mais de uma prova, mas a que sera apresentada € a de
Euclides, que é considerada por muitos, a mais elegante.

2.4 Teorema (Euclides) Infinitude dos nimeros Primos: A sequéncia dos nimeros

primos € infinita.

Demonstracdo: Vamos supor que a sequéncia dos primos seja finita. Seja, pois
P1,D02 - - -, Py a lista de todos os primos. Consideramos o nUmeroR =p; *p, = ... -
p, + 1. E claro que R n&o é divisivel por nenhum dos p; de nossa lista e que R é
maior do que qualquer p;. Mas, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, ou R é
primo ou possui algum fator primo e isto implica na existéncia de um primo que n&o
pertence a nossa lista. Portanto a sequéncia dos nimeros primos nao pode ser finita.
]

Por fim, Ihes sera apresentado o Teorema do Resto Chinés, que foi um teorema
desenvolvido para encontrar a solu¢do para sistemas de congruéncia lineares, com
seus respectivos médulos sendo coprimos entre si, e ainda mostraremos uma
aplicacdo deste teorema. Mas, para compreendermos como 0 teorema funciona
precisamos entender sobre congruéncia, por isso a seguir trataremos de definir o que

€ congruéncia e ndo congruéncia.

2.5 Congruéncia

2.5.1 Definicdo: Se a e b séao inteiros dizemos que a € congruente a b modulo
m(m > 0)sem/(a—b).

Notacdo: a = b (mod m)

Se m t (a — b) dizemos que a € incongruente a b médulo m e denotamos a #
b (mod m)
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2.5.2 Exemplo de congruéncia: 17 é dito congruente a 2 médulo 3, pois quando
dividimos 17 por 3, obtemos o resto 2.
17 = 2 (mod 3)pois 3/(17 — 2)

2.5.3 Exemplo de ndo congruéncia: 11 ndo é congruente a 2 médulo 5, pois quando
dividimos 11 por 5, ndo obtemos o resto 2.
Temos que 11 # 2 (mod 5).

2.6 O Teorema do Resto Chinés

Se (a;, m;) = mdc (a;;m;) =1, (m;, m;) = 1 parai # j e c; inteiro, entdo o sistema
a;x = ¢; (modm,)
a,x = ¢, (modm,)

asx = ¢ (modms)
a.x = ¢, (modm,)
possui solucéo, e a solugdo é unica modulo m, onde m = m, - m, -+ m,..

Demonstracdo: De fato, se (a;,m;) = 1, temos que a;x = ¢; (mod m;) possui uma
anica solucédo que denotamos por b;,.

Se definirmos um y; = % onde m = m, - m, -+ m,, OU Seja,y; € o produto dos médulos
l

dividido por m;, temos que (y;, m;) = 1, uma vez que (m;,m;) = 1 para i # j
Assim, mais uma vez temos que, y;x = 1 (mod m;), possui uma Unica solucédo que
denotamos por y;. Isto é, y; - y; = 1 (mod m,).
Afirmamos entdo que o numero x denotado por:
Xx=byy1y1 +byy, ¥, + -+ by ¥
€ uma solucao simultanea para o nosso sistema de congruéncias.
Vejamos entao que:
a;ix =a;(byy1y1 + by y2 ¥z + -+ by yr yr)
=aibyyi1y1 taibyy, yo+ - +ai by yi+ -+ aiby v yr
Note que a;b, v, y, = 0 (mod m;) para todoj # i, pois m; divide y; paratodo j #i.
Sendo assim,

a;x = a; b; y; y; (modm;) = a;b; = c¢; (modm;),
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pois y; y; = 1 (modm,;) a; b; = ¢; (mod m;).

Agora, resta mostrarmos a unicidade modulo m do resultado. Vamos supor entdo que
x' seja uma outra solugdo para o sistema e mostrar que x' = x (mod m).
Consideramos que tanto o x quanto o x' sdo solu¢des do sistema. Entdo temos o
seguinte:

a;x = ¢; (modm;) e

a;x' = ¢; (modm;).
Assim, a;x = a;x’ (mod m;).
Entdo como (a;, m;) = 1, segue-se que
x = x' (mod m;).
Portanto, cada m; divide x" — x
Além disso, uma vez que (m;,m;) = 1, temos que
m=m, - m, - m, divide x" — x.
Assim, conclui-se que

x' = x(modm) m
Exemplo 2.6.1: O exemplo a seguir mostra um sistema de congruéncia simples,
precisamos entdo achar a solugao, que € Unica, desse sistema. Onde um determinado
x quando dividido por 3 deixa resto 2, ao ser dividido por 5 deixa resto 3, e ao ser

dividido por 7 deixa resto 2 .

x = 2 (mod3)
x = 3 (mod)5)
x = 2 (mod7)

Temosquem; =3; m, =5 m;=7, m=3-5-7 =105.

Além disso, y; = —,

mi

105 105 105
Iogo:y1=T=35; y2=T=21;y3=7=15.

Agora vamos encontrar y; , que é o valor que multiplicamos por y, e obtemos resto
1 na divisdo por m,.

y1y1 = 1(modm,)

35:2 = 1 (mod 3)

70 = 1 (mod 3)

v, = 2.
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Vamos encontrar y, , que é o valor que multiplicamos por y, e obtemos resto 1 na

divisdo por m,.

Y2y, = 1 (modm,)
21-1 = 1 (mod5)

y. =1

Vamos encontrar y; , que € o valor que multiplicamos por y; e obtemos resto 1 na

divisao por ms.

y3y3; = 1 (modmj3)

151 = 1 (mod 7)

ys=1.

Ademais, b; = a;.

Portanto pelo Teorema Chinés do Resto, temos que a solucdo do sistema sera dada
por:

X=byy1¥1 +byy:y; +b3y3y3

x=2-35-2+3-21-1+2-15-1

x =140+ 63 + 30

x = 233.

Simplificando 233 maddulo 105.
x = 233 (mod 105)
2-105 =210
233 —210 = 23, logo
x = 23 (mod 105) que € a Unica solucao para o sistema.
Portanto, temos que: x = 105t + 23 com t = {1,2,3,4, ...}, nos dar& todas as solu¢des
possiveis do sistema.
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2.7 Aplicagdes do Teorema do Resto Chinés

De acordo com Santos (2017), o Teorema do Resto Chinés vem sendo usado
desde o século lll, no entanto, nessa época ndo se tinha uma demonstracdo do
mesmo, ele também relata que o primeiro algoritmo desenvolvido para resolver esse
problema foi descrito por Aryabhata no século VI. O autor também destaca que as
primeiras no¢cdes de congruéncia foram apresentadas por Gauss, em sua obra
“Disquisitiones Arithmeticae” em 1801, no qual ilustrou o teorema e introduziu um
procedimento para resolvé-lo, no entanto, este procedimento ja tinha sido usado por
Euler, mas o mesmo procedimento ja havia aparecido muito antes deles o
apresentarem.

A seguir sera apresentada uma aplicacao simples de como esse teorema é
utilizado no cotidiano. E importante ressaltar que o Teorema do Resto Chinés so
funciona mediante a condigcdo dos modulos serem coprimos entre si e dos sistemas
serem consistentes, ou seja, um mesmo namero x nao pode deixar restos distintos
na divisdo por um mesmo m,.

Exemplo 2.7.1: Sera mostrado um caso de sistema inconsistente, onde um
mesmo namero x deixa resto 1 e 2, respectivamente na divisdo por 4.

x = 1(mod4)ex = 2 (mod4).

Exemplo 2.7.2: Um general chinés possuia 2000 soldados para uma batalha. Apés o
confronto ele precisou verificar suas baixas. Assim alinhou os soldados de 7em 7 e
sobraram 5. Quando alinhou de 9 em 9 sobraram 4. E quando alinhou de 10 em 10
sobrou apenas 1. Quantos soldados haviam na formatura, sabendo que ha mais de
1500 individuos na formatura? (SOUSA 2017)
Solucdo: Para resolver esse problema vamos supor que x seja 0 numero de
soldados formados, montaremos entdo um sistema de congruéncia linear.

x = 5(mod 7)

x = 4 (mod 9)

x = 1 (mod 10)
Temosquem; =7; m, =9; my =10

m=7-9-10= 630

Identificaremos os y; = %

14
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630 630 630
Ondey}ﬁ—T—gO; Vo —7—70, V3 _H_63'
Agora vamos definir y; , o elemento que multiplicado por y; deixa resto 1 na divisdo

por m;.

y1y1 = 1(modm;)

90-6 = 1 (mod?7)

540 = 1 (mod 7)

y, = 6.

Agora vamos definir y, , o elemento que multiplicado por y, deixa resto 1 na divisao
por m,.

y2 72 = 1 (modmy)

70-4 = 1 (mod9)

280 = 1 (mod9)

y, =4

Agora vamos definir y,, o elemento que multiplicado por y; deixa resto 1 na divisao
por mg.

y3¥3 = 1(modmsy)

63-7 = 1 (mod 10)

441 = 1 (mod 10)

y, =7.

Ademais, b; = a;.

Portanto:

X=byy1y,+byy;y, +b3y3Y,
x=5-90-6+4-70-4+1-63-7
x =2700+ 1120 + 441

x =4261.

Entéo:

x = 4261 (mod 630)

x = 481 (mod 630)

Logo, x = 630t + 481
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Como 1500 < x < 2000, teremos apenas a solugao inteira quando t = 2, portanto o

resultado é:
x =630-2+ 481
x =1741.

Por fim, o numero de soldados presentes na formatura eram exatamente 1741 .
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3. APRESENTANDO A CONJECTURA DE GOLDBACH

A conjectura de Goldbach é um dos problemas em aberto mais antigos da
Matematica, ela é caracterizada por ser simples de enunciar, em contrapartida &
extremamente dificil de ser demonstrada, por esse motivo ela esta completando 282
anos sem uma solugéo. Esta conjectura surgiu a partir de uma troca de cartas entre
dois matematicos, um deles era Christian Goldbach, ele desenvolveu um interesse
genuino pela Matemética, embora ndo a tratasse de forma tdo rigorosa quanto os
demais matematicos faziam, o outro matematico envolvido era Leonhard Euler, ja
este, bem conhecido levava a Matematica de maneira séria e fez diversas
contribuicdes para a mesma. Eles mantiveram essa troca de correspondéncia por
varios anos, no contelddo dessas cartas continham diversas teorias, aplicacoes,
suposicdes e provas, sobre diversos assuntos, entre eles estdo, séries infinitas e
nameros primos. A carta XLIII em que este problema foi escrito data de 7 de junho de
1742, de acordo com Sousa (2013) nela Goldbach escreve que “Todo o inteiro que
pode ser escrito como a soma de dois primos, também pode ser escrito como a soma
de tantos primos quanto necessario, até todos os termos serem unitarios”, nesta
mesma carta ele prop6s outras assertivas,[1]”Todo o inteiro superior a dois pode ser
escrito como a soma de trés primos”™ Esta ficou conhecida como a Conjectura
marginal de Goldbach-, [2]"Todo o inteiro par maior que dois pode ser escrito como a
soma de dois primos"”, em resposta a Goldbach, Euler escreveu em 30 de junho
1742,que a conjectura marginal parecia ser verdadeira e poderia ser decomposta em
outras duas assertivas, sao elas [3]"Todo o numero par maior que dois é a soma de
dois primos” e [4]"Todo o numero impar maior que seis é a soma de trés primos”. A
assertiva [2] ficou conhecida como a Conjectura forte de Goldbach, a assertiva [3]
proposta por Euler corresponde a conjectura que ja tinha sido apontada por Goldbach,
as demais ficaram conhecidas como conjecturas fracas e/ou marginais. Euler ainda
afirmou que acreditava na veracidade da conjectura, porém disse ndo conseguir
prova-la, ele ainda fez testes com pares até um determinado niamero e com isso ele
ficava cada vez mais convicto de que ela poderia sim ser verdadeira, no entanto, ndo
obtivemos uma prova dela até os dias de hoje.
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3.1 Conjectura de Goldbach
“Todo numero par maior que dois pode ser representado pela soma de dois nimeros

primos”

Exemplos 3.1.1: Os exemplos a seguir ilustram a ideia presente na conjectura, de
gue um namero par maior que 2 pode ser escrito como a soma de dois primos, nao

necessariamente distintos.

(i)3+5=8
(i) 11+7 =18
(iii) 251 + 257 = 508
(iv) 5.927 + 5.563 = 11.496 .

3.2 Quem foi Christian Goldbach?

As informagdes contidas nesta sesséo podem ser encontradas no site intitulado
MacTutor, pesquisando por Chridtian Goldbach Biography, este site esta sob
administracdo de JJ O'Connor e EF Robertson, da Universidade de St. Andrews
Escocia, também podem ser encontradas informacdes sobre a correspondéncia
Goldbach-Euler em [15] e [17].

Christian Goldbach nasceu no dia 18 de margo de 1690 em Konigsberg,
Brandenburg-Prussia (atualmente Kaliningrado, Russia). Filho de um ministro da
Igreja Protestante de Konigsberg, ele cresceu em Konigsberg e estudou na
universidade local, ao que se sabe Goldbach estudou um pouco de matematica,
porém seu principal foco de estudo ficou voltado para o Direito e a Medicina, no
entanto ele j& demonstrava interesse genuino na matematica. No ano de 1710,
Christian partiu em uma viagem pela Europa, durante essa viagem ele conheceria
cientistas muito renomados e que deixaram uma contribuicdo muito rica para algumas
areas do conhecimento, principalmente a Matemética, entre eles estdo: Gottfried
Leibniz, Nicolaus (I) Bernoulli, Nicolaus (lI) Bernoulli, Daniel Bernoulli (com quem
mantivera contato através de cartas durante sete anos), Georg Bernhard Bilfinger,
Jakob Hermann e Leonhard Euler (com quem manteve uma troca de correspondéncia

que durou cerca de 35 anos).
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Uma de suas primeiras interagdes matematicas ocorreu no ano de 1712 com
Nicolaus | Bernoulli, quando o mesmo tentou introduzi-lo ao estudo da Teoria das
Séries Infinitas, Goldbach admitiu ndo ter o conhecimento necessario para
compreender, no entanto, esse encontro o motivou a aprofundar seus estudos no
campo da Matematica. Em 1717 Goldbach leu um artigo de Leibniz sobre o célculo da
area de um circulo, que o levou a revisitar a teoria das séries infinitas, em 1720 ele
publicou um artigo denominado "Specimen methodi ad summas serierum” (Exemplos
de métodos de soma de séries) nos "Acta eruditorum”, no ano de 1724 ele publicaria
outro artigo também sobre séries infinitas.

Quando estava em Veneza em 1721, Goldbach conheceu Nicolaus Il Bernoulli
gue o incentivou a trocar correspondéncias com seu irmao mais novo Daniel Bernoulli
a partir de 1723, durando cerca de sete anos. Em 1724 Goldbach retorna a
Konigsberg, encontrando Georg Bernhard Bilfinger e Jakob Hermann que juntamente
com Christian Wolff e Leibniz se envolveriam na criagdo da Academia Imperial de
Ciéncias que mais tarde ficaria conhecida como Academia de Ciéncias de S&o
Petersburgo. Em julho de 1725 quando Goldbach estava em Rija, ele escreve para L
L Blumentrost o mais novo diretor da academia, pedindo um cargo, a principio
Goldbach foi rejeitado, mas posteriormente lhe seria oferecido um cargo como
professor de matematica e historiador de Séo Petersburgo.

Entre 27 de dezembro de 1725 até janeiro de 1728 Goldbach atuou como
secretario de registro da cerimbnia de abertura da Academia. ApoOs alguns
acontecimentos politicos da época, Goldbach acabou sendo nomeado tutor de Pedro
[l em 1727, pois 0 mesmo assumiu o trono muito jovem devido a morte de Pedro |
Czar da Russia, e sua esposa Catarina, neste mesmo ano Euler muda-se para Séo
Petersburgo, no entanto Pedro Il transfere a corte para Moscou em 1728 fazendo com
gue Goldbach os acompanhe. Ja em Moscou Goldbach comeca sua correspondéncia
com Euler em 1729, durando cerca de 35 anos. ApGs a morte de Pedro Il em 1730
por variola, Anna lvanovna tornou-se imperatriz da RUssia, no entanto Goldbach
continuou a servi-la, em 1732 ela retorna a corte para Sao Petersburgo, tornando
possivel o envolvimento de Goldbach com a Academia novamente, ele foi nomeado
secretario correspondente da Academia em 1732 e, em 1737, tornou-se a segunda
pessoa responsavel pela administracdo da Academia o primeiro responsavel era
J.D.Schuhmacher. Mesmo com as mudancas de governantes Goldbach continuava a

ocupar cargos muito importantes, em 1740 ele solicita que suas funcbes prestadas a
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Academia fossem reduzidas, sendo assim nomeado para um cargo Sénior no
Ministério das Relacdes Exteriores, ele encerra suas atividades na Academia. Em
1760, Goldbach foi nomeado como conselheiro privado, lhe sendo solicitado o
desenvolvimento de diretrizes estabelecidas para a educacédo de criangas nobres, as
mesmas seriam aceitas pelos 100 anos seguintes.

Partindo para a perspectiva Matematica, Goldbach fez contribuicdes
importantes na Teoria dos numeros, o0 mesmo ficou mais conhecido por sua
Conjectura desenvolvida a partir da correspondéncia estabelecida com Leonard Euler
em 1742, onde ele diz que “todo nimero par maior que dois pode ser representado
como a soma de dois numeros primos”, Goldbach também conjecturou que “todo
nuamero impar é a soma de trés primos”, Vinogradov fez progresso nessa conjectura
em 1937, no entanto, a mesma permanece sem uma solucdo completa. Juntamente
com Euler, Goldbach discutiu diversos outros temas matematicos, como: Numeros de
Fermat, nUmeros de Mersenne, numeros perfeitos, a representacdo de nuameros
naturais como soma de quatro quadrados, o problema de Waring (que Euler resolveu
antes de Waring), Polinbmios que representam numeros primos, o ultimo Teorema de
Fermat, e a representacéo de nimeros impares na forma 2n? + p, onde p € primo.
Esta ultima conjectura foi escrita em uma carta direcionada a Euler no ano de 1752,
onde o mesmo disse ter verificado para nimeros até 1000, e em 1753 ele afirmou ter
verificado até 2500, no entanto em 1856, Moritz A. Stern, que era professor de
Matematica em Goéttingen, encontrou dois nimeros que nao obedeciam a regra (5777
e 5993), provando que a conjectura era falsa, no entanto, nenhum outro nimero que
nao satisfaca essa conjectura foi encontrado. Embora Goldbach faca parecer que nao
levava a Matematica de uma forma téo rigorosa como os demais matematicos faziam,
€ importante destacar as contribuicdes dele para o campo, principalmente da Teoria
dos Numeros.

Salvo destacar outros dois artigos escritos por ele sobre Séries Infinitas, “De
transformatione serierum” (Sobre a transformacao de séries) em 1729 e “De terminis
generalibus serierum” (Sobre as condicbes gerais das séries) em 1732, o primeiro
artigo mencionado introduziu um método para transformar uma série em outra
engquanto mantém a soma fixa, e o outro ampliou o trabalho iniciado em um artigo de
1720. Por fim, Goldbach também fez uma contribuicdo para a Algebra, quando
juntamente com Euler durante a troca de correspondéncias, desenvolveu um teste

rapido para saber se uma equacao algébrica tem uma raiz racional. Goldbach faleceu
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em 20 de novembro de 1764, na presenca de G.F Muller que foi responsavel por
enviar uma descricdo de como ocorreu o funeral, em trés cartas destinadas a Euler.
Goldbach nédo chegou a se casar, nem teve filhos tdo pouco tinha parentes préximos.
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4. RESULTADOS IMPORTANTES ACERCA DA CONJECTURA

A Conjectura de Goldbach é um problema que vém perpetuando desde 1742,
muitos matematicos tentaram demonstra-la, porém nao obtiveram éxito. De acordo
com Ribeiro (2022) muitos matematicos da época ndo se comprometeram em tentar
demonstrar a conjectura por medo de perderem prestigio a0 ndo conseguirem, um
pensamento que também pode ser visto nos dias atuais, porém, ndo com tanta
frequéncia. Segundo o autor, houve um divisor de aguas quando a conjectura foi
citada em duas listas de problemas, a primeira foi em 1900, essa lista foi proposta no
Congresso Internacional de Matematica em Paris, a mesma foi apresentada por David
Hilbert e continha 23 problemas, a segunda ocorrera em 1912 sendo essa lista
apresentada por Edmund Landau contendo quatro problemas, a partir dai foram
desenvolvidas diversas tentativas de demonstrar a conjectura, partindo das mais
criativas até as mais complexas. Embora a Conjectura esteja em aberto até os dias
de hoje, obtivemos resultados importantes com as tentativas de demonstracéo. E
importante destacar que neste trabalho ndo iremos apresentar a demonstracao destes
resultados.

Se formos seguir uma ordem cronolégica dos acontecimentos, um dos
primeiros resultados importantes, acerca dos estudos realizados com o objetivo de
demonstrar a conjectura, veio em 1919 quando o mateméatico noruegués Viggo Brun
demonstrou que qualquer nimero par suficientemente grande é a soma de outros dois
nameros, onde cada um deles tem no maximo nove fatores primos, no entanto, Brun
nao chegou a definir o que “suficientemente grande” seria, contudo ele conseguiu
introduzir seu método de crivo, ajudando a estabelecer limites para a soma de dois
ndmeros primos.

Seguindo os estudos, somos direcionados agora para o ano de 1923 onde
acompanhamos 0s matematicos britanicos, Godfrey Harold Hardy e John Edensor
Littlewood, que baseando-se na hipotese de Riemann mostraram que, todo nimero
impar suficientemente grande € a soma de trés nameros primos, e quase todos 0s
nameros pares sao a soma de dois numeros primos. Seguindo para o ano de 1930,
agora baseando-se no resultado de Burn, o matematico russo Lev Schnirelman,
mostrou que todo numero inteiro par e maior ou igual a 2, € a soma de, no maximo,
vinte niumeros primos. Ja em 1937 o matemético, também russo, Ilvan Matveevich

Vinogradov conseguiu retirar a dependéncia da hipétese de Riemann, provando assim
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o resultado de Hardy e Littlewood,de que todo numero impar suficientemente grande
€ a soma de trés numeros primos, no entanto, ele ainda deixara em aberto o que
“suficientemente grande” chegaria a ser.

Agora, fazendo um salto cronolégico, chegamos ao ano de 1966, onde o
matematico chinés Chen Jingrm, tomando como base o resultado de Burn,
demonstrou que todo numero par suficientemente grande € a soma de um nimero
primo e um produto de, no maximo, dois numeros primos. Partindo para o ano de
1995, o matematico francés, Oliver Ramaré concluiu seus estudos sobre o Teorema
de Schnirelman, com isso ele conseguiu provar que todo nimero par é a soma de, no
maximo, seis numeros primos. A descoberta mais recente que temos data de 2013,
onde o matematico peruano, Harald Helfgott utilizando métodos de crivo e com ajuda
de seus colaboradores, conseguiu provar que qualquer niamero impar maior que
cinco, pode ser expresso com a soma de trés nameros primos, sendo essa a versao
ternaria da conjectura de Goldbach. Embora esses estudos tenham sido muito
importantes, ndo chegaram a provar a conjectura, portanto a mesma continua em
aberto, porém todos esses teoremas servem como um limitador, para que 0s
matematicos que se desafiarem a resolver esse problema, tenham uma base sélida

para suas pesquisas e resultados.
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5. APRESENTANDO A HIPOTESE DE RIEMANN

A Matemética é um campo que procura sempre identificar os padrées, temos
exemplos disso quando nos deparamos com sequéncias numéricas, como PA
(Progresséao Aritmética) e PG (Progressdo Geométrica). Dito isso, 0s matematicos se
depararam com 0s numeros primos, que a principio ndo pareciam ter um padréo,
fazendo com que néo soubéssemos onde vai aparecer o proximo primo. Contudo,
comecaram 0s estudos para tentar determinar um padrédo dentro desses numeros,
pois ndo fazia sentido eles agirem de forma téo irregular, muitos matematicos tinham
a conviccao de que o comportamento dos primos nao era aleatoério ou “por acaso”.

O primeiro passo em busca desse “padrao”, veio por meio do Crivo de
EratOstenes, que foi um método em que se construia uma tabela, a exemplo de 1 até
100, e partindo do numero dois, comecava-se a riscar os multiplos daquele nimero, o
préximo nimero era o trés e assim sucessivamente, até s6 sobrarem os primos.

Logo apds o crivo, tivemos a prova da infinitude dos primos, que veio através
de Euclides (325 a.C- 256 a.C), onde ele prova por contradicdo, assumindo que o0s
primos fossem finitos até um determinado x, ele chega a conclusdo que sempre
haverd um primo maior que o tal x , chegando a uma contradicdo e provando que 0s
primos sao infinitos.

Seguindo os estudos, o proximo resultado importante veio por meio de Pierre
de Fermat (1601-1665), ele formulou uma conjectura sobre numeros da forma F, =
22" + 1, que ele afirmava serem todos primos, estes nimeros ficaram conhecidos
como “Os primos de Fermat”,no entanto, mais tarde Euler provou que nem todos os
nameros dessa forma eram realmente primos, Fermat também fez outra contribuicdo
importante que conhecemos hoje como “O pequeno Teorema de Fermat”, este
teorema afirma que se p € um namero primo e a € um numero inteiro que néo é
divisivel por p, entdo aP~! = 1 (modp), este teorema é um resultado muito
importante para a criptografia moderna.

Outras contribuicdes importantes vieram com Euler (1707-1783), ao estudar
sobre séries infinitas, Euler conseguiu provar o problema da Basileia, que consistia
em determinar qual a soma da série:

Euler determinou que:
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Esse resultado revolucionou a andlise matematica, pois ele abordou outros
conceitos de outras areas da matematica que ndo eram comumente utilizados, como
conceitos de geometria e o proprio = (Pi). Quando Euler comeca a estudar Teoria
dos Numeros, baseando-se nas obras de Fermat, ele faz uma relacéo da distribuicéo
dos primos com conceitos de analise matematica, ele entdo conseguiu provar que a
soma dos inversos dos primos diverge, com isso, ele descobriu uma forte relacao da
funcdo Zeta com a distribuicdo dos primos, hoje em dia conhecemos essa relacéo por
produtos de Euler para a funcdo Zeta. Essa relacao da fungcéo Zeta com a distribuicao

dos primos comprovaram a seguinte identidade:

1
1-p~S’

1
21010=1; = prrimo

Onde

1—[ 1 _ 1 1 1
1—pS 1-25 1-35 1—p=s

p primo
€ um produto infinito que se estende para todos 0s primos, essas expressdes
sdo conhecidas como produtos de Euler.
Seguindo os estudos sobre a distribuicdo dos primos, Gauss (1777-1855) teve
uma ideia, “e se ao invés de tentar determinar um padréo de surgimento dos primos,
pudéssemos estimar quantos primos existem até um certo valor x”. Dito isso, ele

propds a seguinte férmula:
X

In(x)

Onde m(x) representa a contagem de nimeros primos até um da do valor x, a

w(x) =

mesma indica que quanto maior o x , mais densidade dos primos diminui, Gauss n&ao
provou essa formula, mas em 1896, dois matematicos Jacques Hadamard (1865-
1963) e Charles-Jean de La Vallée Poussin (1866-1962), independentemente um do
outro provaram que

w(x)
x =
Inx

gue ficou conhecido como O Teorema dos Numeros Primos.

lim 1

n—-oo

Pouco antes de Gauss, Legendre (1752-1833), conjecturou uma férmula

semelhante
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x
In(x) — 1.08366

no entanto, devido a utilizacdo desse termo de correcdo (1.08366), a formula ficou

w(x) ~

muito “artificial”’, pois Legendre nao tinha uma justificativa para a utilizagéo do termo,
ele apenas foi escolhido por conveniéncia.

Por fim, em 1859 Bernhard Riemann foi eleito para a Academia de Ciéncias de
Berlim, como um membro recém eleito ele teria que publicar seu trabalho mais
recente, entéo ele publicou um artigo intitulado "Uber die Anzahl der Primzahlen unter
einer gegebenen GroRRe" -Sobre o nimero de numeros primos abaixo de um dado
valor- onde ele estava investigando a conjectura de Legendre e Gauss, que fala sobre
a distribuicdo dos primos abaixo de um valor x , que ficou conhecido como o Teorema
dos Numeros Primos. Riemann queria provar essa conjectura, ele ndo conseguiu, mas
obteve resultados muito relevantes.

Neste artigo, ele procurou explorar a funcéo ¢, que ja havia sido abordada por
Euler, no problema da Basiléia, no entanto Riemann modificou a fungéo, pois o
interesse dele ndo era trabalhar no conjunto R, e sim no C, ou seja, ele conseguiu
expandir analiticamente a funcdo ¢ para trabalhar no conjunto dos numeros
complexos.

A funcado ¢ de Riemann é holomorfa, ou seja, ela é complexa e diferenciavel

em um certo dominio do plano, onde para Re(s) > 1, é definida pela expressao:

(s) = Z%°=1% , que é equivalente a

() =S L =T, (1-2) .

A Hipétese de Riemann afirma que todos os zeros nao triviais da funcdo Zeta,
1

tem parte Re(s) = >

Os zeros triviais da funcéo Zeta sao
{s =—-2,—4,—6,---},onde s € Cé um numero complexo.
Riemann assume que todos 0s zeros nao triviais estdo sobre a faixa critica

definida por 0 < Re(s) < 1
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5.1 Conjectura (Hip6tese de Riemann): Todos os zeros nao triviais da funcdo ¢

estdo sobre a linha critica Re (s) = % onde 0 < Re(s) < 1.

5.2 Quem foi Bernhard Riemann?

As informagdes contidas nesta sessdo podem ser encontradas no site
intitulado MacTutor, pesquisando por Georg Friedrich Bernhard Riemann Biography,
este site estd sob administracdo de JJ O'Connor e EF Robertson, da Universidade de
St. Andrews Escocia [16].

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 em

Breselenz, Hannover, atual Alemanha. Riemann era o segundo filho, de um total de
seis, que seu pai, um ministro da igreja Luterana, chamado Friedrich Riemann, tivera
ao casar-se com Charlotte Ebell. Até seus dez anos de idade Riemann era educado
por seu pai e um professor de uma escola local, chamado Schulz.
Em 1840 Riemann entra diretamente na terceira classe do Lyceum em Hannover e
passa a morar com sua avo, no entanto em 1842 ela acaba falecendo e Riemann
muda-se para o Johanneum Gymnasium, |4 o descrevem como um aluno esfor¢ado e
interessado em disciplinas classicas, como hebraico e teologia, nessa época ja se
notava um crescente interesse em Matematica da parte dele. Entdo o diretor do
Johanneum Gymnasium permite que Riemann frequente sua biblioteca particular, e
Ihe entrega um exemplar contendo 900 paginas sobre Teoria dos numeros de
Legendre, que ele leu em impressionantes seis dias.

Na primavera de 1846, Riemann se matriculou na Universidade de Géttingen
para estudar teologia, atendendo aos desejos de seu pai. Contudo, ele logo comeca
a assistir palestras de Matematica e, apds pedir permissdo de seu pai, transfere-se
para da faculdade de filosofia para estudar Matematica com Moritz e Gauss, pois ele
era muito apegado a familia e caso seu pai ndo permitisse, ele nao faria a mudanca
de curso. Embora parecesse que ele estava em um lugar adequado para estudar
Matematica, a Universidade de Goéttingen era um lugar bastante pobre para esse
campo. Logo, na primavera de 1847 Riemann se muda para a Universidade de Berlim,
para estudar com Steiner, Jacobi, Dirichlet e Eisenstein. Durante esse periodo, ele &
particularmente influenciado por Dirichlet, adotando assim o estilo intuitivo e preciso
deste professor, Riemann também aprendeu muito com Eisenstein, um dos tépicos
discutidos entre eles foi 0 uso de variaveis complexas na Teoria da Funcao Eliptica.
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Em 1849 Riemann retorna a Universidade de Gottingen, onde |14 ele é
supervisionado por Gauss ha producéo de sua tese de doutorado, que aborda a teoria
das variaveis complexas, introduzindo o conceito das superficies de Riemann que
conhecemos hoje, e métodos topoldgicos aplicados a teoria das funcées complexas.
A defesa de sua tese aconteceu em 16 de dezembro de 1851, ela € examinada por
Gauss, que a elogia por sua “originalidade gloriosamente fértil”. Este trabalho
examinou as propriedades geométricas das fungdes analiticas e introduziu o uso do
Principio de Dirichlet, uma técnica aprendida por Riemann durante as palestras de
Dirichlet. Como parte da sua habilitagdo, Riemann teria que apresentar uma palestra,
logo, ele elabora trés propostas, duas relacionadas a eletricidade e uma relacionada
a geometria. A contragosto de Riemann, Gauss escolhe a palestra de geometria,
intitulado “Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen” (Sobre as
hipéteses nos fundamentos da geometria) apresentada em 10 de junho de 1854,
abordava a definicAo de espagos de varias dimensdes, 0 conceito de espago
Riemanniano que conhecemos atualmente, e o tensor (que s&o como “caixas
multidimensionais de numeros”) de curvatura, ao final ele levanta questdes profundas
relacionando a geometria com o mundo em que vivemos. Gauss foi um dos poucos
gue compreendeu a profundidade desta palestra, que se tornou fundamental para o
desenvolvimento da relatividade geral.

No ano de 1855, com a morte de Gauss, Dirichlet assume sua cadeira em
Goéttingen, neste periodo houve uma tentativa de conseguir um cargo para Riemann
na universidade, mas a priori ndo obtiveram éxito. S6 no ano de 1857, dois anos ap0s
a tentativa de obtencéo deste cargo, ele finalmente é nomeado professor e com isso
veio a publicacdo de um artigo, intitulado “Teoria das Fung¢ées Abelianas” resultado
de anos de estudo e estava contido em um curso de palestras que ele apresentou
para trés pessoas nos anos de 1855-1856, a mesma expande o conceito de
superficies de Riemann e explora as propriedades topologicas das funcdes
multivaloradas. Esse artigo apresentou ideias inovadoras, fazendo com que
Weierstrass, que era um matematico que também estava estudando esses tdpicos,
reavaliasse e retirasse sua pesquisa que fora submetida a Academia de Berlim em
1857. Em 1858, os matematicos italianos Betti, Casorati e Brioschi visitam Goéttingen,
Riemann os recebe e compartilha com eles suas ideias sobre topologia, formando
assim uma colaboracao que tardiamente seria renovada quando ele visitasse a Italia
em 1863.
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No ano de 1859, ap0s a morte de Dirichlet, Riemann assume a catedra de
Matematica em 30 de julho, e € eleito para a Academia de Ciéncias de Berlim, por
indicacdo de trés matematicos, Kummer, Borchardt e Weierstrass. Como sendo um
membro recém-eleito ele deveria relatar sua pesquisa mais recente, foi ai que
Riemann enviou um relatorio de titulo “Sobre o numero de primos menores que uma
determinada magnitude”. Neste relatorio, Riemann examinou a fungéo ¢, que ja fora
introduzida por Euler, no entanto, apenas aplicada ao conjunto dos reais, mas
Riemann quis estender essa fungéo para o conjunto dos complexos, ou seja, ele olhou
ela como uma funcdo complexa, tinham algumas excecdes triviais, as raizes de ¢
todas estédo entre 0 e 1. Neste breve artigo ele afirma que a funcao ¢ tinha infinitas
raizes ndo triviais e que era provavel que elas tivessem parte real igual a 1/2, esta foi
nomeada a famosa Hipotese de Riemann que continua como um dos maiores
problemas ndo resolvidos da Mateméatica. O objetivo principal do artigo era dar
algumas estimativas acerca do namero de primos menores que um determinado valor.
Alguns dos resultados que Riemann obteve, posteriormente foram comprovados por
Jacques Hadamard (1865-1963) e Charles de La Vallée Poussin (1866-1962).

Em junho de 1862, Riemann casou-se com Elise Koch, uma amiga préxima de
sua irma, juntos tiveram uma filha, no outono do mesmo ano de seu matriménio
Riemann acaba pegando um resfriado, que posteriormente evolui para uma
tuberculose, ele sempre teve a saude debilitada, ele tenta remediar seu estado clinico
se mudando para um clima mais quente da Italia. Ele passou o inverno dos anos de
1862-1863 na Sicilia, e também viajou pela Italia, reencontrando Betti e passando um
tempo com ele e com 0s outros matematicos que o visitaram em Gottingen, ele chega
a voltar brevemente para Goéttingen em 1863, porém devido seu estado de saude ter
piorado, ele retorna para a Italia. Riemann passou o periodo de agosto de 1864 até
outubro de 1865 no norte da Italia, ele volta a Goéttingen para o inverno de 1865-1866,
depois retorna a Selasca nas margens do Lago Maggiore em 16 de junho de 1866,
Riemann faleceu quatro dias depois, em 20 de julho de 1866, seu amigo Richard
Dedekind relatou que, mesmo sentindo que seu fim estava proximo, um dia antes que
sua morte, recostado embaixo de uma figueira, Riemann trabalhou em sua ultima
pesquisa que, infelizmente, foi deixada inacabada.
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6. RESULTADOS IMPORTANTES ACERCA DA HIPOTESE DE RIEMANN

Sabemos que o campo da Matemética € muito amplo, composto por diversas
areas tanto de pesquisa em Matematica pura e aplicada, como na area da educacao.
A maioria das pessoas veem a Matematica como um campo, fechado, padronizado e
gue tudo pode explicar, mas na realidade n&o é assim que as coisas acontecem, vimos
no decorrer desta pesquisa que existem problemas em aberto, em especial,
relacionados aos numeros primos, que sdo o maior mistério da Matematica até os dias
de hoje, conseguimos provar muitas coisas a respeito deles, porém o desejo que 0S
matematicos tém de querer determinar um padréo dentro dos primos € tao forte que
“‘queima como fogo”. Essa sessao abordara alguns resultados obtidos ao decorrer dos
anos, na tentativa de provar a famosa Hipétese de Riemann. E importante salientar,
gue neste trabalho ndo iremos demonstrar esses resultados, apenas cita-los
brevemente.

A primeira contribuicdo veio com Jacques Hadamard (1865-1963), em 1893 ele
provou uma conjectura de Riemann que afirmava que todos os zeros néo triviais da
funcdo ¢ estdo sobre a faixa critica dada por 0 < Re(s) < 1.

Outra contribuicdo ndo veio como um resultado, mas sim, um “incentivo”, no
ano de 1900, quando David Hilbert (1862-1943), um matematico alemao, apresentou
em sua palestra no segundo congresso de matematicos de Paris, a proposta de
“trabalhar com o desconhecido”, causando uma certa estranheza aos seus ouvintes,
ele prosseguiu e apresentou uma lista contendo 23 problemas, sendo o oitavo deles,
a hipotese de Riemann. Hilbert ainda enfatizou que se ao acaso ele entrasse em um
sono que durasse 500 anos, a primeira coisa que faria ao acordar, seria perguntar se
conseguiram demonstrar a Hip6tese de Riemann. Tanto essa declaracdo de Hilbert,
guanto sua lista de problemas, impulsionou os estudos sobre a hipdtese, e se
realmente poderiamos determinar um padrdo dentro dos nimeros primos. Em 1914
Godfrey Harold Hardy (1877-1947), provou que existem infinitos zeros sobre a reta

Re(s) = % .

Segundo Fritsche e Suguimoto (2015), também em 1914 foi demonstrado por
Niels Bohr (1885-1962) e Lev Landau (1908-1968), que todos, exceto uma porcao
infinitesimal de zeros ndo triviais estdo muito préximos da reta critica. Os autores ainda

ressaltam que em 1989, Brian Conrey provou que nao importa quantos zeros nao
triviais existam, pelo menos 40% deles estardo na reta critica.
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Ja no ano 2000, foi anunciado pelo Instituto Clay de Matematica, uma lista com
os sete problemas do milénio, entre eles estava a Hipotese de Riemann, onde esta
sendo oferecido um prémio de um milh&o de délares para quem apresentar uma prova
do mesmo.

Por fim, no ano de 2018 o matematico Michael Atiyah (1929-2019), fez uma
declaracdo em meio a sua palestra, intitulada “O Ultimo Teorema”, de que havia
encontrado uma prova para a Hipotese de Riemann, no entanto ele ndo apresentou
nenhum trabalho ou artigo com a suposta prova, portanto a alegacao dele nao foi
considerada pela comunidade Matematica.

A Hipotese de Riemann € um problema muito importante, e caso seja
demonstrada algum dia, causara um alvoro¢o na comunidade Matematica, ndo so6 por
ser um problema do milénio, ou por ter um prémio milionario sendo oferecido em troca
de uma demonstracgéao, e sim, pelo fato de afetar diretamente outros topicos, como por
exemplo, a seguranca dos dados dispostos na Internet, que utilizam métodos de
codificacdo de dados, principalmente a criptografia RSA, que sera abordada

brevemente no préximo capitulo.
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7. A HIPOTESE DE RIEMANN E A CRIPTOGRAFIA RSA

Atualmente vivemos a era digital, devido aos avancos matematicos e
consequentemente tecnoldgicos, portanto tornou-se importante proteger nossos
dados, que querendo ou ndo, estdo disponiveis nos meios digitais. Logo,
desenvolveram-se métodos para codificar essas informacdes, para que assim, s6 0
seu destinatario possa ter a chave de decodificacdo tendo acesso livre a mensagem.

No entanto, a ideia de mandar mensagens codificadas ndo surgiu téo
recentemente quanto pensamos. Segundo Molinari (2019), a primeira pessoa a utilizar
métodos de codificacéo foi Julio César (100 a.C - 44 a.C), quando o0 mesmo mantivera
contato com suas tropas através de codigos. No entanto, o método utilizado por ele
era simples, segundo o autor era feita a substituicdo da letra pela sua sucessora, ou
seja, transladava uma casa para diante. Como era um método simples tiveram que
modifica-lo, pois estava sendo facilmente decifrado, Molinari (2019) afirma que eles
dividiram a mensagem em grupos para poder criptografa-la, dando origem a um
sistema poligrafo.

Durante os anos foram surgindo outros métodos de criptografia, a exemplo,
temos as Cifras de Hill, que utiliza dos conceitos de matrizes. Mas devido a
necessidade de assegurar os dados, no ano de 1977 foi criado o método de
Criptografia RSA, que leva a inicial do sobrenome de seus criadores, Ron L. Rivest,
Adi Shamir e Leonard Adleman, estudantes do Massachutts Institute of Technology
(MIT).

O método de criptografia RSA consiste em pegar dois nUmeros p e g primos,
onden=p-q,0 n éachave publica, ou seja, que € conhecida por todos, mas para
poder decodificar a mensagem precisamos saber quem sao p e g, que sao as chaves
de decodificacdo. Parece ser até simples, se os numeros fossem pequenos, no
entanto para garantir a seguranga, os nimeros primos escolhidos contém mais de
100 algarismos, tornando impossivel fatorar n . Portanto, a eficacia do método RSA é
garantida através da ineficiéncia dos algoritmos de fatoracdo para numeros com
muitas casas decimais. Dito isso, qual a relacdo da Hipétese de Riemann com a
criptografia RSA?

Bem, j& foi dito que a eficacia do RSA so6 existe por causa da incapacidade de
fatorar a chave publica para encontrar a chave privada de decodificacdo, no entanto,

se a Hipdtese de Riemann for provada e pudermos garantir que todos 0s zeros nao
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triviais da funcéo ¢ estdo sobre a reta critica, serd possivel desenvolver uma lei de
distribuicdo dos primos, que possibilitara a fatoracao da chave publica e assim podera
decodificar as chaves privadas, tornando a mensagem acessivel para outras pessoas
além do seu destinatario. A criptografia RSA é muito utilizada para garantir a
seguranca das transacgfes bancarias.

Este topico foi abordado como uma curiosidade, para destacar a importancia
da hipétese de Riemann, e mostrar que tem mais coisas em jogo na sua resolucao,
além do prémio de um milhdo de ddlares.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

Em suma, este trabalho tem como objetivo servir de divulgagdo cientifica,
através dele queriamos mostrar outro lado da Mateméatica, que ndo conhecemos
guando estudamos na educacao basica e também ndo nos é apresento no ensino
superior, o lado da matematica que esta “por fazer”. A abordagem inicial foi feita a
partir do pressuposto de que a matematica esta em constante desenvolvimento, que
ela vem sendo construida gradualmente, para podermos ter um embasamento foi
escolhido trabalhar com dois problemas em aberto da Matematica, na area de Teoria
dos Numeros. Ambos os problemas trabalham com os nameros primos, que até hoje
sdo um mistério, esses problemas, em especial a Hipétese de Riemann tenta
“‘desvendar” como a distribuicdo dos primos acontece, pois o principal motivo que
torna os numeros primos tao intrigantes € o fato de ndo apresentarem um padrao de
distribuicdo.

Ao decorrer do trabalho foram apresentados resultados importantes ja
provados na teoria dos niumeros, como a infinitude dos primos e o TFA, em seguida
fizemos uma revisao bibliografica sobre a vida dos matematicos, depois apresentamos
0os problemas, foram abordados alguns resultados desenvolvidos a partir das
tentativas de demonstracdo dos mesmos, ao final foi adicionado um capitulo para
tratar da principal consequéncia que a prova da Hip6tese de Riemann causara se for
atestada sua veracidade, este capitulo fala sobre a criptografia moderna, que sdo
métodos criados para codificar mensagens, compras online, transagdes bancérias
entre outros, que envolvem a utilizacdo de dados através da Internet. Uma curiosidade
a ser destacada é que no dia 12 de outubro de 2024, foi descoberto 0 maior nimero
primo até agora, contendo cerca de 41 milh8es de digitos, a descoberta foi feita pelo
professor e pesquisador Luke Durant de 36 anos, na Califérnia. Este € um bom
exemplo que nos mostra que a Matematica estd em constante desenvolvimento.

Esperamos que este trabalho tenha contribuido para o leitor de alguma forma,
seja ele um estudante de licenciatura, um pesquisador curioso, ou um professor
apaixonado por niumeros primos. Queremos divulgar o quao viva esta a matematica,
0 quanto ja foi feito e o quanto ainda esta por fazer, a matematica € muito bela, e
existem n possibilidades de mostrarmos isso para nossos alunos, e até para nés

mesmos. Seja curioso.
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