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“No fim tudo termina bem.
Se tudo ndo estiver bem, é

porque ainda ndo é o fim.”

(Autor Desconhecido)



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um resultado de Anélise utilizado nas
mais diversas dreas da matemdtica pura, o Teorema de Arzeld-Ascoli, que nos dird quais
as condigdes necessdrias para que uma sequéncia de fung¢des continuas definidas num sub-
conjunto compacto de um espaco métrico tenha uma subsequéncia uniformemente conver-
gente. Posteriormente, utilizamos o teorema para garantir a existéncia de solu¢des de uma
E.D.O. - Equacdes Diferenciais Ordindrias. Como suporte a este estudo, elencamos resulta-
dos primordiais para o desenvolvimento desta pesquisa. Primeiramente, coletamos concei-
tos basicos elementares, em seguida, demonstramos em duas versdes o teorema principal, o

qual, posteriormente, é aplicado no Teorema de Peano, concluindo assim, a pesquisa.

Palavras Chave: E.D.O.; Matematica Pura; Teorema de Peano.



Abstract

This paper aims to present a result of analysis used in several areas of pure mathematics, the
Arzela-Ascoli theorem, that will tell us what are the necessary conditions for a sequence of
continuous functions defined on a compact subset of a metric space has a uniformly conver-
gent subsequence. Subsequently, we use the theorem to guarantee the existence of solutions
of an ODE - Ordinary Differential Equations. To support this study, we selected primary
outcomes for the development of this research. First, collect elementary basics then shown
in two versions main theorem, which subsequently is applied in the Peano theorem, thus
completing the study.

Keywords: O.D.E; Pure Mathematics; Peano theorem.
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Introducao

A andlise é uma area da matematica que estuda a criagdo de resultados impor-
tantes para o seu bom entendimento e de outras 4reas, como por exemplo, Topologia, Ge-
ometria Diferencial, EDO - Equagdes Diferenciais Ordindrias, que se configura como nosso
objeto de estudo, entre outros. Isto é, visa elaborar formulagdes rigorosas e precisas para
ideias que até entdo eram intuitivas do cédlculo. Tal feitio é possivel através de postulados e
teoremas, dos quais, comprova-se sua veracidade através do desenvolvimento das demons-
tragoes.

Neste estudo, iremos utilizar um resultado muito usado na matemaética pura
e na promogao de teorias matemaéticas, o Teorema de Arzela-Ascoli, que possui varias apli-
cacdes na andlise real e andlise funcional, que, sem sombra de duvidas, é primordial para a
existéncia de solucdes de uma edo.

Tal teorema é interessante, pois fornece subsidios sobre quais as condigdes que
uma sequéncia de fungdes deve ter para possuir uma subsequéncia convergente.

Ambos, Césare Arzeld e Giulio Ascoli’ estudaram sobre equicontinuidade e
o Teorema de Arzela-Ascoli foi uma generalizacdo de um resultado mais fraco que o pro-
vado por Ascoli. Um outro conceito importantissimo para este estudo foi o entdo resultado
elaborado por Arzeld, onde provou o conceito de convergéncia uniforme gradual que da
uma condicdo necessaria e suficiente para uma série de fungdes continuas convergir para
uma fungdo continua (1883). Além disso, observamos a quantidade de conceitos que o per-
meiam. Dentre os quais, apresentamos alguns resultados necessarios para o entendimento
total ou de parte do exposto aqui.

Uma vez reunidas todas as pesquisas; feito um estudo dos resultados que evi-

denciam o objetivo deste trabalho, organizamos o mesmo em trés capitulos. No capitulo

Ver apéndice A
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I, veremos alguns pré-requisitos que sdo indispensaveis para uma melhor compreensao do
Teorema de Arzeld-Ascoli, bem como da sua aplicagdo. No Capitulo II, estudaremos em
detalhes o teorema mencionado anteriormente, bem como, apresentaremos uma demons-
tracdo detalhada de facil compreensdo. No terceiro e dltimo capitulo, iremos apresentar
uma importante aplicagdo do Teorema de Arzeld-Ascoli nas Equagdes Diferenciais Ordina-
rias, o Teorema de Peano, que exige apenas a continuidade como condicdo de regularidade,

para garantir a existéncia de solugdo de um Problema de Valor Inicial.



1 Resultados Preliminares

Nesse Capitulo veremos alguns resultados preliminares utilizados no desen-
volvimento desta monografia, que servirdo de base para uma melhor compreensao do Te-
orema de Arzeld-Ascoli, citaremos algumas defini¢des e resultados importantes da Teoria
dos Espacos Métricos, que serdo utilizados no decorrer de nossa pesquisa. Estes resultados
poderdo ser verificados pelo leitor nas referéncias [1] e [3] ou em qualquer outro livro que
aborde tal teoria. Neste trabalho, serdo enunciados apenas os resultados essenciais para o

desenvolvimento do assunto central.

1.1 Espacos Métricos

Definicdo 1.1. Seja X um conjunto. Uma fungdo p : X x X — [0,00) satisfazendo as
condigdes:

(i) p(z,y) =0 <=z =y;
(ii) p(z,y) = p(y, v); Vo,y € X;
(i) p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2); Vo,y,2 € X
é dita uma métrica em X.

Um Espago Métrico consiste de um conjunto X e uma métrica p em X. Denotamos por

(X, p) para indicar o espago métrico consistindo do conjunto X e da métrica p.

Exemplo 1.1. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Defina p : X x X — [0, c0) pondo:
1, se z#vy
ple,y) =
0, se x=y.

p(z,y) constitui uma métrica sobre X.
De fato, dados z,y, z € X temos:

(@) plz,y) =0<+=y=u.
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(i) Se x =y entdo p(x,y) =0 = p(y,x). Se v # y = p(z,y) = 1, por defini¢do.
Também,
y#Fz=ply,z)=1

Logo, p(z,y) = p(y,z), Vr,y€ X.

(iii) Sejam z,y, z € X. Entdo,

plx,z) =0 ou p(x,z) =1,
p(x,y) =0 ou p(xvy) =1,
ply,z) =0 ou p(y,z) =1

Dai
pl,y) +p(y;2) =0 = p(z,2) =0 ou p(z,y) +ply,2) =1 ou p(z,y) +ply,2) =2,
logo, de qualquer forma obteremos

p(z,z) < p(z,y) + ply, 2).

A funcdo p é uma métrica chamada métrica discreta e (X, p) é um espago métrico.

Exemplo 1.2. A reta real R munido da métrica d, onde para z,y € R

d(z,y) = v —y|
é um espaco métrico.
Com efeito,
(i) d(z,y) =0 |z —y|=0 =y
(i) d(z,y) =|r —y| = |y — 2| = d(y,z) paratodo z,y € R;
(i) d(z,2) = |z — 2| =[x — y+y— 2| < |2 =yl + |z — y] = d(z,p) + d(z,).

Portanto, (X, d) é um espago métrico.

1
Exemplo 1.3. Seja (R, p,), com p,(z,y) = ||z —yl|,, z, y € R" e ||£]|, = ( S &P )p é um
espago métrico.

De fato, sejam = = (21,22, ...,2,), Y = (Y1,Y2, .- -, Yn) €2 = (21,22, ..., 2,) € R".

@) pp(z,y) =0<=z=y

po(@,y) = o=yl =l =y, 20— ya)llp = Vlor =P + o+ |2 — gl =
= 0.
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Como, |z; —y;| > 0,com1<i<ne
lzy — P+, —yP=0P=0, 1<p<oo
temos que
lzy =P =0, ..., |zn—wfP =0 z1=y1, ..., 2 =yp & T = V.

(11) pp(x7y) = pp(y7$)7 v51:7 ) S R™

po(,y) = llz—yll, = Llzr—wlP+ ..+ |z —yalP = Yy — 2P+ [y — 2]
= |ly—2zl, = p(y,2), Y,y € R"

(i) pp(z,2) < pp(,y) + pp(y, 2)!

pp(r,2) = |z =zl =lz—y+y—zl, <

IN

e = yllp + lly = 2l =
pp('r7y) + pp<y7x) Vl’, Y S Rn‘

Portanto, (R", p,) € um espago métrico.

Exemplo 1.4. Sejam (M;,d;),i = 1,...,n, espagos métricos. Podemos dotar o produto M =
M, x --- x M, de uma métrica, definindo a distancia de = = (z1,...,2,) ay = (Y1,---,Yn)

como sendo

dmax(xay) - 1<za£; dz(mza yz)a

ou

ou ainda,

ver desigualdade de H. Minkowski no Apéncide (B).
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Para quaisquer z,y € M, valem as desigualdades:
dmaX(‘Tﬂ y) S d([E, y) S ds(l’,y) S n- dmaX(ZE, y) (11)

(Ver [1], pag. 7).

Particularmente, quando M; = ... = M,, = R, obtemos o espaco euclidiano R", como
produto cartesiano de n copias do espago métrico R. Salvo mengao explicita em contrério,
consideraremos R" munido da tltima dentre as trés métricas descritas acima, a qual deno-
minaremos métrica euclidiana.

A fim de ndo nos estendermos demasiadamente, justificaremos, apenas, as proprie-
dades da métrica euclidiana. As outras seguem de argumentos andlogos.

Sejam x = (z1,...,2,),y = (Y1, -, Yn) € 2 = (21, ..., 2,) € M. Temos,

(i)
=1

<~ dl(xl,yl)Q =0, Vi € {1, R ,TL}

= x;=vy;, Vie{l,...,n}

— T =Y.
(ii) Observe que

d(z,y) = Zdz‘(%;yi)Q = Zdi(yu%)Q = d(y, ).
i=1 =1

Pois, para cada i € {1,...,n}, d; constitui uma métrica em M, e, portanto, d;(z;,y;) =

dl(yz,xz), Vi € {1, R ,TL}.

(iii) Temos

e mostraremos
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

De fato, a verificagdo da desigualdade acima, segue andlogo do item (iii), exemplo 1.3,

onde particularizamos p, para, p = 2.
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Exemplo 1.5. Seja C ([a,b],R) = {f : [a,b] — R;f continua} com a métrica da convergén-
cia uniforme p(f,9) = ||f = gll, f 9 € C([a,b].R) e [|flloc = sup{|f ()] : ¢ € [a,b]}, V [ €

C ([a, ], R) . Note que, tal supremo existe pois, f é limitada.?

(i) p(f,9) =0 f=y.
De fato, sejam f, g € C'([a,b], R). Dai,

p(f.9) = |If =gl = sup |f(t) —g()] =0 <

tela,b]

& [ft) =g =0 & [f(t)=9g(), telab].

(i) p(f,9) =plg, f), ¥ f, g€ C([a,b0],R), t€]a,b].
De fato,

p(f,9) = IIf =gl = sup [f(t) —g®)| = sup |g(t) — f(t)] =

t€la,b] t€la,b]
= [lg— flloo = p(g, f)-
(iii) p(f,h) < p(f,9) +plg,h), Vf, g, h € C([a,b],R), t € [a,b].
De fato,
p(f,9) = IIf —9le= s |f(t) —9(®) = S |f(t) = h(t) + h(t) — g(t)]
< S |f(t) = h(t)] + i |h(t) — g = If = hllos + Ih = glloo
Logo,

p(f,9) < p(f,h) + p(h, g).

Portanto, C' ([a, b], R) munido da métrica da convergéncia uniforme é um espago mé-
trico.

Agora, definiremos alguns conceitos relacionados a subconjuntos de espagos métri-
cos. Entre eles, a nocdo de bola é fundamental no estudo dos espagos métricos.

Seja x um ponto no espago métrico (X, p). Dado um namero real > 0, definimos:

Definic¢do 1.2. A bola aberta de centro z e raio r é definida como sendo o conjunto B, (x) dos
pontos de X cuja distancia a = €é menor que r. Ou seja,

B.(z) :={y € X; p(z,y) <r}.

2Ver Apéndice D, Teorema de Weierstrass
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Definic¢do 1.3. A bola fechada de centro z e raio r é definida como sendo o conjunto B, [z]
dos pontos de X, cuja distadncia a + € menor do que ou igual a r. Ou seja,

B[z] :=={y € X; p(z,y) <r}.

Defini¢do 1.4. Seja (X, p) um espago métrico, um conjunto £ C X é dito aberto em (X, p) se,

para cada x € E existe r, > 0 tal que B, (z) C E.

Defini¢do 1.5. Seja (X, p) um espago métrico, um conjunto F* C X é dito fechado em (X, p)

se F°(complementar de F' com respeito a X) é aberto em (X, p).
Diante das defini¢des apresentadas, temos a seguinte proposicao:
Proposicdo 1.1. Seja (X, p) um espago métrico. Entao vale:
(i) A unido qualquer de conjuntos abertos em (X, p) é um conjunto aberto;
(ii) A intersecdo finita de conjuntos abertos em (X, p) é um conjunto aberto em (X, p);

(iii) A intersecdo qualquer de conjuntos fechados em (X, p) é um conjunto fechado em
(X, p);

(iv) A unido finita de conjuntos fechados em (X, p) é um conjunto fechado.

Demonstragio. (i) Seja A uma colegdo qualquer de conjuntos abertos em X. Denotemos por
U a unido de todos os conjuntos abertos pertencentes a A.

Queremos mostrar que U é aberto.

Seja x € U, entdo x € A para algum conjunto aberto A € A. Portanto, existe § > 0 tal
que Bs(x) C A. Mas, A C U, logo Bs(x) C U. Donde U é aberto.

(ii) Sejam A;, Ay, . .., Ay uma colegio finita de conjuntos abertos em X e A = I, A,.
Tome = € A, logo x € A; paratodoi € {1,2,...,k} e portanto, existem ndmeros positivos
01,02,...,0; tais que By, (z) C A;. Seja § = minj<;<; 6;. Assim, Bs(x) C By, (z) C A;, para
todoi € {1,2,...,k}. Donde,

Bs(x) C A

Com isso, mostramos que A é aberto.

(iii) Seja § = {F;; i € A} onde A é um conjunto de indices arbitrario, uma familia
qualquer de conjuntos fechados. Assim, paracadai € A, F éabertoem X. Seja F' = (), [
Queremos mostrar que F' é fechado.

Note que, F* = ((N;cp Fi)* = Uien Fr. Desde que F¢ é aberto em X para cada i, pelo
item (i) obtemos F aberto e portanto, F' é fechado em X.

(iv) Sejam Fi, F, . . ., F, uma colegdo finita de conjuntos fechados em X e F' = Ule E;.
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Temos que
k €k
i=1 =1

mas, a ultima interse¢do nos dd um conjunto aberto por (ii). Portanto, ' é aberto, o que
implica em F' fechado. O

Defini¢ao 1.6. Seja £ C (X, p) um subconjunto do espaco métrico X munido da métrica p.
Definimos:
(i) O interior de E, denotado por intE, como sendo a unido de todos os abertos de (X, p)
contidos em F, isto é,

intE = U{A; Aéabertoe A C E};

(ii) O fecho de E, denotado por E, como sendo a intersecido de todos os fechados de (X, p)
que contém F. Isto é,
E =({{F; Féfechadoe E C F};

(iii) F é dito denso em X se F = X e nunca denso se intE = (.
Defini¢do 1.7. Seja (X, p) um espago métrico, z € X e (x,), C X. Dizemos que (z,,) converge
para z em X se d(z,,z) — 0 em R quando n — oco. Assim, quando isso acontece, escrevemos

T, — rem X.

Proposicdo 1.2. Se I/ C X, entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(i)x € E;
(ii) By (x) N E # 0, Yr > 0;
(iii) existe (z,,) C E tal que z,, - x,com x € E.

Demonstragio. (i) = (ii) Suponha, por contradicdo, que existe r > 0 tal que B,(x) N E = 0,
B,(z) C E¢, logo, x € intE°. Como (intE°) é fechado e E C (intE°)“ex ¢ (intE°)°, temos
que

Contradizendo o item (). Dai, segue que
B.(x)NE #0, Vr > 0.

(ii) = (iii) Se B.(x) N E # (), ¥r > 0, entdo, x € Eoux € E — E.
Se x € I, podemos tomar a sequencia constante x,, = = para todo n. Se, z € E—E,
tomemos, para cada n,
Ty € B%(x)ﬂEsé@.
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Em ambos os casos, (z,) C £ converge para .

(i49) = (7) Suponha que existe uma sequéncia (z,,) de elementos de £, tal que
T, —zex&FE,

entdo por (ii), existe r > 0 tal que B,(z) C E° e, portanto, existe ny € N, tal que Vn > ng

temos z, € E, 0 que é um absurdo, pois (z,,) € E. Donde concluimos que z € E. O

Defini¢do 1.8. Sejam (X1, p1), (X2, p2) espagos métricos. Uma fungdo f : X; — X, é dita

continua em um ponto z de X; se, dado € > 0, existe § > 0 tal que

y € Xla Pl(@/;x) <0= pZ(f(y)vf(x>> <Eé&.

Se f é continua em todo ponto de X; dizemos, apenas, que f é continua.

Observacao 1.1. Dizer que f é continua em z € X, de acordo com a defini¢do acima, é
dizer que: para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que Bs(z) C f~! (Bg( f (x))) Dai, enunciamos o
seguinte resultado.

Proposicdo 1.3. Sejam (X7, p1), (Xo, p2) espagos métricos. Uma funcédo f : X; — X, é con-
tinua se, e somente se, a imagem inversa f ' (U) de qualquer conjunto aberto U C (X2, p2) €
um conjunto aberto em (X1, p;).

Demonstragio. (=) Seja f continua e U um aberto de X,. Sey € f~'(U) ee > 0 tal que
B.(f(y)) C U, entdo, existe § > 0 tal que

Bi(y) < 1~ (B-f(w)) © (),

logo, y é interior a f~!(U). Donde segue que, f~*(U) é aberto.
(<) Por outro lado, suponha f~(U) aberto em (X7, p;) sempre que U é aberto em (X3, p2).
Se z € Xj, entdo f(z) € X, e, portanto, dado € > 0 temos que

B(f(x)) C X,

e, consequentemente, f~! (Bs( f (x))) é um aberto em X; que contém z.

Segue que, existe § > 0 tal que Bs(z) C f~! (Be(f(x))> e f é continua em z. Como x é
arbitrério, segue que f é continua. [
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1.1.1 Espacos Métricos Completos

Defini¢do 1.9. Seja (X, p) um espago métrico. Uma sequéncia (x,,) C X é dita de Cauchy em
X quando, dado € > 0 existe ny € N tal que

m,n > ng = p(Tm,x,) <c.

Defini¢ao 1.10. Um conjunto E C (X, p) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em £

converge para um elemento de .
Proposicao 1.4. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia, se lim z,, = a no espago métrico M entdo, dadoe > 0,
existe ng € N tal que
n>ng = p(x,,a) <

DO ™

Dai, se tomarmos m, n > ny teremos

9 g
P(Tms @) < p(Em, @) + plan, a) < 5+ 5 =€

Logo, (z,) é de Cauchy. O

Exemplo 1.6. O espaco métrico (X, p), onde X é um conjunto ndo vazio e p é a métrica
discreta em X é um espago métrico completo.

De fato, seja (z,,) C X uma sequéncia de Cauchy. Tome ¢ < 1, logo
p(xp, ) < € acarreta p(x,, Tm,) =0,

ou ainda,

Tp = Ty, paratodo n,m € N.

Logo,

Tp, = xo para algum zg € X e para todo n € N.

Portanto, (z,,) converge para =, € X. Donde, segue que, (X, p) é completo.
Exemplo 1.7. O espago (R, d), onde d(z,y) = |z — y| para z,y € R é completo.
(Ver Apéndice (C)).

Exemplo 1.8. Seja M = M; x --- x M,, onde M; é um espago métrico completo, 1 < i < n.

Dada uma sequéncia (z)reny em M, denotaremos o seu k-ésimo termo por

T = ([Ekl,l’kg, Ce ,J]km).
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Assim, () determina n sequéncias (xy;)ken C M;. Segue-se imediatamente da Defini¢do

1.10 e das desigualdades em (1.1) que uma sequéncia
T = (Thts - -+, Thn)

em M converge para a = (ay,...,a,) € M,numa, dentre as trés métricas do Exemplo 1.4 se,

e somente se, converge nas duas outras. Em particular,
= (Tp1, .y Tpn) —> a = (a,...,a,) €M

(qualquer que seja, dentre as trés ja referidas, a métrica considerada em M) se, e somente,
Ty — a;, 1 =1,...,n (segundo d;).

Exemplo 1.9. O R", munido de qualquer das métricas definidas no Exemplo 1.4, é um espago
métrico completo.

Segue diretamente do exemplo 1.8 e do fato de R ser completo pelo exemplo 1.7.

Exemplo 1.10. O espago das fungdes continuas de [a,b] em R, C ([a, bl; ]R), munido da mé-
trica da convergéncia uniforme, é completo.

Seja (fn) C C([a, b];R) uma sequéncia de Cauchy. Assim, dado ¢ > 0, existe um
no € N tal que, para m,n > n,, tem-se

d(fm(2), fu(2)) = sup |fm(z) — fu(z)| <e. (1.2)

z€[a,b]

Dai, para qualquer z, € [a, b] fixado, vale

| fn(z0) — fulzo)| <&, Ym,n > ny.

Isso mostra que, ( f,(x¢)) é uma sequéncia de Cauchy em R e desde que R é completo (Exem-
plo 1.7), (fn(xo)) converge, ou seja, existe y = f(zo) € R tal que f,(z9) — y quando n — oo.
Desta forma, defina

f:la,b) — R
x +— f(z)= lim f,(x).

n—o0

Observe que f estd bem definida gracas a unicidade do limite que a define .

Agora, basta mostrar que

Jo—f

feC(la,b,R),
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respectivamente.
De 1.2 fazendo m — oo, temos

sup |fu(z) — f(z)| < e, Vn > ng.
z€[a,b]
Donde,
[ fn— fll <& Vn = mne.

Segue que, (f,(z)) converge uniformente para f(z).
Como cada f, é continua em [a, b] e a convergéncia é uniforme segue, pelo teorema (D.1)?

que f é continua em |[a, b], ou seja, f € C <[a, bl; R). E portanto, C ([a, bl; R) é completo.

Proposicdo 1.5. Sejam (X, p) um espago métrico e M C (X, p) um subespago. Assim,
(i) Se (X, p) é completo e M é fechado, entdo M é completo;
(ii) Se M é completo, entdo M é fechado.

Demonstragio. (i) Seja (x,) C M uma sequéncia de Cauchy. Desde que (X, p) é completo,
(x,) converge para algum elemento x € X. Mas, M é fechado e, portanto, x € M. Donde M
é completo.

(ii) Seja = € M, logo, pela Proposicdo 1.2, existe (z,) C M que converge para . Como,
pela Proposicdo 1.4 toda sequéncia convergente é de Cauchy, temos x € M e, portanto, M é
fechado. O

1.2 Contrag¢oes

Defini¢do 1.11. Seja (X, p) um espago métrico completo. Uma aplicagio 7' : X — X é
chamada uma contragdo em X, se existe 0 < k < 1 tal que

p(Tx, Ty) < kp(z,y)
paratodo z,y € X.

Definic¢ao 1.12. (Ponto Fixo) O ponto fixo de uma aplicacdo 7' : X — X é um elemento z € X
tal que
T(x) =x.

Teorema 1.1. (Principio de Contragdo de Banach) Se X é um espago métrico completo e T' é uma
contragido em X, entdo T tem um iinico ponto fixo.

3Ver Apéndice D
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Demonstragido. Vamos construir uma sequéncia (z,,) C X e mostrar que ela é de Cauchy, de
modo que convirja em X. Depois, provaremos que o limite de (x,,) é ponto fixo de 7" e 7' nédo
possui outros pontos fixos.

Tome z, € X arbitrdrio e defina uma sequéncia iterativa (z,,) da seguinte
forma:

o = X9
r1 = T(xg)
Ty = T(i[)l) = T2<£L’0)

Observe que

p(T(zn), T(n-1))
kp(Tn, Tn_1)
ko(T(2n-1), T (2n-2))
K p(#n—1, Tnoo)

p($n+1, Qin)

IN A

IN

IA

k" p(z1, x0).

Assim, usando a desigualdade triangular, a soma de uma progressao geométrica e a relacdo

acima, obtemos, paran > m

p(l’m; xn) S p(xmu Im—l—l) + p(xm+1’ xm+2> + ...+ ,O(xn—la In)
< Emp(xy, w0) + K™ p(xy, 10) + .+ KV (2, 30)
= (K™ + k™ 4+ B Y p(2, 30)
= K"(14+k+... k"™ p(21,70)
1
< kmmﬂ(fla To). (1.3)

Agora, como 0 < k < 1, dado € > 0 existe ny € N tal que, se m > n, temos

Pa— (Il,xo) < E. (14)
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Portanto, se n > m > ny, entdo de (1.3) e (1.4), segue que
(T, ) < €,

ou seja, (z,) é uma sequéncia de Cauchy. E, como X é completo, concluimos que (z,,) con-
verge, isto é, v, — x,com x € X.

Agora mostraremos que x é um ponto fixo da aplicagdo 7.

Da desigualdade triangular e da definigdo de contracdo temos:

0<p(z, Tx)

IN

p(; ) + p(2m, Ti)
p(, wm) + p(T(¥m-), T)
p(x, ) + kp(xm_1, ). (1.5)

IN

IA

Como z,, — x, fazendo m — oo temos p(x,x,,) + kp(z;—1,2) — 0 e, portanto, de (1.5),
obtemos
p(z, Tx) =0,

isto é, T’z = z, portanto = é ponto fixo de T'.
Suponha agora, que 2’ também é ponto fixo de 7', isto é, T'(2’) = 2’. Desde que

T é uma contracao, temos
p(z,2") = p(Tx, Tx') < kp(z,z)

dai,
p(ZE,ZL‘/) - k’p([E,lL‘l> <0

o que implica em,
(1 - k)p(e,a') <0

mas (1 — k) > 0 pois 0 < k < 1, logo
0<p(x,2') <0

ou ainda,

p(z,z) =0

e, portanto x = 2, donde concluimos que o ponto fixo de 7" é tnico. O
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1.3 Conjuntos Totalmente Limitados

Definicdo 1.13. Sejam (X, p) um espago métrico, z € X e £ C X, um subconjunto ndo vazio.

Definimos a distancia de x ao conjunto E, como sendo
E) = inf :
pla, B) = inf p(z,y)

Observagio 1.1. Note que, tal infimo existe, pois, todo conjunto ndo-vazio e limitado inferi-

ormente possui infimo.

Defini¢do 1.14. Sejam E, F' C X subconjuntos ndo vazios de um espago métrico (X, p). A
distancia de £ a F', denotada por p(E, F') é o nimero

p(E,F)=inf{p(y,z);y € Eez € F'}.

Defini¢ao 1.15. O didmetro de um subconjunto £ C (X, p), onde (X, p) é um espago métrico,
é dado por
diam(E) = sup{p(z,y); z,y € E}.

Um subconjunto F' de um espago métrico (X, p) é dito limitado quando diam(F') < oco.
Se E é um subconjunto de X e {V,},ea* € uma familia de conjuntos, tal que, £ C
UaenVa dizemos que {V, }4en € uma cobertura de E.

Defini¢ido 1.16. Se (X, p) é um espago métrico, dizemos que £ C X é totalmente limitado se,
para cada ¢ > 0, E pode ser coberto por um ntimero finito de bolas de raio ¢, isto é, existem
ai,as,...,a, € Etaisque £ C U, B-(a;).

Lema 1.1. (Propriedade de Bolzano-Weirstrass) Seja EZ um subconjunto de um espago métrico
(X, p). E é completo e totalmente limitado se, e somente se, toda sequéncia em F tem uma

subsequéncia que converge para um ponto de E.

Demonstragio. (=) Suponha que E é completo e totalmente limitado. Seja (x,,) uma sequén-
cia em F. Pela Definicdo 1.16, I/ pode ser coberto por um nimero finito de bolas de raio
g = % assim, para n > ny, np € N ao menos uma dessas bolas contém z,,. Sendo assim,
tome x,, € By C U?ZlBE(aj) para n € N;. Logo, pela defini¢do 1.16 £ N By pode ser coberto
por um ntmero finito de bolas de raio 2% e, portanto, uma dessas bolas deve conter z,, para
n > n; € N. Considere entdo, z,, € B, paran € N,. Assim, por meio de um processo indu-
tivo, obtemos uma sequéncia de bolas B; de raio 2% eumasequénciaN D N; DNy D ... DN;
decrescente de subconjuntos infinitos N, de N tais que z,, € B; paran € N,. Agora, esco-
lha n; € Nj, ny € Ny, ... de tal forma que n; < ny < ... < n;. Entdo, z,, € B%(a‘j) e

“Em todo o texto A denota um conjunto arbitrario de indices.
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P(Tny, Tny) < 55 + 55 = = se k > j. Logo, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em E, a qual é
uma subsequéncia de (z,,) e, portanto, converge para um elemento de E, pois, £ é completo.

(<) Suponha que E ndo é completo e que toda sequéncia em E possui uma sub-
sequéncia que converge para um elemento de E. Logo, existe (z,), uma sequéncia de Cau-
chy em F, que ndo converge para um elemento de £. Desta forma, nenhuma subsequéncia
(75,) C (zn) converge em [, pois do contrario (x,) convergiria para o mesmo limite. Con-
tradizendo a hipétese de toda sequéncia em £ possuir uma subsequéncia convergente em
E. Logo, I é completo.

Suponha agora que £ ndo é totalmente limitado e toda sequéncia em E possui uma
subsequéncia que converge para um elemento de £. Assim, existe ¢ > 0, e existe um con-
junto finito F' = {ay, as,...,a;} tal que £ ¢ UY_ B.(a;).Escolha x1, 2, ..., 7, € E tal que
Tpr1 € B — UleBg(aj). Entdo, p(z,,z,) > ¢ para todo m,n e, portanto, (z,) ndo pode ter

subsequéncia convergente. [

Lema 1.2. Seja £ um subconjunto de um espago métrico (X, p). As seguintes afirmagcdes sdo
equivalentes:

(i)(Propriedade de Bolzano-Weirstrass) Toda sequéncia em E possui uma subsequéncia
que converge para um ponto de E.

(ii)(Propriedade de Heine - Borel) Para cada cobertura, {V, },ca, de E por abertos de
(X, p), existe um conjunto finito I C A tal que {V, },es cobre E.

Demonstragio. (=) Suponha, por contradi¢do, que para todo n € N existe uma bola B,, de

L talque B,NE # (e B, ¢ V, para algum a € A. Tome z,, € B, N E. Entdo, por (i),

on
existe uma subsequéncia (z,,) de (7,) que converge para algum z em E. Por simplicidade

raio

de notagdo, continuaremos denotando a subsequéncia por (z,).

Note que se z € E, entdo x € V,, para algum a € A e, como V, é aberto, existe ¢ > 0 tal
que B:(z) C V,. Assim, fazendo n suficientemente grande, tal que p(z,,z) < 5 < 5, temos
entao,

Bn(z) C B.(x) C V,,

contradizendo a hipétese de B,,(z) Z V.
(<) Suponha que existe (z,,) C E que ndo possui subsequéncia convergente. Assim,
paracada xz € F, existe uma bola B(x) centrada em x que contém z,, para alguma quantidade

finita de indices n. Entao
UB('T) = {Bz}er

é uma cobertura de £ por abertos sem cobertura finita. Contradigdo!. Logo, toda sequéncia

(x,) C E possui subsequéncia convergente. O
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Defini¢dao 1.17. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Uma cobertura de X é

uma familia € = (C)) e, de subconjuntos de M tal que

xcle.

AeL

A cobertura € é dita aberta quando cada conjunto Cy, A € L, é aberto em M.
A cobertura € diz-se finita quando L é um conjunto finito, ou seja, € tem um conjunto
tinito de elementos.

Se existe um subconjunto L' C L tal que

X C UCA

Ael’

e @ C €, onde ¢ = (C))xer/, entdo a subfamilia ¢’ é relativamente a € uma subcobertura de
X.

Definic¢dao 1.18. Um subconjunto X C M de um espago métrico M é dito compacto quando
toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura finita.

Defini¢do 1.19. Um subconjunto X C M diz-se relativamente compacto quando seu fecho X é
compacto.



2 O Teorema de Arzela-Ascoli

Seja M um espago métrico. Que condi¢des deve um subconjunto X C M satisfazer
para possuir fecho compacto? Quando M = R", a fim de X C M ser compacto é necessério
e suficiente que X seja limitado. Isso decorre imediatamente da caracterizacdo dos espacos
métricos compactos que demos anteriormente. Com efeito, um subconjunto de R" é fechado
e limitado se, e somente se, é completo e totalmente limitado, o que ocorre se, e somente se,

ele é compacto. Ora, X C R" limitado equivale a X C R”™ limitado.

No entanto, ndo é verdade, em geral, que X C M limitado, implica XCcM compacto.
Neste contexto, dispomos do seguinte resultado, devido ao matemético htingaro F. Riesz, o
qual relaciona a compacidade da bola unitéria fechada de um espago vetorial normado (uma

propriedade topoldgica) e a dimensdo desse espaco (um invariante algébrico):

Teorema 2.1 ( Riesz). Seja V um espago vetorial normado. A bola unitdria B|0; 1] é compacta se, e
somente se, dim V < oo. (ver [5]).

Assim, por exemplo, a bola unitdria fechada B[0;1] de V = C([0, 1]; R), formada pelas fun-
¢Oes continuas f : [0;1] — R tais que |f(z)| < 1 para todo z € [0, 1], embora limitada e
fechada, ndo é compacta, pois dimV = oo.

O Teorema de Arzeld-Ascoli, nosso principal resultado, a ser estabelecido neste capi-
tulo, assevera que a equicontinuidade é a condi¢do adicional que um subconjunto limitado de

C(K;R"), com K compacto, precisa cumprir para ter fecho compacto.

2.1 Equicontinuidade
No que se segue,
F(M;N):={f: M — N; f continua}.

Comecemos com a seguinte
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Defini¢do 2.1 (EQUICONTINUIDADE). Um conjunto £ C F(M;N) é dito equicontinuo no
ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que p(z,a) < 6 em M implique
p(f(z), f(a)) < ¢, sejaqual for f € E. E diz-se equicontinuo quando é equicontinuo em todos
os pontos de M. Uma sequéncia de aplicagdes (f,)nen C F(M;N) diz-se equicontinua no

ponto a € M (respectivamente, equicontinua) quando o conjunto { f1, fa, ..., fn,...} o for.

Observagio 2.1. Evidentemente, se I/ é equicontinuo no ponto a, entdo toda fungdo f € £ é

continua em a.

Observagdo 2.2. Se uma sequéncia equicontinua (f,) C F(M;N) converge pontualmente
para f : M — N, entdo o conjunto {f, f1, fa, ..., fu, ...} € equicontinuo.
De fato, dados a € M e ¢ > 0, existe § > 0 tal que

pla,a) <6 = pl(ful@). fula)) < 5 V.

Fazendo n — oo, obtemos

Em particular, f é continua.

Lema 2.1. Se uma sequéncia equicontinua ( f,) converge pontualmente para f, entdo a con-

vergéncia é uniforme em cada parte compacta X' C M.

Demonstragio. Seja K C M compacto e seja ¢ > 0. Como f, — f pontualmente, para cada
x € K, existe n, € N tal que

nn, = p(fal2), f@) < 2.

Pela Observagao 2.2, {f, fi, f2,.-, fu,-..} € equicontinuo. Logo, para cada =z € K, existe
uma bola aberta B,, contendo z, tal que

v € By = plfuly). Jule) < 5 ¢ p( (1), f(@)) <

Wl M

Da cobertura aberta K C UIe x Bz, extraimos uma subcobertura finita
K CB,U...UB,,
Seja ng := max{ng,, ..., ng,}.Sen >ngex € K,existei € {1,...,p} tal que v € B,,. Logo,

p(fu(), ful2:)) <

w| ™

Assim,

p(fn(2), f(2)) < p(fu(2), fu(:)) + p(fu(zi), [ (i) + p(f (23), f(2)) <e.
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O

Proposi¢do 2.1. Seja (f,) equicontinua. Suponhamos que, para cada z € M, o conjunto
{fn(x) : n € N} tenha fecho completo em N. Se ( f,,) converge pontualmente num subonjunto

denso D C M, entdo ( f,,) converge uniformemente em cada parte compacta de M.

Demonstragio. Basta notar que (f,) converge pontualmente em todo o M. Com efeito, to-

mando arbitrariamente € M, dado € > 0, existe uma bola aberta B, contendo z, tal que
€
Y€ B = plfaly). ful@) < 5 para todo n.

Escolhamos e fixemos y € BN D. Como existe lim,, f,(y), existe ny € N tal que

Wl M

m,n >ng = p(fm(y), faly)) <

Assim, se m,n > ng, entao

p(fm(2), fu()) < p(fin(@), fi (W) + p(fin(¥); fu(y)) + p(fu(y), fu(z)) <&

Sendo, pois, (f,(x)) de Cauchy existe, por hipétese, lim, f,(z). O resultado segue-se do

Lema anterior. 0

2.2 Resultado principal

Antes de enunciarmos e provarmos o resultado principal, fixemos a terminologia.

Definic¢do 2.1. Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicagdo f : M — N diz-se unifor-
memente continua quando, para todo € > 0 dado, existir § > 0 tal que, para quaisquer

z,y € M, p(z,y) <6 = p(f(2), [(y)) <e
Proposicdo 2.2. Se o espago métrico M é compacto, entdo toda aplicagdo continua
f:M— N

é uniformemente continua.

Demonstragio. Suponha que f ndo é continua logo, existe ¢ > 0 e para cada n € N, pontos
Tn, Yn € M tais que

P(Tn, Yn) < % (2.1)

p(f(xn), fyn)) = €. (2.2)
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Passando a uma subsequéncia se preciso for, supomos, pela compacidade de M, que existe
limz, = a € M. Entdo, por (2.1), limy, = a também. Segue, da continuidade de f e da
distancia, que

lim p(f(xn), f(yn)) = p(f(a), f(a)) =0,

n—oo

o que é uma contradicdo, pois, p(f(z,), f(yn)) > € para todo n. O

No Teorema que veremos em seguida, o espaco métrico IV serd considerado
como N = R.

Seja (X, p) um espago métrico compacto. Definimos,
C(X,R):={f: X — R; f continua}

0 espago métrico das fungdes continuas com a métrica uniforme, donde segue analogo do

Exemplo (1.10), que C(X,R) é completo.

Defini¢do 2.2. Uma familia § de func¢des é dita uniformemente limitada se existe K > 0 tal que
[f(@)| < K, Vo eX.

Podemos, finalmente, enunciar e demonstrar o seguinte

Teorema 2.2. (Arzeld-Ascoli). Se (X,p) é um espago métrico compacto, um subconjunto § de
C(X,R) é relativamente compacto se, e somente se, é uniformemente limitado e equicontinuo.

Demonstragio. (=) Suponha que § é relativamente compacto, isto implica que o fecho § é
compacto e, por sua vez, é totalmente limitado. Como, § C T temos que § é totalmente
limitado, logo, dado € > 0 existem f1, fs, ..., f, € C(X,R) tais que

§clJB:(f)
=1

Seja f € §, arbitrario. Assim, f € B%(fio) para algum iy € {1,2,...,n}, assim, paraz € X

[f(@)] = [f(2) = fio(x) + fio ()] <[f(2) = fi ()| + |fiy ()]

£ 15
< Z < Z .
s gt Mo g max M,
6 o~
< grM=1

onde M, = max |fi(z)| e M = gﬁg};Mz

Portanto |f(z)| < M, , para todo z € X e para todo f € § e, consequentemente, § é unifor-

memente limitado.



31

Vamos agora mostrar, que § é equicontinua. Sejam f € §e, z,2’ € X arbitrdrios. Note
que

|f () = f@)] < |f (@) = filo)] + [ fi(x) = fila")| + [ fil2") — f ()]

paracadai=1,2,...,n. Escolha j € {1,2...,n} tal que f € B:(f;), ou seja,

sup | f(2) = Jy(@)] <

rzeX
Logo,
|f(x) = @) < [f(@) = fi@)] + [fi(x) = f;(a")] + | f;(2) = f(2")]
2e ,
< 3t |fi(x) = f;(2")].
Como X é compacto, temos que fi, fa, ..., f, sdo uniformemente continuas, em particular,

dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
/ / €
pl,a') <5 = |fi(@) = )] < <.

Donde segue que,
plr,a') <6 = |f(x) = fa)] <e.

Como f € § é qualquer, segue que § é equicontinuo.

(<) Reciprocamente, suponha que § é uniformemente limitado e equicontinuo, e
assim, queremos mostrar que o fecho § de § é compacto, ou seja, que § é completo e total-
mente limitado. Agora, recorde que o § é fechado e estd contido no espago completo das
fungdes continuas C(X, R), logo § é completo, portanto resta-nos provar que § é totalmente
limitado.

Observe que se § é totalmente limitado entdo T é totalmente limitado. Logo, dado

e > 0 devemos mostrar que existe { f1, ..., f,} C § tal que

3C U Bs(fi)'

1<i<n
Por hip6tese, temos o seguinte:
1. (Limitacdo uniforme) existe M > 0; |f(z)| < M, Vx € X, VfeZF;

2. (Equicontinuidade) existe 0 > 0; p(z,y) < 0 = |f(z)—f(y)| < £,

Ve,ye X VfeSF;

3. (Compacidade de X) existe 1, xs, ..., x, € X; X C U, Bs(x;).
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Agora, escolha um inteiro positivo m e divida o intervalo [-M, M| em k = 2Mm intervalos
de comprimento 1 de tal modo que = < £. Sejam yy, s, - ..,y Os respectivos centros de
cada um dos subintervalos de [—M, M].
<
e,

M
Escreva F = {z1, z,,

oy CX, F={y1,92,...,ux} CReseja

L={a:FE— F;a éuma funcao}

uma familia, claramente finita, constituida por todas as possiveis fungdes o : £ — F..
Para cada a € L considere uma familia §, C §, tal que

Boi={/ € F: /() — alw)] < 7.

(2.3)

onde a(x;) éigual a algum y;, 1 < j < k, e f(z;) pertence a algum subintervalo de [—M, M].
Considere a familia {§, }ac. entdo, podemos observar que

§c %o

(2.4)
a€el
Além disso,temos (2.3)

3. c U B-(h). (2.5)
a€cl €T
De fato, dados f,g € §, e v € X tem-se que, x € Bs(z;) paraalgumi € {1,2, ... ,n},
entao

Pﬁ?' %? %? Pﬂ?
f(x) = g(x)] < [f(x) = fla)] + 1 F(x) — (@) +a(z) — g(z)] +]g(z:) — g(2)]
< Z+Z+Z+Z:g

logo,

o que implica,

donde segue que
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Portanto, de (2.4) e (2.5), segue que

Fc | B

f€Sa

O

Coroldrio 2.3. Seja (f,)nen uma sequéncia de aplicagdes continuos f,, : [a,b] — R e supo-
nha que existem constantes M/, K > 0 tais que, para cada n € N e quaisquer s, t € [a, 1],

[fu(s) = fu®)] < Kl|s —t| e |fu(®)] <M, Vn. (2.6)

Entdo existe uma subsequéncia de (f,) que é uniformemente convergente para uma
certa aplica¢do continua f : [a,b] — R.

Demonstragio. Observe que as desigualdades em (2.7) nos ddo a informagdo de que, a
sequéncia de fung¢des formam uma familia equicontinua e uniformemente limitada. Logo, o

resultado é imediato do Teorema de Arzelé-Ascoli. O

Corolario 2.4. Seja ( f,,)nen Uma sequéncia de aplicagdes continuas f,, : [a,b] — R™ e supo-
nha que existem constantes M/, K > 0 tais que, para cada n € N e quaisquer s, t € [a, b],

[fu(s) = fuOI S Kls =t e [fu()] <M, Vn. (2.7)

Entdo existe uma subsequéncia de (f,) que é uniformemente convergente para uma

certa aplicagdo continua f : [a,b] — R™.!

Demonstragio. A demonstragdo segue imediata do (2.3), onde aplicamos o resultado nas

sequéncias componentes. [

Wer [2]



3 Aplicacoes

Finalmente, apresentaremos uma das aplica¢des do Teorema de Arzela-Ascoli.
Tal aplicacdo, o Teorema de Peano, é um importante resultado da teoria das Equagdes Di-
ferenciais Ordindrias, o qual, sob hipéteses mais fracas do que as enunciadas no Teorema
de Picard, garante a existéncia de solug¢des para Problemas de Valor Inicial (ou Problema de
Cauchy) sem preocupar-se com a unicidade.

Considere o problema de valor inicial

= f(t,x), x(ty) = xo (3.1)

de uma equagdo diferencial ordinaria em R" definida pela aplicagdo f : U — R" continua
num aberto U C R x R"™.

Uma solugdo da equagdo ' = f(¢, ) em U é uma fungdo ¢ : I — R" derivavel no intervalo
I C R, cujo grafico esta totalmente contido em U, isto é,

(t, ) e U e Jt)=( o), Viel

As solugdes de 2’ = f(t, x) também sdo denominadas de curvas integrais da equagdo.

Fixado um ponto (ty, z9) € U, dizemos que uma solugao ¢ satisfaz a condicao inicial

(,O(to) =2y, Setg €l

©(to) = o,

neste caso dizemos que ¢ é uma solugdo do problema de valor inicial (3.1).

Observe que se ¢ : I — R" é uma solugdo do problema (3.1) em I, entdo

integrando 2’ = f(¢, ) em I obtemos

o(t) = xo + /tf(s, ©(s))ds, para t € I. (3.2)
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Reciprocamente, se ¢ : I — R" é uma funcdo continua que satisfaz (3.2), entdo usando o
Teorema Fundamental do Célculo concluimos que ¢ é uma solugdo de (3.1) em I.

Podemos garantir a existéncia de solugdes do problema de valor inicial (3.1)
supondo apenas a continuidade de f(¢, z). Para isto iremos considerar f : U — R” uma
aplicagdo continua no aberto U C R"™! e (ty, z9) € U um ponto qualquer fixado. Escolhemos

constantes a > 0, b > 0 tais que
Ra,b = Ia X Bb - U,

onde I, = [tp—a,tp+a] CRe B, = {zr € R"; |z — x| < b} e finalmente fixamos as constantes

M = maz{|f(t,z)|; (t,x) € Rop}

a = nmin i
= SVae

Lema 3.1. Dado qualquer 0 < ¢ < ¢ existe uma aplicagdo continua ¢, : [to — 9, to +a] — R”

tal que, para quaisquer t,u € [ty — §,ty + «, valem
0= (t) = pe(u)] < Mt —ul e [pe(t) = x| <b (3:3)

e, para qualquer t, <t < t;+ «, vale

0. (t) = o + /t f(s,0:(s —€))ds. (3.4)

to

Demonstragdo. Definimos

Zo t e [to - 5, to],
we(t) = ¢
To + j;o f(S, LCQ)CZS te [to, to + Oél],

onde a; = min{a, ¢}. Observe que para qualquer ¢ € [t,t; + a4] vale

/t: f(s,20)ds = /t:f(s, 0o(s — £))ds,

poisty < s <t < ty+aj, entdoty —0 < ) — e < s —e < ¢, Portanto, (3.4) ocorre em
[to, to + Oél] .
As desigualdades em (3.3) sdo imediatas para ¢, u € [t, — 0, to]. Para

u,t € [to,to + Ckl],

temos

|0 (t) = p=(u)] < < Mt —to]

/ut f(s,x)ds
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lpe(t) — 0| < <M|t—u| < Moy < Ma <b.

/t:f(s,xg)ds

Observe que se u < ty < t, temos

\905(15) - 90€<u>| < |906(t> - $0| < M|t - tOl < b.

De modo que as desigualdades (3.3), ocorrem para quaisquer ¢, u € [ty — 6,y + a1].
Se oy = o, 0 lema estd provado; se a; < «, tomamos as = min{a, 2¢} e defini-
mos

t
@ () :x0+/ f(s,x0)ds t € [to+ aq,ty + o),
to

Assim, estendemos ¢. a uma aplica¢do continua satisfazendo (3.3) para ¢, u € [to — 0, to + aa].

Se ay < «, tomamos az = mm{a, 36} e continuamos a estender . até obter,
em no maximo n < ¢ 4 1 passos, uma apliacagdo continua ¢. : [ty — d, %, + o] — R™ tal que,
para quaisquer t,u € [to— 0, tp+ ], valem (3.3) e para qualquer t, < t < ty+«, vale (3.4). O

Lema 3.2. Seja (p,) uma sequéncia de C ([a — 1, b], R™) que converge uniformemente para
¢ em [a — 1, 0] e defina @,(s) = ¢u(s — &) para a < s < b. Mostre que (p,) converge
uniformemente para a restri¢ao de ¢ a [a, b].

Demonstragdo. Por hipétese, ¢,, — ¢ uniformemente em C ([a — 1, b], R™), o que implica
que dado € > 0, existe ny € N

€
lon(s) —w(s)] < Y V'n>ny Vsela—1,b. (3.5)

Como cada ¢,, € C ([a — 1, b], R™) é continua e estd definida em um compacto segue que, ¢,
é uniformemente continua, ou seja, existe § > 0

lon(s) — @n(t)]| < e, sempreque |s —t| < 4§, Vs, t € [a—1,0]. (3.6)

Dai, para s € [a, ]

[6a(5) = £ = [8a(5) = #als) + #als) = #(5)]
< 11gn() = eulll + lgals) = #(9)]
< [1@n(s) = uls)ll + 2
= llpnls = ) = pul)l + 5 Vn 2 mg 37)

Por (3.6), temos
1
)| < 6.

1 €
n - ) T ¥n <z <g, - -
ln(s = =) = on(l < 5 <&, se ls—(s— -
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Tomando ny = maxz{ng, 1/0}, segue que

+—-—=¢g, Vn>n,.

[6n(s) = () < S+ 5

DO ™

Portanto,
&n — ¢ uniformemente em C ([a, b)) .

]

Lema 3.3. Sejam (f,) uma sequéncia de C ([a, b], R™) que converge uniformemente para f
em [a,b] e g : R™ — R¥ uma aplica¢do uniformemente continua. Defina h,,, h € C ([a, b], R¥)
pela composicado, ou seja, h,(s) = g(fn(s)) e h(s) = g(f(s)) paraa < s < b. Mostre que (h,,)
converge uniformemente para i em [a, b].

Demonstragio. Queremos mostrar que (h,) converge uniformemente para i em [a, b]. Sejam
hi(s) = g(fa(s)) e h(s) = g(f(s)). Dadoe > 0,36 > 0 tal que

lg(u) — g(v)|| < € sempreque ||lu—v| < Vu,v € R™
logo, como (f,,) converge uniformemente, temos que existe ny € N tal que,
| fn(s) — f(s)|| <0, paratodo n > ny e paratodo € [a,b].

Dai, segue-se que
1hn(s) = h(s)l| = llg(fals)) = 9(f(s)) <&,
Vn>ng, Vsé€la,bl. O

Agora utilizando o Teorema de Ascoli-Arzela obtemos a existéncia de solugdes
para equagdes continuas.

Teorema 3.1. (Cauchy-Peano). Sejam f : U — R" uma aplicagdo continua definida no
aberto U C R", (ty,29) € Uumpontoea > 0, b > 0 tais que R, , = I, x B, C U. Entao, existe
uma solugdo do problema do valor inicial ( 3.1) definida no intervalo fechado [ty — a, o + ¢
onde a > 0 é dado por a = min{a, %}, com M > 0 uma cota superior qualquer de | f (¢, z)|
no retangulo R, ;.

Demonstragio. considerando as hipéteses do teorema, fixamos § > O e, paracada ¢, = %, ne
N, tomamos a aplicacdo ¢, = ¢., como no Lema 3.1. Pelas desigualdades em ( 3.3), temos
que, (¢,) em C([ty — 0,to + af, R, ) satisfaz as hipdteses do Corolario 2.3, o qual, garante a
existéncia de uma aplica¢do continua ¢ : [ty — J,to + @] — R, que é o limite uniforme de

uma subsequéncia de (y,,). Pelos lemas ( 3.2) e ( 3.3), vimos que, da convergéncia uniforme
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de ¢,,(s) — ¢(s) no compacto [ty — d, ¢y + o] e da continuidade uniforme de f no compacto

R, decorre que
(s ouls = =) — (s, 0(s))

converge uniformemente em [t, ) + . Fixamos ¢ty < t < #; + «, e passando o limite com

n — oo de ambos os lados da equagdo

enlt) =0+ [ 5,05 = 1)),

donde obtemos

w@=m+[f@ﬂw®

isto é, concluimos que ¢(t) é uma solucdo de ' = f(t,z), z(ty) = zo. Analogamente, mostra-
mos que existe uma solugdo para 2’ = f(t, x), z(ty) = zo em [ty — «, ty] e assim, como ambas
solugdes possuem valor z, e derivada f(ty,zo) no ponto t,, basta concatena-las, para obter

uma solugao definida em todo intervalo [ty — «a, tg + a. O



Conclusio

objetivo desta pesquisa foi abordar o Teorema de Arzeld-Ascoli e aplicd-lo num
resultado que da garantias suficientes para a existéncia de solugdes de uma EDO. Para obter
as demonstracoes de tais teoremas, foi necessario o estudo de diversos conceitos relacio-
nados & andlise matematica. Sendo assim, preocupamo-nos em organizar bem a estrutura
deste trabalho, para que ao ser consultado, o leitor ndo tenha dificuldades em entender o
que abordamos aqui.

Todavia, salientamos que na aplicagao foi possivel perceber que o Teorema de
Peano configura-se como um resultado forte na teoria das equagdes diferenciais ordindrias,
exigindo apenas na condicdo de regularidade da funcdo que a mesma seja continua.

Em suma, diante do estudo que propomos neste trabalho, esperamos que em
face do que foi apresentado, possamos contribuir para uma melhor compreensao por parte
do leitor. E assim, instiga-los & pesquisa, ndo s6 do teorema de Arzeld-Ascoli e das suas
aplicacdes, mas também de qualquer outro resultado que se queira conhecer da anélise ma-
tematica.
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A Contexto Histoérico

Figura A.1: Giulio Ascoli

Giulio Ascoli, nasceu em 20 de Janeiro de 1843 em Trieste, Itdlia e morreu em
12 de Julho de 1896 em Milao. Ele foi um matematico Italiano, estudante da Escola Normal
de Pisa, onde graduou-se em 1868.

Por volta de 1872 ele se tornou professor de Algebra e Célculo do Politecnico
di Milano University e em 1879 foi professor de matemadtica na Reale Istituto Tecnico Superiore,
onde, em 1901, o homenagearam afixando uma placa que o lembra.

Membro correspondente do Istituto Lombardo, fez importantes contribui¢oes
para a teoria de fungdes de uma variavel real e a série de Fourier. Por exemplo, Ascoli
introduziu equicontinuidade em 1884, um tema considerado como um dos conceitos funda-

mentais da teoria das funcdes reais.

Por sua vez, Cesare Arzela nasceu em 6 de marco de 1847, em Santo Stefano di
Magra, La Spezia, Itdlia e morreu em 15 de margo de 1912, em sua Terra Natal. De familia
com meios financeiros limitados. Frequentou o liceu em Sarzana por dois anos 1856-1858.
Posteriormente, ele foi para o Liceu, em Pisa, onde passou trés anos 1858-1861. Apos ter
ganho um concurso de admissdo para a Escola Normal Superior de Pisa, que lhe deu uma

bolsa de estudos, ele comecou seus estudos como um estudante de ciéncias matematicas e
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Figura A.2: Césare Arzel

fisicas, em novembro de 1861. Em 1869 Arzeld graduou-se tendo seu trabalho concluido
com a dissertacdo sobre a teoria do potencial.

Depois de se formar, Arzela continuou a frequentar cursos de anélise superior,
fisica matemadtica e mecanica superior, entre outros. Iniciou sua carreira de professor no
Liceu de Macerata e, apds dois anos, pediu licenca para continuar seus estudos em Pisa
no ano de 1872-1873, passando a frequentar um curso sobre a elasticidade dado por Enrico
Betti, que também o orientou em sua tese e, um curso sobre a teoria de fun¢des de uma
variavel real dada por Ulisse Dini.

Arzeld deixou varias contribui¢des, entre elas, o mais importante trabalho ci-
entifico, onde elaborou o conceito de convergéncia uniforme gradual que d4 uma condicao
necessaria e suficiente para uma série de fungdes continuas convergir para uma fungdo con-
tinua ( 1883 ). Na verdade, ele publicou trés artigos em 1885: Sulla Integrazione por série;
Sulla integrabilita di una serie di Funzioni e Sui prodotti Infiniti. Foi quatro anos depois que
ele publicou o resultado para o qual ele é mais conhecido hoje em seu artigo Sulle Funzioni
di linee (1895). Ele provou o resultado hoje conhecido como o teorema de Ascoli - Arzela
sobre a existéncia de uma subsequéncia uniformemente convergente em cada seqiiéncia de
fun¢oes equilimitada e equicontinua. Ambos, Giulio Ascoli e Arzela tinham estudado o con-
ceito de equicontinuidade e o teorema de Arzela era uma generalizacdo de um muito mais
fraco do que tinha sido provado por Ascoli, em 1884.

Note-se que hoje o teorema de Ascoli - Arzela é um resultado sobre compaci-
dade mas, essa ideia s6 foi introduzida por Maurice Fréchet em 1904.



B Desigualdade de Minkowski

Exemplo 1.3

(Z & — 77i|p> < (Z |§k|p> + (Z |nm|p) .
i—1 k=1 m—1

(B.1)

ondez = (§) € Pey = (n°) € I?, e p > 1. Para somas finitas essa desigualdade foi

dada por H.Minkowski (1896).

Demonstragio. Para p = 1 a desigualdade segue prontamente a apartir da desigualdade tri-

angular para ntiimeros.

Seja p > 1. Para simplificar as férmulas vamos escrever &; + 1; = w;. A desigualdade

triangular para nameros nés da
jwil? = 1€ + mallws P~ < (1] + i) s P~

Aplicando o somatério de j variando a um n qualquer fixo, obtemos

n n n
D lwil? < Ig e P gl P
7j=1 7j=1 7=1

Para a primeira soma a direita, aplicamos a desigualdade de Holder dada por

i
3/\
Nk

3

il

_Q
N——
Q|

o o 2
> lgmil < <Z|§k|p>
j=1 k=1

e encontramos

D gl < (Z mrp) p (Z(W*)g)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)
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A direita temos simplesmente
(p=Dg=pi—q=p+q—q=p

pois, pqg = p+ q onde p e ¢ sdo ditos expoentes conjugados. Ja que, sendo p > 1 definimos ¢ por

1 1
S4S=1

O que implica (p — 1)(¢ — 1) = 1. Assim,

de modo que

u = t*"! implica t = u?!

Analogamente, da tltima soma em (B.3), obtemos

S

> Inillws P < (Z!nk\p> (Z !wm\p> : (B.6)
j=1 k=1

m=1

Dai, de (B.5) e (B.6) segue que
> lwil < (Dfup) +(Z|nk|p> (Z |wm|p> . (B.7)
j=1 k=1 k=1 m=1

1 1
Dividindo pelo o dltimo fator na direita e observando que 1 — — = —, obtemos (B.1)
q P

com n em vez de co.
Agora n — oo. A direita, isso gera duas séries que convergem, porque, z, y € [”.
Por isso, a série no lado esquerdo também converge, e (B.1) esta provada.

Assim, de (B.1) segue-se que a série em

=

P

p(r,y) = (Z & — ﬂj|p> 7 (B.8)
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converge. (B.1) também produz a desigualdade triangular. Na verdade, tendo qualquer

z,y, 2z € I?, escrevendo z = ((;) e usando a desigualdade triangular para ntimeros, obtemos

plz,y) = (Z\éj—nﬂp);
> Ug -Gl + 16— mlY]
(Z|§j—Cj|p);+<Z|Cj—77j|p>;;

= p(x7 Z) + p(z,y).

D=

IN

IN

Isto completa a prova de que [? € um espago métrico. O



C Demonstracao do Exemplo (1.7)

Demonstragio. Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em R. Para cadan € N,

Xn = {xn7 Tnt1y - '}a

temos

X;D0XyD...0X,D...
e os conjuntos X,, sdo limitados. Seja a, = inf X onden =1, 2, 3,.... Entdo, a1 < as <
.. <a, <... <b=sup-X;. Como toda sequéncia monétona limitada de ntiimeros reais

é convergente, entdo, existe o nimero a = lima,. Assim temos que a = limz,. Dai, basta
mostrar que a é limite de uma subsequéncia de (xz,,). De fato, sejam dados arbitrariamente
e > 0eny € N, podemos obter n > n, tal que z,, € (a — ¢,a + ¢).! Logo, sendo a = lima,,
existe m > n; tal que a — ¢ < a,,, < a + €. Como,

a,, = inf X,,,
existen > me, portanto, n > ny tal que
am < x, < a+ ¢,

isto é,

T, € (a—e,a+¢).

Ver [1], Proposicdo 3, pag. 162 e Proposicdo 4, pag. 119.



D Mais alguns Resultados

Proposicao D.1. Se uma sequéncia de fungdes f,, : X — R converge uniformemente para

f: X — Recada f, é continua no ponto a € X entdo f é continua no ponto a.

Demonstragio. Dado ¢ > 0, existe ny € N tal que
€
n>ng = |fale) = f@)] < 5,

para todo z € X.

Fixemos um ntimero natural n > ny. Como f,, é continua no ponto a, existe 6 > 0 tal

quer € X,
2 —al <8 = |fulx) = fula)] < 3.
donde
[f(@) = fla)l = |f(2) = ful@) + fulz) = fula) + fula) = fla)] <
< (@) = @) + [fal2) = fal@)| + | fula) = fla)] <
€ € ¢
< g + § + 5 =€

Donde segue o resultado. O
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Proposicao D.2. (Weierstrass). Se M é compacto, toda fungdo real continua f : M — R é
limitada e atinge seus valores maximo e minimo em M. Isto é, existem zy, x; € M tais que
f(zo) < f(z) < f(z1) para qualquer z € M.

Demonstragdo. Como a imagem f(M) é um subconjunto compacto de R. Logo, é limitado
e fechado. Donde segue que, f é limitada e tomando a = inf f(M), § = sup f(M), dai
a € f(M), B e f(M). O que implica que, existem xg, x; € M tais que f(zo) = a, f(z1) = B.
Portanto, f(zo) < f(z) < f(z1) para todo x € M. O



