uepb

Universidade 3
ESTADUAL DA PARAIBA

Universidade Estadual da Paraiba
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Departamento de Estatistica

José Juraci Fernandes dos Santos

Analise de Séries Temporais com aplicacao
em dados de exportacoes

Campina Grande

Marcgo de 2014



José Juraci Fernandes dos Santos

Analise de Séries Temporais com aplicacao
em dados de exportacoes

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao curso de Bacharelado em Estatistica do
Departamento de Estatistica do Centro de
Ciencias e Tecnologia da Universidade Esta-
dual da Paraiba em cumprimento as exigéncias
legais para obtencao do titulo de bacharel em
Estatistica.

Orientador:

Dr. Gustavo Henrique Esteves

Campina Grande

Marcgo de 2014



E expressamente proibida a comercializagio deste documento, tanto na forma impressa como eletronica.
Sua reproducéo total ou parcial € permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducao figure a identificacdo do autor, titulo, instituicdo e ano da dissertagao.

S237a Santos, José Juraci Fernandes dos.
Analise de séries temporais com aplicacdo em dados de
exportagdes [manuscrito] / José Juraci Fernandes dos Santos. - 2014
38 p.

Digitado.

Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Estatistica) -
Universidade Estadual da Paraiba, Centro de Ciéncias e Tecnologia,
2014.

"Orientacao: Prof. Dr. Gustavo Henrique Esteves, Departamento
de Estatistica".

1. Séries temporais. 2. Metodologia de Box e Jenkins. 3.
Modelos ARIMA. I. Titulo.

21.ed. CDD 519.5




José Juraci Fernandes dos Santos

Analise de Séries Temporais com aplicacao
em dados de exportacoes

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao curso de Bacharelado em Estatistica do
Departamento de Estatistica do Centro de
Ciencias e Tecnologia da Universidade Esta-
dual da Paraiba em cumprimento as exigéncias
legais para obtencao do titulo de bacharcel em
Estatistica.

Abrovado em: JJ Loz 20 ¢

Banca Examinadora:

Q/\ﬁ_/&%/\% }f( " %‘)

Prodfv Gustavo Henrique Esteves
Departamento de Estatistica — CCT/UEPB
Orientador

Nuedia €l Motai, Babosec

\/ ﬁrof UNVCdJa Fialho MOsa{b Barbosa
Departamento de Estatistica — CCT/UEPB
Examinadora

/,

P of J,ua,n { ’F emamdea de-Ohverrs—
Depaltamenteéé E@tahstlca — CCT/UEPB
o xaminador



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos meus pais (Augustinho e Julia) e aos meus irmaos (Janduy,

Jurandi, Jucimar, Juciane, Jusati e Jacy) que sempre apoiaram.



Agradecimentos

Agradeco ao meu orientador Gustavo pela dedicacao e paciéncia.
A Leticiana que sempre esteve ao meu lado.

Aos ex prefeitos Lucivaldo e Robério pela inestimavel ajuda.

A prefeita Iris que sempre apoiou.

Aos amigos de apartamento Cristiano, Joao Batista, Antonio e Felipe.



Resumo

No planejamento de qualquer atividade é necessario ter conhecimento prévio, na exe-
cucao de determinadas estratégias e na tomada de decisao. Nesse contexto, compreende-se
a utilizacao de ferramentas estatisticas para ajudar os governantes definir futuras agoes. O
estudo de séries temporais a ser abordado neste trabalho contempla a metodologia de Box
e Jenkins que é muito usada e que é referéncia nesse assunto, tratando da identificacao
do modelo, estimagao dos parametros, verificagao e previsao. Neste estudo sera utilizada
uma Unica variavel, ou seja, totais mensais das exportacoes do Brasil para o Chile, cujos
dados coletados do site do Banco Central do Brasil. Usamos o software R na elaboracao
dos graficos com as respectivas fungoes de autocorrelacoes. Nas andlises foi identificado o
modelo ARIMA(1,1,1), com parametros iguais a um, tanto para a parte autorregressiva
como de médias moveis e com uma diferenca simples no tempo. Através deste modelo
fizemos também previsoes de 12 meses a frente.

Palavras-chave: Séries temporais, metodologia de Box e Jenkins, modelos ARIMA.



Abstract

For any activity planning it is necessary some prior knowledge, specially to implement
certain strategies or to decision making. In this context, the use of statistical tools to
help policy makers in new decisions becomes fundamental. The study of time series to be
addressed in this work covers the Box and Jenkins methodology, dealing with the model
identification, parameter estimation, testing and prediction. In this case a single variable
data will be used, ie total monthly exports from Brazil to Chile, that were obtained from
Central Bank of Brazil’s site. We use the R software in the preparation of the charts with
their autocorrelation functions. In the analysis the ARIMA(1,1,1) model was identified,
with the parameters equal one for both autoregressive part and moving averages one, and
a simple difference in time. Through this model we also made predictions for 12 months
ahead.

Keywords: Time series, Box-Jenkins methodology, ARIMA models.
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1 Introducao

O Chile é um dos paises mais desenvolvidos da América do Sul e ha poucos anos
houve uma evolugao bastante positiva do comércio entre Brasil e Chile, que apresentou
um crescimento anual com taxas de 27% em 2003, de 46% em 2004 e de 34% em 2005,
com saldos igualmente crescentes para o Brasil. A pauta de exportacoes brasileiras para
o Chile é bastante ampla, incorporando produtos manufaturados diversos (automoveis,
calgados, maquindrios, quimicos, medicamentos) e produtos primdrios (petréleo, carne
bovina, café). O Brasil colocava-se em 2007 como o quarto sécio comercial do Chile,
logo ap6s EUA, China e Japao, e superando a Argentina. No primeiro trimestre de
2006, posicionava-se em segundo lugar. Esses resultados do comércio bilateral podem
ser explicados pela complementaridade existente entre as economias brasileira e chilena
e, também, pelo amadurecimento do Acordo de Cooperagao Econdémica (ACE) - 35 em
vigor desde 25 de junho de 1996, que ja permite tarifa alfandegaria zero para mais de
noventa e sete por cento do universo dos produtos comercializados. As exportagoes bra-
sileiras beneficiaram-se do bom momento da economia chilena nestes ultimos anos, com
crescimento da economia, elevacao da renda e consumo, com populacao de 15,116 milhoes
(2002, tltimo senso realizado) e PIB per capita de 5.898 délares em 2004 e 7.139 délares
em 2005 (Ministério das Relagdes Exteriores, 2014).

Um pais que deseja aumentar seu superavit, além de vender mais do que compra,
precisa de informacoes de preferéncia sobre o futuro. Como isso ainda nao é possivel,
podemos usar as ferramentas de analise de séries temporais para fazer previsoes estimadas

para determinado periodo do futuro com base nas informagoes de bancos de dados.

O objetivo desse trabalho é estudar modelos de séries temporais com énfase em mo-
delos ARIMA da metodologia de Box e Jenkins, aplicado a série de totais mensais das
exportacoes do Brasil para o Chile e selecionar o modelo de série temporal que melhor
represente os dados, e que sera utilizado para fazer previsoes de 12 meses a frente. Por
fim, neste trabalho usamos um banco de dados piblico, mantido pelo Banco Central do

Brasil e disponiveis através do enderego eletronico http://www.bcb.gov.br.
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2 Fundamentacao Teodrica

2.1 Séries Temporais

Para Ehlers (2009), uma série temporal é um conjunto de observagoes feitas sequenci-
almente ao longo do tempo. Com base no conjunto gerado, pode-se classificar a série em
continua ou discreta. Uma série temporal ainda pode ser classificada como deterministica
ou estocdstica. B deterministica quando os futuros valores da série podem ser estabele-
cidos precisamente por uma expressao matematica em funcao do tempo e é estocdstica
quando seus futuros valores sé puderem ser expostos em termos probabilisticos através de
expressoes matematicas em funcao do tempo, adicionada de um termo aleatorio residual,

necesséario a explicacao de algum movimento irregular da série (FISCHER, 1982).

A seguir serao apresentados alguns conceitos que sao importantes para a definicao de

modelos adequados para a andlise de séries temporais.

2.1.1 Ruido Branco

Segundo Souza (2006), ruido branco é a sequéncia de varidveis aleatérias nao cor-
relacionadas e identicamente distribuidas, com média zero e variancia constante, com
distribuicao normal.

ap ~ N(0,0‘i)

2.1.2 Processos Estocasticos

De acordo com Morettin e Toloi (2006), sendo 7" um conjunto arbitrario, um pro-
cesso estocastico é uma familia Z = Z(t),t € T, tal que, para cada t € T, Z(t) é uma
variavel aleatoria. Com estas condigoes, um processo estocastico é uma familia de variaveis

aleatdrias (v.a.), que supoe-se definidas num mesmo espacgo de probabilidades (2, A, P).

O conjunto T' é normalmente entendido como o conjunto dos inteiros Z = 0, £1,+2, ...
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ou o conjunto dos reais R. Assim Z(t) é uma funcao de dois argumentos, Z(t,w) e
t € T,w € Q. Veja a ilustragdo de um processo estocastico em Morettin e Toloi (2006),
pagina 20. Para cada w € () fixado pode-se obter uma funcao de ¢, ou seja, uma realizacao

ou trajetoria do processo, ou ainda, uma série temporal.

Denotando essas realizagoes de Z(t,w) por ZM(t), ZP)(t), etc, observa-se que cada
realizacdo Z(t) é uma funcdo do tempo ¢ ndo aleatéria e, para cada t fixo, Z9(t) é um
numero real. Uma maneira de considerar a distribui¢ao de probabilidades de Z(t,w), para
um t fixado, é compreender a proporcao de trajetérias que passam por uma “janela” de
amplitude A. Essa proporgao serd fz(z) x A, se fz(z) for a f.d.p. de Z(t,w). O conjunto
de valores {Z(t),t € T} é chamado espaco dos estados, £, do processo estocdstico, e os
valores de Z(t) sao chamados estados. Se o conjunto T' for finito ou enumerdavel, com
T ={1,2,...N} ouT = Z, o processo diz-se com parametros discretos. Se T for um
intervalo de R obtém-se um processo com parametros continuos. Neste trabalho uma
série temporal Z9)(t) serd denotada simplesmente por Z(t) enquanto que as observacdes

discretas e equidistantes no tempo denota-se 71, Zs, ..., Zy.

2.1.3 Especificacao de um processo estocastico

Ainda conforme Morettin e Toloi (2006), sejam t1, o, ..., t,, elementos quaisquer de T’

e considerando
F(z1y .y znity, o ty) = P{Z(t1) < z1, ..., Z(tn) < zn}, (2.1)

entao o processo estocdstico Z = {Z(t),t € T'} estara especificado quando se conhece as
distribuigées finito-dimensionais (2.1), para todo n > 1. Isto significa que, para n = 1,
tem-se as distribuigoes unidimensionais da v.a. Z(t;),t; € T, para n = 2, tem-se as
distribui¢oes bidimensionais da v.a.(Z(t1), Z(t2)), t1,ts € T. As fungoes de distribuigoes

(f.d.) (2.1) devem satisfazer as duas condi¢oes seguintes:

1. (Condic¢ao de Simetria) para qualquer permutacao ji, ..., jn, dos indices 1,2, ..., n,
tem-se:

F(Zjl, ceny Z]n, tjl? ceny t]n) = F(Zl, ey Zns tla ceey tn) (22)
2. (Condicao de Compatibilidade) para m < n,

F (21, ooy Zmy 00, ooy 005 1, ooy byt 1y oy ) = F(21, 0oy Zmi 1y o tin)y (2.3)
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onde o membro esquerdo de (2.3) deve tomado como

lim F(21, oty Zmy Zmats ooy Zni by e b))
Zm+41—>+00,...,2n—>+00

Considerando somente os momentos de primeira e segunda ordem. A funcao média,

ou média, de Z é:
u(15t) = ut) = E12()) = E{2(0)} = [ e (2.4)

enquanto a sua fungao de autocovariancia (facv) é:

(1, Lt o) —p(Lt) (L, t2) = (b, 1) = E{Z (1) Z(t2) } —E{Z (1)} E{Z(t2)}, 11,12, € T.

Observe que 7y(t1,ty) depende de t; e to. Por isso, quando t; = t, = t;tem-se que:

Yt t) = Var{Z()} = E{Z*(t)} — E*{Z(1)}

Em resumo os parametros importantes a considerar, serao a média e a funcao de

autocovariancia

p(t) = E{Z(t)}, ~(t,t2) = Cov{Z(t1), Z(t2)}.

Intuitivamente, um processo Z é estacionario se ele se desenvolve no tempo de modo
que a escolha de uma origem dos tempos nao é importante (MORETTIN; TOLOI, 2006).
Ou seja, as caracteristicas de Z(t + 1), para todo 7, sao as mesmas de Z(t). Um processo
estocastico Z = {Z(t),t € T} diz-se estritamente estaciondrio se todas as distribuigoes
finito-dimensionais dadas por (2.1) permanecem as mesmas sob translagdes no tempo, ou
seja,

F(z1y e 2n; Ty ooyt +7) = F(21, oo 2ns b1, oy ), (2.5)

para quaisquer ti,...,t,, 7 € T. Isso significa, em particular, que todas as distribuicoes
unidimensionais sao invariantes sob translagoes do tempo, logo a média p(t) e a variancia

V(t) sdo constantes, isto ¢,

p(t) =p, V(t) =0 VteT. (2.6)

Sem perder a generalidade, pode-se supor que p = 0; caso contrario, considere o

processo {Z(t) — p}. Do mesmo modo, todas as distribuigdes bidimensionais dependem
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de t; — t5. De fato, como 7(t1,ts) = y(t1 + t,t2 + t), fazendo t = —t, vem que

Yt t2) = v(t — t2,0) = (1),

para 7 = t; — ty. Logo, v(t1,t2) é uma fungao de um s6 argumento, no caso do processo
ser estritamente estacionario. Fazendo t = —t1, vemos que na realidade (1, t2) é fungao

de ‘tg — t1’

Um processo estocastico Z = {Z(t),t € T} diz-se fracamente estacionario ou esta-

cionario de segunda ordem se e somente se atender as seguinte condigoes:

1. B{Z(t)} = p(t) = p, constante para todo t € T
2. B{Z3(t)} < oo, para todo t € T}

3. Y(t1,t2) = Cov{Z ), Zi, } é uma funcio de [t — tof.

Se um processo for Gaussiano (ou normal) ele serd determinado pelas médias e co-
variancias; em particular, se ele for estaciondrio de segunda ordem, ele sera estritamente

estacionario.

2.1.4 Tipos de modelos

Para Morettin e Toloi (2006) é possivel classificar os modelos para séries temporais

em duas classes, de acordo com o nimero de parametros envolvidos.

Modelos Paramétricos, para os quais o nimero de parametros é finito. Para os
modelos paramétricos faz-se a analise no dominio do tempo e os modelos mais usados
sao os modelos de erro (ou regressao), os modelos auto-regressivos e de médias mdveis
(ARMA), os modelos auto-regressivos integrados de médias méveis (ARIMA), modelos

de memoria longa (ARFIMA), modelos estruturais e modelos nao-lineares.

Modelos Nao-Paramétricos, que tem um infinito nimero de parametros. Na classe
dos modelos nao paramétricos os mais utilizados sdo a fun¢do de auto-covariancia (ou

auto-correlacdo) e sua transformagao de Fourier, o espectro.

Outra maneira de escrever uma série temporal é observada na forma
Zt:f(t)+at,t:1,...,N, (27)

onde f(t) é uma fungao chamada sinal e a; é o ruido.
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A seguir serao apresentados os principais modelos adotados usualmente para a analise

de séries temporais.

2.2 Modelos ARIMA

2.2.1 Processo Linear Geral

De acordo com Morettin e Toloi (2006) o modelo de filtro linear supoe que a série
temporal seja gerada através de um filtro linear (ou sistema linear), cuja entrada é um

ruido branco, como mostra a Figura 1.

v(B)
—, [Filtro Linear | -2

Figura 1: Filtro linear com entrada a,, saida Z; e fungao de transferéncia ¥(B).

Na forma matemaética, tem-se que:

Zy = p+ ap + Y101 + a0 + ... = p+ Y(B)ay, (2.8)

onde ¥(B) = 1+ ¢ B + ¢»B? + ... é denominada fun¢do de transferéncia do filtro e u é

um parametro que determina o nivel da série.

Z; dado por (2.8) é um processo linear (discreto), em que

o FE(a;) =0;Vt;

2 vt

a’

o Var(a;) =0

o E(atas) =0,s #t.

Chamando Zt = Z—y, temos

Zy = (B)ay (2.9)

Se a sequéncia de pesos {1;,7 > 1} finita ou infinita convergir, o filtro ¢é estavel e Z;
¢ estacionario. Neste caso i ¢ a média do processo. Caso contrario, Z; é nao estacionario
e 1 nao tem significado especifico, mas pode ser um ponto de referéncia para o nivel da

série. Da equagao (2.8) temos

E(Z) =pu+ E(a; + Z Yjiai—j),

Jj=1
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e como E(a;) = 0, para todo ¢, temos que E(Z;) = p se a série Y 2 1; convergir,

Assim a facv v; de Z; é dada por
V=00 Withiss, (2.10)
i=0

Como 1Yy = 1. Em particular, para j = 0, obtemos a variancia de Z;,

Yo =Var(Z) =02 Y . (2.11)
=0

A condigao de existéncia de (2.10) e (2.11) é que Y% 9% < oo. A média e a variancia

de Z; sao constantes e a covariancia s6 depende de j, logo Z; é estacionaria.

Podemos escrever Z; como a soma ponderada de valores passados Z;_1, Z;_o,... mais

um ruido a;

% = M51 + Todto+ ..+ ay = Z T%_; + ay, (2.12)
j=1
e segue-se que
(1 — Zﬂ'ij)gj = Q¢
j=1

ou
n(B)Z; = ay, (2.13)

onde temos o operador 7(B) =1 —m B — mB% — - - .
Das expressoes dadas por (2.13) e (2.14) temos que

7(B)Y(B)a; = ay,

de modo que
#(B) = v~\(B), (2.14)

e assim podemos obter os pesos 7; em funcao dos pesos 1 e vice-versa.

2.2.2 Modelos autorregressivos - AR

Morettin e Toloi (2006) também propde que se um processo pode ser descrito pela
expressao dado por (2.12) e se m; = 0, para todo j > p, temos um modelo auto-regressivo

de ordem p, que é denotado por AR(p) e pode ser escrito como

Zy=$1Zy + $oZi—s + .. + ¢pZt_p + ay, (2.15)
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note que aqui os pesos foram renomeados de 7; para ¢;, para j =1,2,---,p.

Tomando-se o operador auto-regressivo estacionario de ordem p
¢(B)=1— ¢ B — ¢B* — ... — $,B", (2.16)

e entao podemos escrever

#(B)Z, = ay. (2.17)
Como exemplo, o caso mais simples do modelo auto-regressivo é o de ordem p = 1,

ou seja AR(1), que pode ser denotado como
Zy = ¢Z 1 + ay, (2.18)

onde Z, depende apenas de Z;_; e do ruido no instante t. Como 7(B) = ¢(B) = 1—¢(B),

0 processo ¢é sempre invertivel.

Fazendo-se sucessivas substituicoes de Zt,l, Zt,g, etc., em (2.18), obtém-se

Zy = ay + pa; 1 + g + ... = Z ¢ ay_;,
=0
ou seja,
Zy =¢Y(B)ay = (1 + ¢B + »*B* + )ay,

e se pode perceber facilmente que

o0

W(B) =) ¢'B =[¢(B) ' =(1—-¢B)"

J=0

De acordo com a expressao (2.7) o processo sera estaciondario se 1(B) convergir para
|B| < 1. Com isso deve-se ter |¢| < 1. Como a raiz da equagdo ¢(B) =1 —¢B =0 ¢
B = ¢7!, esta condicdo ¢ equivalente a dizer que a raiz de ¢(B) = 0 deve cair fora do

circulo unitério.

2.2.3 Modelos de Médias Moveis - MA

Considerando o processo linear dado (2.8) e supondo que ¢; = 0, para j > ¢, obtemos
um processo de médias méveis de ordem ¢, que denotamos por MA(q) (do termo em

inglés “moving average”). A partir de agora usaremos a notagao

Zt = U + a; — 9&,571 — . ant,q, (219)
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e sendo Zt = Zy — |1, temos
Zt = (1 — HlB T Qqu)at = Q(B)a/t

onde (B) =1—6,B —6,B* —...0,B1 é 0 operador de médias méveis de ordem ¢. O caso

mais simples é quando ¢ = 1, M A(1), ou seja
Zt = a; — a1,
ou
Zt = (1 — QB)CLt,
de modo que #(B) = 1 — 6B. Como ¢(B) = 1 — 6B é finito, o processo é sempre
estacionario.
Por outro lado, como

1
- 1-6B

ay = [Q(B)]_lzt Zt = (]_ + QB + 9232 + ...)Zt,

podemos obter a forma invertivel do processo de maneira simples
Zt = —QZt_]_ — QQZt_Q — ...+ Q.

Se |0] < 1, ou seja, a série m(B) = 6~1(B) converge para |B| < 1. Isto ¢ equivalente a

dizer que os zeros de #(B) =1 — B = 0 estao fora do circulo unitério.

2.2.4 Modelos auto-regressivos e de médias moéveis - ARMA

Os modelos auto-regressivos sao bastantes populares em algumas areas, como em
economia, onde é natural pensar o valor de alguma varidavel no instante ¢t como funcgao
de valores defasados da mesma variavel. Mas representar um processo por um modelo de

médias moveis puro parece nao ser natural ou intuitivo.

Em muitas séries encontradas na prética, se quisermos um modelo com um nimero
razoavel de parametros, a inclusao de termos auto-regressivos e de médias moveis é uma

solugdo adequada. Surgem, assim, os modelos ARM A(p, q), da forma

Zt = ¢1Zt,1 + ...+ (prtfp +a; — 91(1,15,1 — ... — ant,q. (220)

Se ¢(B) e 0(B) sao os operadores auto-regressivos e de médias méveis, respectiva-

mente, introduzidos anteriormente, a equacao dada por (2.20) acima pode ser escrita de
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uma forma mais compacta

&(B)Z: = 0(B)as. (2.21)

O caso mais simples é quando p = ¢ = 1, ARMA(1,1), onde tém-se ¢(B) = 1 — ¢B
e (B) =1— 0B, e a expressao (2.20) se reduz a

Zt = ¢Zt—1 + a; — Hat_l. (222)

Fazendo-se a substituicao na sequéncia de i1y Do, -, em (2.22), obtém-se Z,
escrito como um processo linear (ou médias méveis de ordem infinita), Z, = U(B)ay
onde ¢; = ¢/"1(¢ — 0), para j > 1, de modo que o processo serd estaciondrio se
Sy = (¢ —0)>. ¢! < o0, ou seja, se [p| < 1. Além disso, o modelo ARM A(1,1)

também pode ser escrito na forma

W(B)Zt = Ay,
onde os pesos 7; = 8771 (¢ — 0), 7 > 1, de modo que o processo é invertivel se > 7; < oo,
ou seja, |0] < 1.

Logo a condigao de estacionariedade para um processo ARM A(1,1) é a mesma que
para um processo AR(1) e a condi¢ao de invertibilidade é a mesma que para um pro-
cesso MA(1). Tais conclusdes podem ser facilmente generalizadas para um processo

ARM A(p, q) para quaisquer p e g, pois pode-se escrever

Zy = p(B)ay = 0(B)Y " (B)a; ou w(B)Z, = ¢(B)0(B)Z, = a;.

2.2.5 Modelos nao-estacionarios

Muitas séries encontradas na pratica nao sao estacionarias. Uma série pode apresentar

vérias formas de nao-estacionariedade. Observe, por exemplo, um modelo AR(1)

(1—-¢B)Z: = ay, (2.23)
onde a estacionariedade ¢ dada para |¢| < 1.

Quando ¢ = 1 obtém-se um processo nao-estacionario Z; = Z;_1 +a; (passeio casual),

porém se |¢| < 1 o processo (2.23) “explode”, & medida que ¢ aumenta.

Séries Z; tais que, obtendo-se d diferencas tornam-se estaciondrias, sao denominadas
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nao-estaciondrias homogéneas ou sao portadoras de raizes unitarias. Existem também
séries nao-estacionarias, nao-explosivas, que apresentam uma tendéncia deterministica de
modo que

Zt = B0+Blt+at.

2.2.6 Modelos autoregressivos integrados de médias moveis -
ARIMA

Se W = A4Z, for estaciondria, pode-se representar W; por um modelo ARM A(p, q),

onde A? é a d-ésima diferenca da série W; ou seja

&(B)W, = 0(B)ay. (2.24)

Quando W, for uma diferenca de Z;, entao Z; é uma integral de W;. Dai vem o nome
ARIMA de ordem (p,d, q) e escreve-se ARIM A(p,d, q), sendo que p e ¢ sao as ordens de
o(B) e 0(B), respectivamente.

O modelo (2.24) supbe que a d-ésima diferenga da série Z; pode ser representada por
um modelo ARMA, estacionario e invertivel. A maioria dos casos se resolvem com uma

ou duas diferencas, e em linhas gerais tém-se.

1. séries nao estaciondarias quanto ao nivel: oscilam perto de um nivel médio por algum

tempo e depois saltam para outro nivel tornam-se estacionarias com d = 1.

2. séries nao-estaciondrias quanto a inclinagao: oscilam numa direcao por algum tempo

e depois mudam para outra direcao temporaria tornam-se estacionarias com d = 2.

O modelo ARIM A(p,d, q) é um caso especial de um processo integrado. Em geral,
diz-se que Z; ¢ integral de ordem d se A%Z, for estaciondria, e entdo Z, =~ I(d). Quando

d =0, Z; é estacionario.

2.3 Identificacao do modelo ARIMA

Segundo Morettin e Toloi (2006), a identificacdo do modelo ARIMA ¢é a fase mais
critica do ciclo interativo do método de Box e Jenkins. Essa escolha é baseada, principal-
mente nas autocorrelagoes e autocorrelagoes parciais estimadas. Geralmente, essa técnica

é eficiente, mas pode ser que seja identificado mais de um modelo para a mesma série. O



22

objetivo da identificac@o é determinar os valores de p, d e ¢ do modelo ARIMA(p,d,q), além

de estimativas preliminares dos parametros para serem usadas no estagio de identificacao.

O procedimento de identificacao consiste em:

1. verificar se a série é estacionaria, por meio da andlise do grafico da série original e

sua funcao de autocorrelagao;

2. diferenciar a série até que se torne estacionaria por meio do operador de diferenca.
O ntmero de diferencas necessarias d é obtido quando a FAC amostral Wt = A?Z,

decai com rapidez para zero;

3. conhecer o processo ARM A(p, q) por meio da andlise das autocorrelagoes e auto-
correlagoes parciais estimadas que devem imitar os comportamentos das respectivas

quantidades tedricas.

2.3.1 Funcgao de Autocovariancia - FAC

Segundo Morettin e Toloi (2006) seja {Z;,t € T'} um processo estacionario real dis-
creto, de média zero e facv v, = E{Z;Z;;,}. A fungao de autocovariancia (facv) de um

processo estocastico satisfaz as seguintes propriedades:

L. o,
2. Vg = Tr
3. =<0,

4. ~, é positiva definida, no sentido que

ZZajak’yTj,Tk >0, Va,..,a, € Ti,...T, € Z. (2.25)

j=1 k=1

A funcao de autocorrelacao do processo é definida por

=2 reT (2.26)

Yo
e tem as propriedades de 7,, exceto que agora p = 1.
Com observacoes Zy, -+, Zy, a fac p; ¢ estimada por

rj:‘c:—é, j=0,1,.n—1, (2.27)
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em que c¢; ¢ a estimativa da funcao de auto-covariancia v;,

1 <=2 — = :
¢ ==Y M2 =2)Zis; = D). j=0.1n—1, (2:28)
t=1

onde Z = 13" = X, é a média amostral. Neste caso fazemos c_; = c; e r_; =r;.
n 2at=

2.3.2 Funcgao de autocorrelagao parcial - FACP

A fungao de autocorrelagao parcial (facp) é uma ferramenta bastante util durante a
fase de identificagao do modelo a ser ajustado aos dados observados. Veja, a seguir, como

é construida essa funcao.

Denotando por ¢; o j-ésimo coeficiente de um modelo AR(k), tem-se que ¢y, é 0
ultimo coeficiente. Utilizando esse fato, as equacoes de Yule-Walker podem ser escritas

da seguinte forma

L pr-r pra Pr1 P1
A A (2.29)
| Pe=1 Pr—2 ] _¢kk_ | Pk
e resolvendo, sucessivamente, estas equagoes para k = 1,2, ..., obtém-se
b1 = p1,
L m
p1 P2 —p?
P22 = = pf /)21 (2.30)
1 m — P
pr 1
I ;o om
pr 1 po
P2 P1 P3
33 =
L p1 p2
pr 1 p
p2 p1 1
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De modo geral, podemos escrever

P

Prk =

)

P

onde Py é a matriz de autocorrelagoes e P, é a mesma matriz Py, exceto pela tltima
coluna, que é substituida pelo vetor de autocorrelacao. A funcao de autocorrelacao parcial

¢ definida como sendo a quantidade ¢y, encarada como funcao de k.

Para um processo AR(p) a facp se anula para todas as defasagens maiores do que
p, isto é, o seu grafico apresenta um “corte” apods a defasagem p. J& para o processo
MA(q), a facp é dominada por uma mistura de exponenciais e/ou senéides amortecidas.
Por fim, a facp de um processo ARM A(p, q), comporta-se de modo semelhante a facp de
um processo MA puro. Durante o estagio de identificagdo do modelo precisa-se calcular
as estimativas das facp, com objetivo de compara-las com as respectivas facp tedricas.
No caso dos modelos AR, tais estimativas podem ser feitas, ajustando-se sucessivamente,
processos autoregressivos de ordem p = 1,2, 3, - - -, por minimos quadrados e considerando
as estimativas @11, ¢ao, 33, ... do lltimo coeficiente de cada ordem. A facp pode ser obtida,
de modo alternativo, substituindo-se as fac p; por suas estimativas nas equacoes de Yule-

Walker
T = éklrjfl + éerj72 + ...+ &kﬂjfmj =1,---,k (2.31)

e resolvendo-se estas equagoes para k = 1,2, ---.

2.3.3 Critério de Informacao de Akaike - AIC

Para Ehlers (2009), uma forma de se escolher entre possiveis modelos competidores
¢ utilizar os critérios de informagao que levam em conta além da qualidade de ajuste

também penalizam a inclusao de parametros extras.

A definicao mais utilizada é
AIC = —2log(verossimilhanca maximizada) + 2m (2.32)

onde m é o numero de parametros (para modelos ARIM A(p,d, q), por exemplo, temos
m = p+q+1). Aplicando estimativas de maxima verossimilhanga em dados normalmente
distribuidos ficamos com

AIC = nlog(6?) + 2m

2 _ N2
onde 07 = > &7.
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2.3.4 Critério de Informacao Bayesiano - BIC

Dos critérios baseados em modificagoes do AIC o mais conhecido é o critério de in-

formagcao Bayesiano, dado por

BIC = —2]log(verossimilhanga maximizada) 4+ m logn. (2.33)

Observe que este critério penaliza bem mais a inclusao de parametros extras. Portanto

tende a selecionar modelos mais parcimoniosos do que o critério definido pelo AIC.

2.4 Estimacao de Modelos ARIMA

Ao identificar um modelo provisério a ser ajustado a série temporal, deve-se obter
estimativas eficientes para os seus parametros, onde denotamos por & = (¢, 0, 02) o vetor
com o0s p + ¢ + 1 parametros de um modelo ARIMA(p,d,q), onde ¢ = (¢1,...,¢,) €
0= (61,....0,).

Agora supondo que a série original Z = (Z;, Zs, ..., Zxn) tenha sido gerada por um
processo ARIM A(p, d, q). A partir dai, considerando d diferencgas, pode-se gerar uma série
W, estaciondria: Z = (Wy, Wy, ..., W,,), onde W; = A?Z; e n = N — d. Assim, o problema
de estimar os parametros do modelo ARIMA ¢é equivalente a estimar os parametros do

modelo ARM A(p, q) estaciondrio e invertivel, representado por
ay = Wt — ¢1Wt_1 - ¢2Wt_2 e — ¢th_p + Glat_l + 92at_2 + ...+ Qqat_q,

em que W, = AYZ,, Wy = Wy — piy € i = E[W).

Quando d > 0, é conveniente considerar p,, = 0. Caso contrério, pu,, sera mais um

parametro a ser estimado.

2.4.1 Meétodo dos momentos

Este método consiste em substituir, nas equagoes que relacionam as autocorrelagoes
(ou autocovariancias) e os parametros do modelo, os momentos tedricos (médias, varian-
cias e autocorrelagoes) pelos estimadores amostrais equivalentes e resolver as equagoes

resultantes.

Para o modelo AR(p), o estimador de 6 pelo método dos momentos é dado usando
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equacoes da funcao de autocorrelacao
Oopine = W1 — G pnr — oo — Gpama),

A -1
s o
Oarnr = coll — 1, Ry ),
/ , . n
em que 7, = (r1,7,...,7p) € R, é a matriz formada pelos elementos (r;;) ;—1; @mm

também é conhecido como estimador de Yulle-Walker.

Para o modelo M A(q) os estimadores de 6 sao dados resolvendo-se as equagoes

—0; g + 01 eni 000 m00 + 02 pinib 1o pns - Og—j vinibg v
N2 N2
L+ 02 0+ e+ 02000

Ty =

Co

L4603 0+ o+ 02000

Ao _
GMM -

Para o modelo ARM A(p, q) os estimadores de 0 e ¢ sao obtidos em duas fases, dadas

por

1. obtém-se o estimador de ¢ resolvendo a equacao
rj:le,MMrjfl—i_-~-+Qgp,MM7’jfp; j:q+1,,q—|—p,

2. obtém-se o estimador € resolvendo a equacao de autocovariancias amostrais e os

estimadores de ¢ obtido no passo anterior.

No caso particular quando p = ¢ = 1, tem-se

o = ¢MMT‘1,

o= a (11— QEMMQAMM)@MM - éMM)
1= = )

o I+ é]QuM — 20 a0

2.4.2 Variancias dos estimadores
Para mensurar a precisao dos estimadores encontrados, precisa-se construir intervalos
de confianga para os parametros.

Seja n = (¢,0), de ordem k x 1, onde k = p + ¢q. Para n grande, os EMV tém uma

distribuicao assintética normal, assim
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onde temos que

2?S(m) .. 9S(n)
on? On10n;
V = 202 e : (2.34)
?sm) ... 9*S(n)
OnikOm on3

Pode-se provar que o EMV de o2 ¢

o _ S(1)

Ua:_7

n

e que, para n grande, 62 e 7) sao nao-correlacionados.

L. . . . . 928 .
Substituindo ¢ por 62 na matriz anterior e calculando as derivadas ng? numerica-

015
mente, obtém-se estimativas das variancias dos estimadores e estimativas das covariancias
entre os estimadores. Com as estimativas das variancias tem-se intervalos de confianca

para os parametros n;, 1 = 1,--- k.

2.5 Diagnéstico em modelos ARIMA

2.5.1 Analise de Residuos

Segundo Morettin e Toloi (2006) depois de estimar o modelo deve-se verificar se ele
representa, ou nao, adequadamente os dados. Essa verificacao pode ser feita através da

analise dos residuos do modelo ajustado. Supondo que o modelo ajustado seja
(b(B)Wt = G(B)(Zt,

com

Wt - AdZt.

Se este modelo for verdadeiro, entdo os “erros verdadeiros” a; = 67(B)¢(B)W; consti-

tuirao um ruido branco.
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2.5.2 Teste de autocorrelagao residual

Estimados ¢ e 6, as quantidades
i =071 (B)p(B)W; (2.35)

sao chamadas residuos estimados ou simplesmente residuos. Se o modelo for adequado, os
valores de a; deverao estar préximos dos a; e, portanto, deverao ser nao-correlacionados.

Se denotarmos por 7 as autocorrelagoes dos residuos a;, entao deve-se ter 7, ~ 0.

Em particular, tais valores devem ter distribuicao aproximadamente,

1
e~ (0, — 2.36
Tk ( ’?”L)’ ( )
sempre supondo que o modelo ajustado é apropriado. As autocorrelacoes 7 sao calculadas
por
A Z?:k;+1 dtdt—k
Tk = —7<—n ~3
D i G
Segundo Box, Jenkins e Reinsel (1994) apoud Morettin e Toloi (2006) um modelo
AR(1), tem

(2.37)

Varli] = = (1 - ¢*+(1 - )

1

Cov{#;, 7} ~ n{éij — ¢ (1 — ¢} (2.38)

2.5.3 Teste de Box-Pierce

Box e Pierce (1970) apoud Morettin e Toloi (2006) sugeriram um teste para as auto-
correlacoes dos residuos estimados que nao detecta quebras especificas no comportamento

de ruido branco, e que pode indicar se esses valores sao muito altos.
Ljung e Box (1978) sugeriram uma variagdo deste mesmo teste.

Sendo o modelo adequado, a estatistica

QUE) =n(n+2) 3" —1

terd aproximadamente uma distribuicao y? com K — p — ¢ graus de liberdade. Se deseja
uma distribuicdo assintética, obtém-se sob a hipdtese que K = K(n) — oo, quando

n — 00, se atender as condigoes:
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1. ¥; = O(n/2), j > K(n), onde os t; sdo coeficientes na expansao em médias méveis

de Wt,

2. K(n) =0(n'?), n — cc.

A hipétese de ruido branco para os residuos é rejeitada para valores grandes de Q(K).

Sendo que as 10 ou 15 7, primeiras observacgoes sao suficientes.

2.5.4 Teste da Autocorrelacao Cruzada

A anélise das autocorrelagoes |7x| dd informagoes sobre os novos termos de médias
maéveis que podem ser incluidos no modelo. Por exemplo, se |7#7| > 2/y/n, entdo um termo

0-a,_7 deve ser inserido no modelo.

Uma alternativa consiste em investigar a fungao de correlagao cruzada (fcc) entre
valores passados da série e o valor presente do ruido. Se o modelo for adequado, logo a; e
Z;_y, serao nao correlacionadas para k > 1, entdo Cov{as, Z;_r} = Va.(k) = 0, k > 1. Isso

requer uma investigacao da funcao de correlagao cruzada definida por

S Zik— 2)
S S — 22

Sk = k=123,

Sugere-se que o modelo é inadequado se para um dado kg, o valor de s, for grande.

Como sao desconhecidos os a; e Si, eles devem ser substituidos por seus estimadores,

dados por -
8, = Z?:kﬂ &t(Zt—k __Z)
Doy ai 3o (Ze = 2]

Pode-se provar que, se Z; for estacionario, com fac p, entao

k=12,

E(sr) = 0, (a)

1 1
-~k b
Var(s,) — — >0, (b)

1 1

C — ~ —p, k>0.
V{8, Ski} = P =

As relagoes (a) e (b) mostram que 7,.(k) é significativamente diferente de zero se
|si| > 2/4/n. Mas nao sdo vélidas quando usa-se os residuos estimados a;. Hokstad
(1983) apoud Morettin e Toloi (2006) mostra que 1/n é um limite superior para Var(8y),
quando Z; ~ AR(p). Logo julgar s; quando |$,| > 2/+/n é razodvel para k grande.
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2.6 Previsao Com Modelos ARIMA

Apoés a identificagao, estimacgao e checagem do diagndstico, que oferecem uma esti-
mativa do modelo gerador da série ajustavel aos dados reais, podemos utilizar o modelo
ajustado para fazer previsoes, nao esquecendo que é apenas uma aproximacgao do processo
gerador verdadeiro, e que por isso estd sujeito a erros de identificacao como também de
estimacao. Portanto, uma boa representatividade do modelo depende muito do trabalho

nas etapas de identificacao e estimacao.

De acordo com Morettin e Toloi (2006), se o interesse é prever um valor Z;, 5, h > 1,
supondo que se tem observacgoes - - -, Z;_o, Z;_1, 4y, até o instante ¢, conhecido como origem

das previsoes. A previsao de origem t e horizonte h serd denominada por Zt(h).

Nesta secio assume-se que W; = (1 — B)?Z; é estaciondrio e invertivel e os parametros
do modelo sao conhecidos. Supondo agora que temos o modelo ARIM A(p,d, q) e que

t + h assume o lugar de ¢, temos que
(a) forma de equagao de diferencgas

Zivh = 01 Zt4h—1 + oo + Opralish—p—d — O1Gin—1 — O20i1p—2 — ... — OqQuin—g + Qrin;
(2.39)

(b) forma de choques aleatdrios

t+h [e'9)
Zion =Y renjt; = > W+ arinj, (2.40)
j=—o00 =0

onde 1y = 1 e os demais pesos 1; sdo obtidos fazendo ¢(B)y(B) = §(B).

(c) forma invertida

Zt+h = Z 7Tth+h_j + at+h (241)

Jj=1

onde os pesos 7; sao obtidos fazendo ¢(B) = 6(B)m(B).

2.6.1 Formas basicas de previsao

Pode-se expressar Z;(h) de trés maneiras de acordo com as formas de previsao de um
modelo ARIMA, conforme citado acima. A seguir iremos detalhar um pouco mais cada

uma destas formas.

(a) Previsao utilizando a equagao de diferencgas
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Tomando a esperanca condicional em (2.39), obtém-se que
Zu(h) = @1 Ziina) + o + PpralZesnp-a) = Olarina] — - = Oglarin—q] + [arsn], (2.42)
para h > 1. Aqui deve-se atender as seguintes condicoes
(Zeik] = Zi(k), k> 0,
(Zisk] = Ziyn, k <0,

[Gt+k]:0,k>0,

la;, + k] =a, +k, k<0

(b) Previsao usando a forma de choques aleatérios

De ¢(B)y(B) = 6(B) tem-se

A

Zy(h) = Y [agin-1] + Valaryn—2] + ... + Unoa|aw] + Ynlad 4 ... + [az] (2.43)

(c) Previsao usando a forma invertida

De ¢(B) = §(B)n(B) obtém-se

Zh) = - milZernes) + lavia) (2.44)
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3 Aplicacao

Com um conjunto de observagoes bem definido podemos coletar informacoes para
diversos fins, neste caso, usaremos estas informagoes para predizer valores futuros, ou
seja, fazer previsoes estimadas dos totais mensais em délar de exportacoes do Brasil para
o Chile. Toda andlise sera feita com o auxilio do software R versao 2.13.1. Graficos,
testes, tabelas e previsoes serao algumas das ferramentas utilizadas para ilustrar melhor

este trabalho.

No site do Banco Central, na aba intitulada “Economia e Financas” encontramos o
item séries temporais. Clicando em “Acesso ao Sistema de Séries temporais” e depois em
“Sistema Gerenciador de Séries Temporais (SGS)”, escolhendo a op¢ao “Setor Externo”
clique em “Balanca Comercial” e selecione “Exportagoes por paises”, bastando por fim
marcar de qual pais deseja coletar seus dados para estudo. Uma vez escolhido o pais é

necessario definir o periodo de coletas dos seus dados.

No presente estudo foram coletadoas informagoes de exportagoes para o Chile de
janeiro de 2000 a dezembro de 2012, onde serd feita uma andlise para tentar descobrir se
a série apresenta alguma tendéncia de crescimento ao longo dos meses ou dos anos. O
objetivo ¢ selecionar o modelo de série temporal que melhor represente os dados, e que

sera utilizado para fazer previsoes de 12 meses a frente.

Na escolha do modelo adequado se faz necessario analisar graficos, porém, é preciso ter
bastante cuidado ao observar os graficos da Funcao de Autocorrelagao (FAC) e Fungao
de Autocorrelacao Parcial (FACP). Os Critérios AIC (Akaike information criterion) e
BIC (Bayesian information criterion) podem ser usados para identificar o modelo mais
parcimonioso. Apesar de ter sido motivo de estudo neste trabalho, o BIC nao sera usado

na analise.

Observe na Figura 2 da série de dados originais (& esquerda, superior) que pode-se
perceber a existéncia de uma evidente tendéncia de crescimento. Ainda na Figura 2 no

grafico a esquerda inferior, observa-se que a série parece estacionaria com apenas uma
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diferenca simples.
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Figura 2: Grafico da série original e com uma diferenga no tempo, com as respectivas
funcoes fac e facp.

Analisando os graficos da FAC e FACP (Figura 2, graficos da linha inferior ao centro
e a direita) foi selecionado o modelo ARIMA(1,1,1), ou seja, um modelo integrado

autorregressivo e de médias moveis com parametros p =1, d=1,e ¢ = 1.

Usando o software R, calculou-se os coeficientes estimados e o valor de AIC para este
modelo, que serd usado para definir o melhor modelo. Para isto foi fixado o valor do

parametro d=1, e variou-se os parametros p e ¢ de 0 até 2. O resultado mostrou que o

modelo ARIMA(1,1,1) tem o menor valor de AIC.

m = arima(y, order = c(1, 1, 1))
Call:

arima(x = y, order = c(1, 1, 1))

Coefficients:

arl mal



-0.2364 -0.6332
s.e. 0.1070 0.0881

sigma”2 estimated as 6.786e+15: log likelihood = -3065.16,

aic
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6136.32

Observando os gréaficos da Figura 3, contendo os residuos padronizados e o correlo-

grama, o grafico da FAC nao apresenta pontos fora dos limites e os p-valores do teste de

Ljung-Box para autocorrelagoes parecem estar distribuidos aleatoriamente.

O resultado da previsao para 12 meses, com os dados reais e a diferenca ou erro de

previsao podem ser contemplados na Tabela 1. A pesar de os nimeros dados em milhoes

de doélares, nao foi usada a transformagao logaritmica.

Tabela 1: Valores reais e previstos a partir do modelo ajustado, para o ano de 2013, com

0s respectivos erros.

Meés Valores reais Valores previstos Erro
Jan 234170712 365019026 -130848314
Feb 329832741 395948840 -66116099
Mar 372151503 357707869 14443634
Apr 342039021 366747236 -24708215
May 450550685 364610519 85940166
Jun 357488860 365115594 -7626734
Jul 334730378 364996205 -30265827
Aug 393662990 365024426 28638564
Sep 398782526 365017755 33764771
Oct 431344587 365019332 66325255
Nov 406377357 365018959 41358398
Dec 432651616 365019047 67632569
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Figura 3: Grafico da série padronizada com o correlograma
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4 Conclusao

Os resultados encontrados na aplica¢do do modelo ARIMA(1,1,1) no banco de dados
de exportacoes durante os anos de 2000 até 2012, foi o melhor modelo encontrado, na
rapida analise visual com interpretacao das fungoes de autocorrelacao e autocorrelagao

parcial FAC e FACP, respectivamente.

Além da andlise visual dos graficos também foram comparados os valores de AIC para
os modelos ARIMA(1,1,0), ARIMA(2,1,0), ARIMA(0,1,1), ARIMA(1,1,2) com o valor do
AIC obtido para o modelo ARIMA(1,1,1), ajustado neste trabalho. Na comparagao dos
modelos observamos que o ARIMA(1,1,1) foi o que apresentou o menor AIC e, por isso,
foi escolhido para fazer previsdes 12 meses a frente e comparado com os dados reais, dado

que os valores de exportacao para o ano de 2013 também foram obtidos.

E importante destacar que esta andlise poderia ter ido mais adiante, observando se ha
sazonalidade ao longo do tempo, caso em que seria mais adequada a utilizacao de modelos
SARIMA. Porém, como este assunto de sazonalidade nao foi estudado neste trabalho, a

andlise de modelos SARIMA nao foi realizada e tratamos de modelos ARIMA.

De modo geral, esse trabalho teve resultados satisfatorios, com o objetivo de expor
uma breve revisao tedrica sobre séries temporais e sua aplicacao no desenvolvimento de

estratégias de planejamento e ajuda no processo de tomada de decisao.
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