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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre extensdes algébricas dos racionais, mais pre-
cisamente, apresentaremos uma constru¢io de corpos K, com Q C K C C através de um
processo chamado de adjuncdo de raizes de um polindmio. Nesse sentido, iniciamos com
uma apresentacdo de conceitos basicos envolvendo anéis. Em seguida, fazemos uma intro-

dugao a extensao de corpos e finalmente construiremos os corpos K nas condi¢des citadas.

Palavras-Chave: Anéis, Extensdo de corpos e extensdo algébrica dos racionais.



Abstract

We present a study of algebraic extensions of rational, more precisely, we present a construc-
tion bodies K with contained in the body K and contained in the body of this complex by
adjunct roots of a polynomial. Accordingly we started with a presentation of basic concepts
involving rings. Then make an introduction to the extension of bodies and finally build bod-

ies K in the mentioned conditions.

Palavras-Chave: Rings, Extension of bodies and algebraic extension of the rational.
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1 Introducao

Em matemética, Teoria de Galois é um ramo da dlgebra abstrata.

No nivel mais bdsico, ela usa grupo de permutacdes para descrever como as vdrias
raizes de certa equagdo polinomial estdo relacionadas umas com as outras. Este foi o ponto
de vista original de Evariste Galois.

A abordagem moderna da Teoria de Galois, desenvolvida por Richard Dedekind,
Leopold Kronecker e Emil Artin, entre outros, envolve o estudo de automorfismos de exten-
soes de corpos.

Uma abstracdo além da Teoria de Galois é conseguida pela teoria das conexdes de
Galois.

O nascimento da teoria de Galois foi originalmente motivado pela seguinte questao,
que é conhecida como o teorema de Abel-Ruffini: "Por que ndo existe uma férmula para
as raizes de uma equacgdo polinomial de quinta ordem (ou maior) em termos de coeficiente
de polindmios, usando somente as operacdes algébricas usuais (adicdo, subtracdo, multipli-
cacdo, divisao) e aplicagdo de radicais (raiz quadrada, raiz cubica, etc)?". A Teoria de Galois
ndo somente prové uma bela resposta para essa questdo. Ela também explica em detalhes
por que € possivel resolver equacdes de grau 4 ou menores da forma descrita acima e porque
suas solucdes assumem as formas que té€m.

A Teoria de Galois dd uma clara explicacdo a questdes referentes a problemas de
constru¢cdo com régua e compasso. Caracteriza de forma elegante as construgdes que podem
ser executadas com este método.

Nao iremos aqui dar um maior aprofundamento quanto a Teoria de Galois, mas ire-
mos estudar conceitos bdsicos indispensdveis, mais precisamente, destacaremos alguns re-
sultados sobre extensdes de corpos através do processo de adjuncao de raizes polindmios.
Estudaremos principalmente as extensdes algébricas do corpo de nlimeros racionais.

Nesse sentido apresentamos no primeiro capitulo os conceitos basicos envolvendo
anéis; ja no segundo capitulo estudaremos os principais conceitos envolvendo extensoes de

corpos e finalizaremos o terceiro capitulo estudando extensdes algébricas dos racionais.



1.1. Anéis, ideais e homomorfismos

Neste capitulo apresentamos os conceitos bésicos envolvendo estudo dos anéis, os

quais sdo necessdrios para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes.

Definicao 1.1 Seja A um conjunto ndo vazio onde estejam definidas duas operacoes, as
quais chamaremos de soma e produto em A e denotaremos por + e -.

Assim,

+: AXxA — A -1 AXA — A
(ab) — a+b (a,b) — a-b

Chamaremos (A,+,-) um anel se as seguintes propriedades sdo verificadas quaisquer que
sejam a,b,c € A :
i)(a+b)+c=a+(b+c);
ii) Existe 0 € A tal que a+0=04a = a;
iii) Para qualquer a € A existe um uinico b € A, denotado por b = —a, tal que
at+b=b+a=0;
w)a+b=b+a;
v)(a-b)-c=a-(b-c);
vi)a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.

Se um anel (A, +,-) satisfaz a propriedade:
vii) Existe 1 € A—{0}, talque a-1 =1-a=a, ¥V a € A, dizemos que (A,+,-) é um anel com
unidade 1.

Se um anel (A,+,-) satisfaz a propriedade:
viii) Para qualquer a,b € A, se a-b =b-a, dizemos que (A,+,-) é um anel comutativo.

Se um anel (A,+,-) satisfaz a propriedade:
ix) Dados a,b € A, a-b=0=a=0o0ub=0, dizemos que (A,+,-) é um anel sem divisores
de zero.

Se (A,+,-) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que
(A,+,-) é um dominio de integridade.

E finalmente, se um dominio de integridade (A,+,-) satisfaz a propriedade:
x) Para qualquer a € A — {0}, existe b € A tal que a-b=>b-a =1, dizemos que (A,+,-) é

um corpo.

Observacao 1.1 Por questdo de simplicidade vamos denotar um anel (A,+,-), simples-

mente por A, ficando subentendido as operacoes de soma e produto.

Exemplo 1.1 Os conjuntos 7Z.,Q, R, C e n-Z = {nk : k € Z} munidos da soma e produto

usuais sdo anéis. Jd o conjunto Z, = {0,1,2,....n — 1} é um anel munido da soma e produto
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+ 0 Ly XLy — Ly c D DXLy — DLn
e :
(m,n) +—— m+n (m,n) — m-n

O conjunto Z[\/p| = {a+b\/p : a, b € Z} com p primo, sdo anéis com a soma e

produto abaixo

(a+by/p)+ (c+d\/p)=(a+c)+(b+d)\/p

(a+by/p)-(c+d\/p) = (ac+ pbd) + (bc+ad)./p,

coma,b,c,d € 7.
O conjunto Q[\/p] = {a+b\/p : a, b € Q} também é um anel com as operagoes
andlogas as operagoes em Z[/p).

Entre esses anéis, sdo exemplos de corpos Q, R, C, Q[,/p] e Z,, com p primo.

Definicao 1.2 Seja A um anel e B um conjunto ndo vazio de A. Dizemos que B é um subanel
de A, se valem:

i)x, yEB=x—y€eB;

ii)x,yEB=x-ycB.

Exemplo 1.2 Temos que nZ é subanel de Z, por sua vez 7 é subanel de Q, este que é subanel
de R, jd R é subanel de C. Ademais, Z[/p) é subanel de Q|,/p| e este é subanel de R.

Definicao 1.3 Um subanel B de um corpo K é chamado um subcorpo de K, se dado
a € B—{0} existe b € Btal que a-b = 1.

Exemplo 1.3 Observe que Q é subcorpo de R, jd R é subcorpo de C. Ademais, Q|,/p] é

um subcorpo de R.

Definicao 1.4 Seja A um anel e seja I um subanel de A. Dizemos que I é um ideal A se,
a-xel,VYVacA,Vxelen-acl,VacA,Vnel.

Os subaneis {0} e A sdo ideais de A e sdo chamados de ideais triviais de A. Os ideais

ndo triviais de A sdo chamados de ideais proprios de A

Exemplo 1.4 Seja A um anel comutativo e xi, xa, ..., x, € A. E de direta verificacdo que o

conjunto definido por

Ax1+A- x4+ ... +A-x,={a1 - xi+ay-xo2+...+ay,-x,; a; €A}

€ um ideal de A, o qual é chamado de ideal gerado por x|, x3,..., x, € A. Os ideais do tipo

I = A - x| sdo chamados ideais principais.
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Observacao 1.2 Um anel em que todos os ideais sdo principais é chamado anel principal.

O anel 7. é um anel principal.

Observacao 1.3 se A é um anel com unidade 1 e J é um ideal de A tal que 1 € J, entdo
J = A. De fato, primeiro note que J C A, pois J é ideal de A. Por outro lado, mostremos que
A C J.Reciprocamnete, seja x € A, como J é ideal e 1 € J, entdox=x-1¢€ J. Logo, A C J.
Portanto A = J.

Definicao 1.5 Seja A um anel e seja M um ideal de A. Dizemos que M é um ideal maximal
de A se, M #Aeseldéidealde Atal que M CJ C A, entdoJ =M ouJ =A.

Exemplo 1.5 O ideal pZ em Z com p primo é maximal. De fato, seja p primo e J = p-Z.

Vamos provar que J é um ideal maximal em Z. considere I um ideal de 7 tal que,
JCICZ

pelo fato de todo ideal de 7 ser principal, temos que existem inteiros n tais que I = n -7
Assim, p € p-7Z C n-Z, e dai segue p = n-k para algum k € 7, e portanto n|p e teremos
n==xloun==xp sen==x1vemquel =7 e sen==+pvemquel =J.

Teorema 1.1 Seja K um anel comutativo com unidade 1 € K. Entdo as seguintes condigcdes
sdo equivalentes:

i) K é um corpo;

ii) {0} é um ideal maximal em K;

iii) Os unicos ideais de K sdo os triviais.

Demonstracao: i)= ii). Seja K um corpo e seja J um ideal de K tal que {0} C J C K.
Suponhamos J # {0}. Assim existe 0 # a € J. Como K é um corpo existe b € K tal que
b-a =1 e portanto 1 € J e dai segue imediatamente que J = K.

i1) = iii). Segue imediatamente das defini¢des.

iii) = 1). Seja0 #a € K e I = K - a o ideal principal de K gerado por a. Como 1 € K, temos
a=1-a €I, nosdiz que I # {0} e assim pela nossa hipétese, teremos I = K.

Dai segue,

lcK=K-a
donde existe b € K talque 1 =b-a. ]

Definicao 1.6 Um dominio de integridade D ¢ dito de caracteristica O se m = 0 sempre que
ma=0coma € D, a#0emecN. Poroutro lado, D diz-se de caracteristica finita se existe
a€ D, a#0, tal que ma = 0 para algum inteiro m # 0.  Nesse caso definimos como a

caracteristica de D o menor inteiro positivo m tal que ma = 0 para algum a € D, a # 0.
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Exemplo 1.6 Os anéis Z, Q, R e C tem caracteristica 0, pois se m # 0, entdom-1 =m e,

portanto, m- 1 # Q.

Exemplo 1.7 Observemos primeiro que em Zo,, m-1=1+14+...4+1=m = 0. Suponhamos,

por outro lado, que para algum inteiro r, 0 < r < m, se tivesse r-1 = 0. como r-1 =T, entdo

7=0, ou seja, r = 0(mod m). Entdo m | r, o que é impossivel, uma vez que 0 < r < m. Logo,

caracteristica de Z.,, — m.

Vamos agora definir a seguinte relacdo em A. Dados
X, yEA, x=y(modJ) = x—yeJ.

Primeiramente vamos provar que = (mod J) define uma relagio de equivaléncia em A.
De fato, quaisquer que sejam x, y, z € A, temos
i) x=x(mod J) pois0 =x—x € J.
ii) x=y(mod J) =y = x(mod J) poissex—y € Jentdoy —x = —(x —y) € J.
iii) x = y(mod J) e y = z(mod J) = x = z(mod J) pois, x—ye€Jey—z€J=>x—z=
(x=y)+b—2)€l.
Denotaremos por X a classe de equivaléncia de x € A segundo a relacdo = (mod J).

Assim,

x={yeA:y=x(modJ)}

Agora observe que y € X <& y —x € J, e por isso também denotaremos essa classe x
porXx = {x+z: z € J}. Ademais, chamaremos de conjunto quociente de A pelo ideal J, ao
conjunto A/J ={X=x+J:x € A}.

Definiremos as seguintes operagdes em A /J

1 AJIXAN] — A/ -t AJIXAN] — AJJ
(@, b) +— a+b @ b) +— ab

Munido destas operacdes temos que A/J é um anel, chamado anel quociente.

Observacio 1.4 Se A tem unidade, entdo A/J também tem. De fato, considere 1 a unidade
de A e x € A. Temos que,
l-x=x-1=x,Vx€A

agora sejax € A/J, dai, x =x+J =x-1+J=x-1€A/J
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Exemplo 1.8 O anel quociente 7,47 = {0, 1, 2, 3} com as operagdes induzidas pela soma

e multiplicacdo de inteiros. Observe que

0=0+4Z={..,—12, -8, —4,0, 4, 8, 12,...}

T=1+4z2=1{...,—11,-7,-3,1,5,9, 13,..}

2=2+4+472={...,—10,-6,—-2 2,6, 10, 14,...}
3=34+4Z={...,—9, =5,-1,3,7, 11, 15,...}
Ademais, ao juntarmos todas estas classes resulta no proprio Z.

Teorema 1.2 Sejam A um anel comutativo com unidade 1 e J um ideal de A. Entdo J é um

ideal maximal de A se, e somente se, A/J é um corpo.

Demonstra¢io: (=) Suponhamos J ideal maximal de A, e seja 0 #a@ € A = A/J. Temos
que provar que existe b € A tal que a@-b = 1. De fato, se L = A - a ideal principal de A gerado
por a, temos que: J+L = {x+y:x € J,y € L} é um ideal contendo J, e mais @ # 0 se e
somente se, a € J. Comoa =1-a € L CJ+ L temos que J+ L € um ideal que contém J e
mais J + L # J. Pela maximalidade de J segue que A = J + L e dai vem, 1 € J + L implica
queexisteu € J, ve Ltaisque 1 =u+v.
Assim, existe u € J,v € L=A-a e temos que v = b -a para algum b € A, ou seja, existe
beAeucJtas que 1 =u+b-a. Passando barra em ambos os membros, segue que,
Il=u+b-a=u+b-a=0+b-a,istoé,b-a=a-b= 1, como queriamos demonstrar.

(<) Por outro lado, suponhamos que A = A /J seja um corpo. Assim, 0, 1 € A implica
que, J #A.
Se M #J é um ideal de A e J C M C A, entdo teremos que existe a € M, a € J, ou seja,

@+#0,coma € A. Como A é corpo existe b € A tal que @-b = 1, ou ainda,
ab=1(modJ) < ab—1€J<=3ucl

tal que ab — 1 = u, e isto nos diz que, 1 = ab —u. Como a € M segue que ab € M e como
ucJ CM temos também u € M. Logo concluimos que 1 = ab —u € M e imediatamente

temos M = A como queriamos demonstrar. [

1.2. homomorfismos de anéis

Podemos descobrir informagdes sobre um anel examinando sua interacdo com outros
anéis. Fazemos isto através dos homomorfismos. Um homomorfismo € uma aplicacao que

preserva as operacdes soma e produto dos anéis.
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Sejam A e B dois anéis e sejam 0 0 elemento neutro de A e 0’ o elemento neutro de B.
Se ambos anéis A e B possuem unidade, denotaremos por 1 a unidade de A e por 1’ a unidade
de B.

Definicao 1.7 Uma funcdo f : A — B diz-se um homomorfismo de A em B se satisfaz as
seguintes condicoes:

i) fxty) =)+ f(), vx, y €A

ii) fx-y) = f(x)- f(¥), Vx, y € A,

Exemplo 1.9 Sejam A e B dois anéis quaisquer. Entdo f : A — B, dada por f(a) =0, a € A

€ claramente um homomorfismo de anéis. Vejamos, sejam a, b € A. Tém-se:

fla+b)=0=0+0= f(a)+ f(b)

fla-b)=0=0-0= f(a)- f(b)

Teorema 1.3 Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo. Entdo:
i)Im f ={f(a):ac A} éum subanel de B.
ii)ker (f)={ac€A: f(a)=0"} éumideal de A e f é injetiva se, e somente se, ker (f) ={0};

. A ~ .
iii) Os anéis ker () e Im f sdo isomorfos.

Demonstracio: Vamos demonstrar o item iii), para isso definiremos uma funcéo

A
ker (f)

a +— fla)

F — Imf

Primeiramente, devemos verificar que F' € uma funcdo bem definida, isto é, se a;, ar € A
sdo tais que a; = az, entdo f(a;) = f(az). E de fato, se a; = az, entdo a; —ap € ker (f),
logo f(a; —ay) = 0; além disso f(a; —az) = f(a1) — f(az), pois f é um homomorfismo;
portanto, f(a;) = f(a2).

Agora, F € uma aplicacao sobrejetiva e ¢ um homomorfismo pois, para elementos a;, a> € A,
temos:

a) F(ar+az) = F(a1 +az) = f(a1 + az) pela defini¢do de F.

por f ser um homomorfismo vem que f(a; +a2) = f(a1) + f(a2) = F(ar) + F (az).

b) Analogamente ao item a) t€ém-se;

F(ai @) =F(ar-az) = f(ai -a2)

flar-az) = f(a1) - f(az2) = F(a1) - F(a2)

Por fim, temos que ker(F) = {a € kerL(f) : fla)=0}={ae kerL(f): acker (f)} ={0}.

Logo F € injetiva.
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1.3. Corpo de fracoes de um dominio

Podemos observar que todos os anéis que estudamos estio dentro de um corpo. Logo
podemos formar suas fra¢des, como na relagdo inteiros e racionais. Mas vamos formalizar

melhor isso para casos onde o corpo ndo € tdo evidente.

Neste pardgrafo, seguindo a construcao do corpo de fragdes
Q:{T:m, ne, n;«é()}
n

a partir do dominio Z, vamos construir um corpo K a partir de um dado dominio D.
Seja D um dominio de integridade qualquer e seja D* = D — {0}. Vamos definir uma

relac@o de equivaléncia no conjunto,
A=DxD"={(a,b):a€eD, beD"}.

De fato, se (a, b), (¢, d) € 4 entdo (a, b) ~ (¢, d) < ad = bc, claramente define uma
relacdo de equivaléncia no conjunto 4.

Vamos denotar por % (em vez de (a, b)) a classe de equivaléncia

g:{(x, y) € A:xb=ya}.

Assim,

SR

= f em 2 < bx = ay em D.
Agora vamos definir operagdes + € - no conjunto quociente

E:{%aeabeDﬂ:K

Sejam (a, b) e (¢, d) € D x D*. Entdo, definindo a soma e produto abaixo
a n ¢ ad+bc a c
b'd_ bd ° bd bd
d

Observe que se b, d € D* entdo b-d € D* pois D € um dominio de integridade. Note que as

operacdes sao bem definidas.

Vamos denotar por a* = ‘Tl onde a € D e 1 é aunidade de D, e denotaremos

D*:{a*:%:aeD}CK:{g:aeD,bGD*}.
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Observe que D* € um dominio de integridade com unidade 1* € D*. Alids 1* € tal
que, se ; € K entdo 7-1* = 1*-7 = 7 e mais ainda, qualquer 7 € K, temos 740" = 0"+ 7

a . . -
= - Consideremos agora a seguinte fungdo:

¢: D — D*
a — a*

E de imediata verificacdo que:

a) Im ¢ = D*.

b) Ker (¢) ={aeD:a*=0*} ={0}.

c)@(a+b)=(a+b)" =a*+b*=¢(a)+¢(b)Va, beD.

d)o(a-b) = (a-b)* =a*-b* =¢(a)-¢(b) Ya, b € D.

Portanto D ~ D* C K. Observe também que, se %7& 0* em K, isto €, a # 0 em D, entdo g €K
gz 1*. Como D ~ D* C K dizemos que D estd imerso em K. Observe também
1

que b*%: *se b #0, b € D. Assim, denotaremos por (b*)~! = % se b#0, b € D. Agora

- a
e mais, -
note que:

D" ={a*;ae D} CK = {a*- (b*)";a* € D", b* € D*}

pois, seja a* € D* e considere b* = 1 € D*. Observe que a* pode ser escrito como:

a=a"-1=a* (1)}
mas a* - (1)_1 € K, portanto,
D*={a*:acD}CK={a"-(b*)"':a" €D*, b* cD*}

com b* # 0*. O corpo K que construimos nesta se¢do recebe o nome de corpo de fracies do

dominio D.

Exemplo 1.10 Q € o corpo de fracoes de 7

Exemplo 1.11 Q[v2] = {% + ‘7;\/5 :m, n, p, g €L} é o corpo de fracies de 7[/2] =
{a+bV2:a,beZ}
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1.4. Polinomio em uma variavel

Polindmios sdo uma classe importante de funcdes simples e infinitamente diferen-
cidveis. Devido a natureza da sua estrutura, os polindmios sdo muito simples de se avaliar e
por consequéncia sdo usados extensivamente em andlise numérica. Os polindmios, a priori,
formam um plano conceitual importante na dlgebra, entretanto possuem também uma rele-
vante importancia na geometria, quando se deseja calcular expressdes que envolvem valores

desconhecidos.

Definicao 1.8 Seja K um corpo qualquer. Chamaremos de um polindmio sobre K em uma

indeterminada x a uma expressdo formal
p(x)=ap+ax+..+ax"+ ...

ondea; € K,Vie NedneNtalquea;=0,Vj>n.

Dizemos que dois polindmios

p(x)=ap+aix+...+anux" + ...

g(x) =bo+bix+...+bx*+ ...

sobre K sdo iguais se, ¢ somente se a; = b;em K, Vi N,

Se p(x) =0+40x+...+0x"+... indicaremos p(x) por 0 e o chamaremos de polindmio
identicamente nulo sobre K. Assim um polindémio p(x) = ag+ajx+ ... + a,x™ + ... sobre
K é identicamente nulo se, e somente se a; =0 € K, Vin € N.

Se a € K indicaremos por a ao polindmio p(x) = a9+ ajx + ... + a,x" + ... onde
ap=a,ea; =0, Vi > 1. Chamaremos ao polindmio p(x) = a, a € K de polinémio constante

a.

Exemplo 1.12 Sdo exemplos de polinomios constantes no corpo dos reais,

Pl =5, () =2, g() =3

de modo geral, p(x) =k, comk € R.

Se p(x) =ap+aix+...+ax"+...étalque a, #0e a; =0, Vj > n dizemos que n
¢ o grau do polindmio p(x) e nesse caso indicaremos p(x) = ap+ajx+...+ax"+...,e 0

grau de p(x) por dp(x) = n.
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Exemplo 1.13 No polinomio p(x) = 2x> +4x*> 4 3x + 1, note que o termo que possui um

maior expoente é 2x>. Portanto o grau deste polinémio é 3.

Vamos denotar por K|[x]| o conjunto de todos os polindmios sobre K, em uma indeter-
minada x. Observe que nio estd definido o grau do polindmio 0, € d pode ser interpretada

como uma fun¢do do conjunto de todos os polindmios nao nulos no conjunto N. Assim,

d: Kxl—{0} — N
p(x)  +— 9p(x)=graude p(x)

Agora vamos definir soma e produto no conjunto K[x]. Sejam

p(x)=ap+aix+...+anx" + ...

q(x)=bo+bix+...4+bx"+...

dois elementos do conjunto K[x|. Definimos

p(x)+q(x) = c1x+ ...+ e + ..

onde ¢; = (a;+b;) €K, e
p(x)-q(x) =co+ ... + x4 ..

onde ¢y = agpbg, ¢ = apb1 + a1by, ¢y = apbr + a1bi + arxbo, ..., cx = agbi + ... + arby, com
ke N.

Observe que a defini¢do acima de produto provém da regra x - x = x*" e da pro-
priedade distributiva. Convencionam-se também as regras x* = 1 e x! = x.

Note que K[x] é um dominio de integridade, onde o polindmio 0 é o elemento neutro
de K[x] e o polindmio constante 1 é a unidade de K|x].

Observe que se identificarmos os elementos a € K com os polindmios constantes

p(x) = a podemos pensar em K|[x| contendo o corpo K.

Teorema 1.4 (Algoritmo da Divisdo) Sejam f(x), g(x) € K[x] e g(x) # 0. Entdo existem

tnicos q(x), r(x) € K|x] tais que:

onde r(x) =0 ou dr(x) < dg(x).



19

Demonstracdo: Seja f(x) = ap+ajx+ ... + apx"* e g(x) = bo+ bix+ ... + byx™, com
(9g(x) = m).

Existéncia:

Se f(x) = 0 basta tomar ¢(x) = r(x) = 0. Suponhamos f(x) # 0. Assim df =n. Se n < m
basta tomar g(x) = 0 e r(x) = f(x). Assim podemos assumir n > m. Agora seja fi(x) o
polindmio definido por

F(x) = anby, " g(x) + fi(x)

observe que df;(x) < df(x). Vamos demonstrar o Teorema por inducéo sobre df = n.

Sen=0,n>m = m=0eportanto f(x) =ag # 0, g(x) = by # 0 e teremos,

f(x) = aoby 'g(x)

e basta tomar g(x) = a()ba1 e r(x) = 0. Pela igualdade fi(x) = f(x) — anb,,'x" "g(x) e
df1(x) < df(x) = n. Temos pela hipétese de inducdo que: existem g (x), ri(x) tais que:

J1(x) = q1(x) - g(x) +r1(x)

onde r1(x) =0 ou dry(x) < dg(x). Daf segue imediatamente que:

F(x) = (q1(x) +anbyy,'x" ") g (x) +r1(x)

e portanto tomando g(x) = q1(x) 4+ a,b,,'x* ™ e ri(x) = r(x) provamos a existéncia dos
polindmios g(x) e r(x) tais que f(x) = g(x) - g(x) +r(x), e r(x) = 0 ou dr(x) < dg(x).
Agora vamos provar a unicidade. Sejam g1 (x), g2(x), r1(x) e rp(x) tais que:

f(x) =q1(x) - g(x) +r1(x) = q2(x) - g(x) + r2(x)
onde r1(x) =0 ou dri(x) < dg(x), i=1, 2.
Dai segue:

(91(x) = q2(x)) - g(x) = ra(x) = r1(x).

Mas se g1 (x) # ¢g2(x) o grau do polindmio do lado esquerdo da igualdade acima é maior
ou igual ao dg(x) enquanto que o d(r2(x) —ri(x)) < dg(x) o que é uma contradi¢do. Logo

q1(x) = g2(x) e dai segue

como queriamos demonstrar. ]
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Teorema 1.5 Todo ideal de K|x| é principal.

Demonstracao: Seja J um ideal de K[x|. Se J = {0} entdo J é gerado por 0. Suponhamos
que J # {0} e escolhemos 0 # p(x) € J tal que dp(x) seja o menor possivel. Se p(x) =a #0
entio 1 =a~!'-a € J e assim segue imediatamente que J = K[x] é gerado por 1 € K|[x].
Suponhamos entdo dp(x) > 0. Como p(x) € J claramente temos K[x| - p(x) C J. Agora
vamos provar que J C K[x] - p(x). De fato, seja f(x) € J. Pelo algoritmo de Euclides temos
que existem g(x), r(x) € K[x] tais que f(x) = g(x)-p(x) +r(x) onde ou r(x)=0o0u dr(x) <
dp(x). Agora, como f(x), p(x) € J segue imediatamente que r(x) = f(x) —q(x) - p(x) € J
e pela minimalidade de nossa escolha do polindmio p(x) € J segue que r(x) = 0 e portanto

temos f(x) = g(x) - p(x) € K[x] - p(x) como querfamos demonstrar. n

Definicao 1.9 Sejam f(x), g(x) polindmios ndo nulos em K x| e seja d(x) € K|x] um polinémio
monico tal que d(x) divide f(x) e g(x) e se h(x) € K[x] é tal que h(x) divide f(x) e g(x), en-
tdo h(x) divide d(x). A este polinémio d(x) chamamos de maximo divisor comum de f(x)

e g(x). Sed(x) =1, entdo f(x) e g(x) sd@o primos entre si.

Teorema 1.6 (Existéncia de M.D.C). Sejam

P1(x), ..., pm(x) € K[x] — {0}
e seja o ideal J = K[x] - p1(x) + ... + K[x] - pm(x) de K|[x] gerado pelos polindmios ndo nulos
pl (X), 7pm(‘x)
Se d(x) € K[x] é tal que J = K|x] - d(x) entdo sdo vdlidas as seguintes propriedades:
i) existem ri(x),...,rm(x) € K[x] tais que

d(x)=r1(x) - p1(x), e, rm(x) - pm(x);

ii) d(x) é um divisor comum de pi(x), ..., pm(x);
iii) Se h(x) é um divisor comum qualquer de py(x), ..., pm(x), entdo h(x) é também um divisor

de d(x).
Demonstracio: i) sai da igualdade

Klx]-d(x) = K[x] - pr(x), ..., K[x] - pmn(x).

ii) Sejai € {1,..., m} e K[x|-d(x) = K[x] - p1(x),...,K[x] - pu(x). temos que,

pi(x) € K[x] - pi(x) C K] - p1(x) + ... + K[x] - pn(x) = K[x] - d ()

e portanto existe r;j(x) € K|[x] tal que p;(x) = ri(x) - d(x), isto é, d(x) é um divisor de cada

pi(x), comi=1,..., m.
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iii) Seja h(x) um divisor comum em K|[x|, de p(x),..., pm(x), isto é, existe r;(x) € K|[x] tal
que pi(x) = ri(x)-h(x), comi=1,..., m.

Assim,

K[x]-pi(x) CK[x]-h(x), Vie{l,..., m}

e dai segue que,

Klx]-d(x) = K[x] - p1(x), ., K[x] - pm(x) C K[x] - h(x),

ou seja, existe r(x) € K[x] tal que d(x) = r(x) - h(x) |

Definicdo 1.10 Seja f(x) € K[x] tal que df (x) > 1. Dizemos que f(x) é um polinomio irre-
dutivel sore K se toda vez que f(x) = g(x)-h(x), com g(x), h(x) € K[x] entdo temos g(x) = a
constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f(x) for ndo irredutivel sobre K dizemos

que f é redutivel sobre K.

Exemplo 1.14 O polinémio p(x) = x> —2 € Q|x| é irredutivel em Q|x], porém p(x) = x> —2

é redutivel em R[x|, pois,

X —=2=(x+vV2)(x—V2), com V2 eR.
Exemplo 1.15 O polinémio p(x) = x*> + 1 é irredutivel em R[x], mas é redutivel em C|x]

Teorema 1.7 Sejam K um corpo e p(x) € K|x|. As seguintes condigdes sdo equivalentes:
i) p(x) € irredutivel sobre K.
ii) J = K[x] - p(x) € um ideal maximal em K|x]|.
iii) @ é um corpo, onde J = K[x] - p(x).
Demonstracao: Vamos mostrar que i) <= ii).

i) = ii): Suponhamos p(x) € K[x],com p(x) irredutivel sobre K e seja J = K|x] -
p(x) ={gx) p(x); g(x) € K[x]}. Como grau p(x) > 1 temos imediatamente que J # K|[x|.
Se I = K[x] - h(x) é um ideal de K|[x] tal que / D J vamos provar que I = J ou I = K|[x].
Assim, p(x) € K[x]- p(x) C K[x] - h(x) nos diz que, p(x) = g(x) - h(x) para algum g(x) € K|[x].
Como p(x) é irredutivel temos que g(x) = a € K — {0} constante ou h(x) = b € K — {0}
constante. Se g(x) = a # 0 constante temos que A(x) = a ' - p(x) e portanto I = K[x] - h(x) C
K[x]-p(x) =J eistonos di I = J. Se h(x) = b # 0 constante temos [ = K[x| - h(x) = K[x] e
isto termina a implicagdo i) = ii).

ii)=1): SejaJ = K[x| - p(x) um ideal maximal em K|[x]|. Assim J # K|[x] nos diz que
dp(x) > 1. Suponhamos g(x), h(x) € K[x] e p(x) = g(x) - h(x). Assim segue imediatamente
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que J C I = K[x]- h(x) e como J é maximal temos que J =1 ou I = K[x]. Se J = I segue
que h(x) € J = K[x] - p(x) e isto nos diz que h(x) = f(x) - p(x) para algum f(x) € K[x].
Dai segue que p(x) = g(x-) f(x) - p(x). Como p(x) # 0 e K[x] € um dominio de integridade
teremos 1 = g(x)- f(x), isto é, g(x) € K[x] € um polindmio invertivel em K [x|. Portanto temos
imediatamente que g(x) = a # 0 é um polindmio constante. Se I = K |[x] segue imediatamente
que h(x) = b # 0 constante ou seja p(x) € irredutivel sobre K como queriamos demonstrar.
u

Teorema 1.8 Seja K um corpo entdo todo polinémio f(x) € K[x] — {0} pode ser escrito na

forma,
f(x) =u-p1(x)...pm(x)

onde u € K —{0} e p1(x), p2(x),..., pm(x) sdo polinémios irredutiveis sobre K (ndo nec-
essariamente distintos). Mais ainda, essa expressdo é unica a menos da constante u e da

ordem dos polindomios py(x),..., pm(x).

Demonstracdo: Seja f(x) € K[x] — {0}. Vamos provar por induc@o sobre o df(x) = n. Se
n =0, f(x) = u constante ndo nula. Assim podemos assumir df(x) =n > 1. Vamos supor
pela hipétese de inducao que todo polindmio ndo nulo de grau menor que n pode ser escrito
na expressdo desejada e vamos demonstrar que f(x) também pode ser escrito naquela ex-

presséo.

Suponhamos, por absurdo, que f(x) ndo possa ser escrito como produto de irre-

dutiveis. Entdo f(x) é um polindmio irredutivel sobre K. Assim, existem

g(x), h(x) € K[x], 1 <dg(x) <n, 1 <dh(x)<n

tais que

Agora, por inducao temos,

g(x) =a-pi(x)..pr(x), a € K—={0} e p1(x), ..., pr(x)

polindmios irredutiveis sobre K. Analogamente,

hi(x) =b-pry1(x)..pm(x), b € K—{0} € pri1(x),..., pm(x)

polindmios irredutiveis sobre K. Assim

f(x) =upi(x)...pm(x) = u'q1(x)...q4(x)
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onde u, u' € k—{0} e p1(x),.... pm(x), g1(x)...g5(x) sdo polindmios irredutiveis sobre K.

Assim temos,

P1(x) [ 1(x)..q5(x)

e dai segue que existe u; € K — {0} tal que g;(x) = u} - pi(x) (nesse caso dizemos que
qi(x) e p1(x) sdo associados em K[x]). Agora o Teorema segue por indug@o sobre m.
Se m =1 e pj(x) irredutivel temos que necessariamente s = 1 e pj(x) e ¢;(x) sdo associados

em K|[x].
Suponhamos m > 1. De g;(x) = u}- pi(x) e sendo K[x] um dominio temos que:

- pa(x).e.pm(x) = - wi - q1 (x)...pi-1(x) - pis1(x)... ps(x)
e daf segue pela hipdtese de inducdo que m — 1 = s— 1 (isto &, m = s5) e mais, cada g(x) estd

associado com algum p;(x) através de uma constante, e isto termina a demonstrag@o. ]

Proposicao 1.1 (Gauss). Seja f(x) € Z[x] tal que f(x) é irredutivel sobre 7 entdo f(x) é

irredutivel sobre Q.

Demonstracao: Suponhamos que f(x) seja irredutivel sobre Z, mas f(x) = g(x) - h(x), onde
g(x), h(x) € Q[x] e 1 < dg(x), dh(x) < df(x). Claramente existe inteiro positivo m tal que
m- £(x) = g1(x) -y (x) onde g1 (x), hy(x) € Z.

Assim temos,

g1(x)=ao+aix+...+ax", a; € Z.

hl(x) :bo—l—blx—l—...—i—bsxs, bj €.

suponhamos agora que p | m, com p primo. Vamos provar que p | a; Vi € {1,..., r} ou
plbjVijed{l,.., s}
De fato, se existe i € {1,..., r} eexiste j € {1,..., s} tais que p{a; e p{b; consideremos i e

J menores possiveis com esta propriedade. Ora, como p | m temos que p divide o coeficiente

de x'*/ do polindmio m - f(x) = g (x) - h1(x), isto é,

p| (boairj+biaij1+...+bjaj+...+biyj1a1 + by jap)

Pela nossa escolha de i e j temos que p divide cada parcela, exceto b;a;, do coeficiente de
X'/ de g1(x) - h1(x). Como p divide toda a expressio segue também que p | bja; e como p é
um nimero primo temos que p | b; ou p | a; que é uma contradic@o.

Assim, se p primo, p |m = p|a;Vie{l,..,rtoup|b;Vje{l,..., s}. Sem perda de gen-
eralidade, suponhamos que p | a;V i € {1,..., r}. Assim, g|(x) = p- g2(x) onde ga(x) € Z|[x],
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€ se m = p-mp temos

p-mif(x)=p-ga(x)-hi(x)
my f(x) = g2(x) - by (x)

como o numero de fatores primo de m € finito, prosseguindo no argumento acima (ou por

indugdo sobre o nimero de fatores primos de m) chegamos que:

f(x) =g (x) - 1" (x)

onde,
g (x) - h*(x) € Zlx]

e g*(x) e h*(x) sdo multiplos racionais de g(x) e h(x), respectivamente, contradizendo a
irredutibilidade de f(x) sobre Z. |

Teorema 1.9 (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = ag+ ajx + ... + a,x™ um polindémio em
Z|x]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:

i) pfan

ii) p | ao, ar, an—1

iii) p* 1 ap.

Entdo f(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstracdo: Pela Proposi¢do anterior € suficiente provar que f(x) é irredutivel sobre Z.

Suponhamos por contradicado que,

1 <9dg(x), oh(x) <adf(x)=n

seja,

g(x)=bo+bix+...+bx" € Zx], dg(x) =r
h(x) =co+cix+...+cx’ € Z[x], oh(x) =

Assimn =r-+s.
Agora by - cop = ag e assim p|bg ou p|co e como p2 { ap segue que p divide apenas um
dos inteiros by, co. Vamos demitir, sem perda de generalidade, que p|bg e p? { co.

r+s

Agora a, = b, - cs é o coeficiente de x" = x"** e portanto p { b, e p|byg. Seja b; o

primeiro coeficiente de g(x) tal que p 1 b;.
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Agora a; =bg-cj+ by -ci—1 + ... + b; - ¢ e portanto como p|by,...,bi_1, ptbie p1
co= pfa;=i=noqueéum absurdo pois | <i<r<n. [
Para finalizar este capitulo vamos definir corpo algebricamente fechado. Seja K um
corpo. Dizemos que K é algebricamente fechado se qualquer f(x) € K[x], existe o € K tal
que f(a) = 0. Por exemplo o corpo dos complexos C é algebricamente fechado, enquanto o

corpo dos reais R nio € algebricamente fechado.

Exemplo 1.16 Considere o polinomio p(x) = x> + 1, note que néo existe nenhum valor em

R que torne possivel a igualdade,

2+1=0

Por isso dizemos que R ndo é algébricamente fechado. O mesmo ndo ocorre em C



2 Introducao a extensao de corpos

Neste capitulo vamos estabelecer alguns conceitos basicos envolvendo extensdes de

corpos, os quais sdo fundamentais para o entendimento do préximo capitulo.

Definicao 2.1 Um corpo L é dito uma extensdo de um corpo K, se K for subcorpo de L e

denotamos por L O K.
Exemplo 2.1 O corpo R é uma extensdo do corpo Q, por sua vez C é extensdo de R e de Q.

Definicao 2.2 Sejam L uma extensdo de K e . € L. Dizemos que O. € algébrico sobre K se
existe f(x) € K[x] —{0} tal que f(a) = 0. Caso o contrdrio dizemos que 0. é transcendente

sobre K.

Definicao 2.3 Sejam L uma extensdo de K. Dizemos que L é uma extensdo algébrica de K

se todo o € L é algébrico sobre K.

Exemplo 2.2 O corpo R é uma extensdo do corpo Q. Desde que \/2 é uma raiz do polinémio
f(x) = x> =2, temos que \/2 é algébrico sobre Q. Note que i € C é algébrico sobre Q pois
é raiz de p(x) =x*+ 1.

Exemplo 2.3 O corpo R é uma extensdo do corpo Q. O niimero real 7@ é transcendente sobre
Q, uma vez que, T ndo € raiz de nenhum polindmio em Q[x|. Por outro lado, T é algébrico

em R pois € raiz do polinomio f(x) =x—n € Rx].
Proposiciao 2.1 Se o € K, entdo o. é algébrico sobre K.

Demonstracdo: Basta tomar f(x) =x—a € K[x] e temos que f(o) = oo — o = 0. Logo o é

algébrico sobre K. ]

Seja o € L algébrico sobre K e seja p(x) € K[x|, monico e de menor grau tal que
p(a) = 0. Pela minimalidade do grau de p(x) segue que p(x) é o Gnico polindmio monico

irredutivel em K|[x| tal que p(a) = 0, o qual serd denotado aqui por p(x) = irr(o, K).



27

De fato, seja p(x) € K[x], pelo algoritimo da divisdo existem g(x), r(x) € K|x], tais
que,

p(x) = f(x)g(x) +r(x), r(x) = 0 ou dr(x) < dg(x),

como o é raiz de p(x) temos,

0=p(a) = fa)g(ax) +r(a)
= r(a) = p(a) — f(a)g(a) =0
=r(a)=0.

Mas p(x) é o menor polindmio tal que aplicando o resulta em 0, assim, r(x) = 0, daf,

Como p(x) é monico, isto significa que o coeficiente do termo de maior grau é 1, logo
f(x) =1oug(x) =1, constante. E portanto p(x) é irredutivel em K[x|. E p(x) € tnico, pois
suponha que exista g(x) € K[x] tal que,

note que,

g(a) =0=p(a) = g(a) = p(a),

como ¢g(x) e p(x) sdo monicos e de menor grau, segue que,

q(x) = p(x).
Observacdo 2.1 Se a € L D K definimos K|a) = {f(a) : f(x) € K[x]}. Ademais, K[ é um

subdominio de L que contém K.

Exemplo 2.4 Sejam R O Q e o. = /2 € R vamos mostrar que
QV2] ={a+bV2: a,beQ}.
De fato, por definico temos que,
QIV2] = {f(V2): f(x) € Qh}

Agora, se f(x) € Q[x], segue pelo algoritmo da divisdo que existem q(x) e r(x) € Q|x] tais
que,
f(x) = q(x)(x* =2) +r(x), r(x) = a+bx
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para x = \/Z temos que,

Como r(x) é da forma, r(x) = a+ bx, temos
f(V2)=r(vV2)=a+bV2
coma,b € Q, Logo, Q[v2] = {a+b\V2:a, bcQ}
Exemplo 2.5 Sejam R D Q e oo = v/2 € R. vamos mostrar que
K[o] = Q[V2] = {a+bV2+c(V2)? : a,b,c € Q}.

Por definicdo,

Q2] ={f(V2) : f(x) € QM}
Pelo algoritmo da divisdo temos que existe q(x) e r(x) € Q[x| tais que,
F(0) = g(0) () —2) +r(x), 7(x) = a-+br-+ o
para x = /2.

f(V2) = r(V2);

como r(x) é da forma r(x) = a+ bx + cx?, temos

F(V2) = r(V2) =a+b(V2) +¢(V2)?,

coma, b, c € Q.

Observagio 2.2 De modo geral, seja o.= {/p € R, n inteiro maior ou igual a 2 e p maior
ou igual a 2 um niimero primo. Entdo o é uma raiz real do polinomio x" — p que é, pelo

critério de Einsenstein, irredutivel sobre Q. Assim x"—p=irr(a,Q) e temos, Qo] é

um subcorpo de R contendo QQ e mais ainda,

Qla] = {ao + a0+ ... +ap_ 10" La;€Q,i=0,...n— 1}.
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Observacio 2.3 Os conceitos bdsicos de Algebra Linear como os de espaco vetorial, base

e dimensdo que serdo mencionados a seguir, estdo como Apendice no final deste trabalho.

Sendo L uma extensdo de K, considere a soma de L e o produto por escalar

+: LxL — L .1 KxL — L
c .
(,B) — a+p (o) — o

Temos que L munido dessa soma e desse produto por escalar € um K-espacgo vetorial. Assim,
sendo L uma extensdo de K, a dimensdo de L visto como K-espago vetorial é chamada de
grau da extensdo L sobre K e denotamos por [L : K].

Uma extensdo L de K é dita extensdo finita se tem grau finito. Caso contrdrio, dize-

mos L D K € extensdo infinita.
Exemplo 2.6 R é uma extensao de Q de grau infinito.(T é transcedente).

Exemplo 2.7 O corpo C visto como espago vetorial sobre R tem dimensdo 2, pois {1,i} é

base desse espaco vetorial. Assim, C é uma extensdo de grau 2 sobre R, ou seja, [C: R] = 2.



3 Extensoes Algébricas dos Racionais

Neste capitulo vamos construir corpos K, tais que Q C K C C. Para isso vamos usar o
processo chamado adjun¢do de raizes de um polindmio. Ademais, vamos apresentar alguns

resultados que sdo muito importantes no desenvolvimento da Teoria de Galdis.

3.1. Adjuncao de Raizes

Teorema 3.1 Seo € L D K e se ¥ : K[x| — L é definida por ¥(f(x)) = f(a), entdo ¥ é um
homomorfismo tal que:

i)Im¥ =KJo|, K CK[a] CL;

ii) a. é transcedente sobre K se, e somente se, ker (¥) = {0};

iii) Se a. é algébrico sobre K e p(x) = irr(a,K), entdo ker(¥) = K[x] - p(x) é um ideal
maximal de K|x];

iv) K[x|/ker (¥) ~ K|a].

Demonstracao: Primeiro mostraremos que ¥ € um homomorfismo, para isso, considere
f(x), g(x) € K[x], temos

Y(f(x)+g(x) =¥((f+8)(x) = (f +8) () = f(a) +g(at) = ¥(f(x)) +F(g(x))
P(f(x)-g(x) =P((f 8)(x) = (f-&)() = f() - g(at) = ¥(f(x)) - F(g(x))

Portanto ¥ é homomorfismo.
Agora mostraremos os itens de (i) a (iv).

i) Temos que

Im¥ = {f(a): f(a) =P(f(x))}

mas W estd definida em K[x], de modo que todo f(x) € K[x|. Dai,

Im¥ ={f(a): f(x) € K[x]}
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e por definicdo, isto é K[a]. Logo, Im ¥ = K|a. Para verificar que K[a contém K basta
tomar a fungdo g(oy) =a;, a; €K, i=1, 2,...
i) Seja

ker (W) = {f(x) € K[x] : ¥(f(x)) =0}
como o é transcedente sobre K, seja f(x) € K[x] — {0} segue que f(a) # 0. Mas ¥(f(x)) =
f(a) o que implica que W(f(x)) # 0. Logo o tnico polindmio que anula o é o polindmio
nulo. Portanto Ker (¥) = {0}. Reciprocamente, supondo que Ker (¥) = {0} (onde 0 é o

polindmio nulo), vem que, para todo f(x) # 0 € K|[x] t€m-se,

P(f(x) #0.

Como ¥(f(x)) = f(a), temos que,

Deste modo, o € transcendente sobre K.
iii) Como o € algébrico sobre K , entdo ker(¥) # {0}. Considere entdo ker(¥) = K[x| - p(x)
um ideal em K[x]. Como p(x) é irredutivel sobre K, pelo Teoremal.7 temos que ker(¥) =
K|x] - p(x) é um ideal maximal em K [x]
iv) Segue pelo item i) deste Teorema que Im¥ = K[a|] e agora é imediato do Teoremal.3
item (iii) que

K[x]/ker (¥) ~ K[0\].

Corolario 3.1 Sejam L uma extensdo de K e o € L. Entdo:
i) Se o é algébrico sobre K, entdo K[| é um subcorpo de L que contém K.
ii) Se o. € transcendente sobre K entdo K|o] é um subdominio de L isomorfo ao dominio K|x]

dos polinomios em uma indeterminada x.

Demonstracao: i) Tomemos um homomorfismo nas condi¢des do Teorema 3.1, ou seja,
¥ : K[x] — L definido por ¥(f(x)) = f(a). Suponha que o é algébrico sobre K e seja
p(x) =irr(a, K) € K[x]. Pelo item (iii) do Teorema 3.1 temos que ker(¥) = K|[x] - p(x) é

um ideal maximal e portanto

K|x]
ker(\W)’

€ um corpo. Agora pelo item (iv) do Teorema 3.1 temos

:K[OL]
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Kx]

como K[ é isomorfo ao corpo Fer(W) Segue que K|[a] também € um corpo.

ii) Para provar que K[o/| é um subdominio de L precisamos mostrar que K|a] é subanel e que

ndo possui divisores de zero.

Vamos primeiro mostrar que K [ct] € subanel, para isto, considere f(a), g(o) € K|a].
Note que,
1) f(o) —g(a) = (f — g)(a) € K|
2) fa)-g(a) = (f-g)(a) € Ko

Agora, observe que K|[ot] ndo possui divisores de zero, pois

F(0)-8(0) =0 = f(ct) =0 ou gla) =0

como o é transcedente sobre K|o], vem que

f(o) = 0(at) ou g(ax) = O(at)
|

Corolario 3.2 Se L uma extensdo de K e se o.,3 € L sdo raizes de um mesmo polinémio
irredutivel sobre K, entdo K[o] e K[B] sdo corpos isomorfos.
Demonstracdo: Por hipétese, p(x) = irr(o, K) = irr(B,K). Agora, pelo item (iii) do Teo-

rema 3.1, obtemos

J =K p(x),
e por (iv) temos K[a] ~ % e da mesma forma [x] KI[B]. Logo
KloJ ~ K[B]
s@o corpos isomorfos. [ ]

Proposicao 3.1 Seja L uma extensdo de K e o € L algébrico sobre K. Se o grau do polinémio
irr(o, K) € n, entdo:

i) Qualquer f(x) € K[x], f(a) pode ser expresso de modo tinico na forma,

f(o) =ap+ajo+... +a, 10"}, onde a; € K.

ii) K[o] = {ao +a10+ ... +a, 10" ;a; € K} é um subcorpo de L que contém K.

iii) Se K = 7Z,, entdo K[ot] é um corpo contendo exatamente p" elementos.

Demonstracdo: Seja p(x) = irr(o, K). Por hipétese, dp(x) =
i) Se f(x) € K[x] entdo pelo algoritimo da divisdo existem g(x), r(x) € K[x] tais que

f(x) =q(x) - p(x)+r(x), onde r(x) =0 ou dr(x) < ap(x).
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Assim r(x) =ap+aix+..+a,_1 ¥ ondea; €K, i=0,1,..,n—1.
Agora temos,

f(o) = g(a) - p(a) +r(a)

como p(a) = 0 segue que f(a) = r(a) ou seja, f() = ag+ a0+ ... +a, 1oL
Para demonstrar a unicidade da expressao temos

sef(oc) :a0+a10c+...+an,10c"’1 :bo+b10c+...+bn,10c”’1, aj, bjeK,Vie {1,..., n—l}

segue imediatamente que o polindmio ¢(x) € K[x| onde

Q(x) = (ao—b()) +(611 —bl)x—l—...—i— (an_l —bn_l)xn_l

é tal que g(a) =0 e dg(x) < n=dirr(a,, K) Assim g(x) = 0 e daf segue

ai=bi,Vie{l,..,n—1}.
ii) Primeiro vamos mostrar que K[o] = {ap +aj0+ ... +a, 10"~ : a; € K}. Por definigdo
Kla] ={f(a): f(x) € K[x]}, agora pelo item (i) desta proposi¢do f(ot) pode ser expresso de
modo tinico na forma f(a) = ag + a0+ ... +a,_ 10", onde a; € K, daf temos
Klo] = {f(a): f(x) € K[x]} = {ap+ a0+ ...+ a, 10" ' :aq; € K}

o fato de K[o| ser um subcorpo de L que contém K segue diretamente do item i) do Corolério
3.1

iii) Para demonstrar este item basta observar que pelos itens anteriores temos:

Zplo) = {ap+a10+... +a, 10" a; € Z,}.

Assim existe uma correspondéncia bijetiva entre Z,[a] e o conjunto de todas as n-uplas

(ag, ai, a,—1) onde cadaa; € Z, = {0, 1,..., p—1}. n
Exemplo 3.1 Considerando a Observagdo?.2 por exemplo,
Qc @[\/5] = {aop +a1Vv2;a9, a; € Q}cR

Q Cc QV2] ={ag+a1V2+ax(V2)% a9, a1, ax € Q} CR
Q C Q[V3] = {ao+a1V3+ax(V3)* +a3(V3)%;a0, a1, a2, a3 € Q} CR
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Agora se B é uma raiz ciibica complexa de 2 e B & R, temos que,

QCQV2]CcR,QcQ[BlcC

Mais ainda, pelo Coroldrio3.2 Q[v/2] ~ Q[B] pois V2 € R e B € C sdo raizes do mesmo

polindémio irredutivel X" — p sobre Q.

3.2. Corpo de decomposicao de um polinédmio

Considere K um subcorpo de C. Vamos também pensar em C como um corpo alge-
bricamente fechado, ou seja, qualquer f(x) € C[x] existe o € C tal que f(x) = 0. Assim, se
f(x) € K[x] é um polindmio de graun > 1 e 0y, 0, ..., 0, sdo todas as distintas raizes de

f(x) em C temos que,

fx)=c-(x—op)™...(x—a,)™

em Clx] onde ¢ € K e r,my,...,m, sdo inteiros positivos.

O inteiro m; chama-se multiplicidade da raiz o;. Se m; = 1 dizemos que o; € uma
raiz simples de f(x). Se f(x) = ap+ajx+ ... + a,x" € K[x] definimos f'(x) = a; + 2axx +
... +na,x"~! € K[x] o qual chamamos de derivada de f(x). Observe que se df(x) =n > 1
entdo f'(x) #0e df'(x) =n—1.

Se f(x), g(x) € K[x] e a € K segue imediatamente as seguintes regras:

(f(x) +8(x))" = f(x) +5'(x)
(a-f(x)) =a-f(x)
(f(x) 8(x))" = f'(x) - g(x) + £ (x) - &' (x).

Proposicio 3.2 Sejam f(x) € K[x|, df(x) =n>1e o € C é uma raiz de f(x). Entdo:
i) o é raiz simples de f(x) se, somente se, f(a) =0e f'(a) #O.

ii) Se f(x) é irredutivel sobre K entdo todas as raizes de f(x) sdo simples.

Demonstracio: i) Se o € C é uma raiz de f(x), com multiplicidade m > 1 temos que f(x)
pode ser fatorado em C[x] como, f(x) = (x — )™ - g(x), onde g(x) € Clx] e g(a) # 0.

f1o0)=mlx—a)" " g(x) +(x— )" g (x)

Assim para m = 1, temos que

fx) = (x—)g(x) = f(&) = (a—a)g(a) = f(a) = 0-g(ar) = 0.
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Agora usando a regra da derivada do produto, temos

fl)=m-(x—o)" - g(x) + (x — a)g(x)

sendo m = 1, temos

fl(x) =m-g(x) + (x— a)g'(x)
f1(0) = g(o) + (o0 — o)’ (o) = g(ar) # O

Reciprocamente, sendo f(x) = (x — o)™ - g(x) e f'(x) = m(x — )" - g(x) + (x — at)"g' (x).
Observe que f'(a) =0 m > 2

poism =2

f1(x) =2(x — o) (x) + (x — o) %/ (x)

f'(@) =2-0-g(x) + (00— )¢’ (@) =0

Mas por hipétese f’(a) # 0. Logo, m = 1. Donde o é raiz simples.

ii) Se f(x) € K[x] é um polindmio irredutivel em K e a € C é uma raiz de f(x). Queremos
provar que m = 1. Seja p(x) = irr(a, K), entdo pelo algoritmo da divisdo existem polindmios
q(x), r(x) € K[x] tais que, f(x) =¢q(x)- p(x)+r(x) com r(x) = 0 ou dr(x) < dp(x). Como o

é uma raiz de f(x) vem que,

ou

Mas, f(x) é irredutivel, assim, tomemos a € K tal que,

f(x) =a-p(x).

Se m > 1 pelo item (1) desta Proposi¢do tém-se,

fl@)=a-p'(a)=0=p'(a)=0

Mas isso contradiz a minimalidade do grau de p(x), ja que

op'(x) < dp(x).
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Assim, m = 1 e por defini¢do o é raiz simples de f(x). ]
Chamamos corpo de decomposigdo de um polindémio f(x) € K[x| sobre K, que de-
notaremos por L = Gal(f, K) ao menor subcorpo de C que contém K e todas as raizes de
f(x)em C.
Observe que tal menor subcorpo existe e € igual a interse¢ao de todos os subcorpos
de C contendo K e todas as raizes de f(x) em C. Sejam f(x) € K[x] e o, ..., 0, as distintas
raizes de f(x) em C. Vejamos como definir de um modo construtivo o Gal(f, K).

Consideremos,
Ko=K CK, =K|oy] CKy =Kj[on] C ... CK, = K,—1]a,].

K, é o menor subcorpo de C contendo K e oy, ...,q; e portanto K, = Gal(f, K). Denotando
K, = K[ay,...,0,] temos Gal(f, K) = K[o,...,a,]. E imediato que qualquer que seja a or-
dem em que pegamos as raizes a.y, ..., ot ainda assim esse processo nos levaria ao Gal(f, K).

A esse processo chamamos de adjungdo de raizes.

Exemplo 3.2 Vamos construir o corpo de decomposicdo de f(x) = x> —2 € Qx].

Primeiramente note que o.= ~/2 € R é raiz de f(x), pois

f(V2)=(V2y@-2=2-2=0.

Agora observe que

B

V2 (—l+£i> eC

22
é raiz complexa de f(x), onde ® = —% + \/Tgi € uma raiz ciibica complexa da unidade. De
fato,
V2 V23
B=— Y24 i
2 2
dai,
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V2 V23N (V4 VA3 VA3 5
R T B R T B
2 2 2 2
_ VB VBB VBV VB3R
4 4 4 4
_ VB VB3
SALNMLEEE
1 6 2+6—28
=otg 2= —4 0

EmaisB: 3/5(—% — \/T§l> éraizde f.
Logo, as trés raizes distintas de f(x )—x —2emC s@oa=v?2, B= \/_<—% —)
eP= \/_<—%—7).Entdo

Gal(x* -2, Q) = Q[o,, B, B] = Q[o,, B.

Definicao 3.1 Seja K um corpo. Um automorfismo de K é um isomorfismo f : K — K. O

conjunto dos automorfismos de K serd denotado por AutK

Proposicao 3.3 Seja L D K é uma extensdo de K, onde K é um subcorpo de C. Considere o
seguinte conjunto:
AutkL = {c € AwtL : o(a) =a,V a € K}.

Seja f(x) € K[x] e o € L uma raiz de f(x) em L, entdo 6(Q) é também uma raiz de f(x) em
L, Vo € AutkL.

Demonstracio: Seja o € L é uma raiz de f(x), ttm-se que f(a) = 0. Note que,
o(a) = a, pois o(a) € AurgL

e mais ainda,
f(o(a)) = f(a) =0= f(o(a)) =0

Isto nos diz que (o) é uma raiz de f(x) € K[x]. u

3.3. Grau de uma Extensao

Proposicao 3.4 Seja K um corpo e L O K uma extensdo de K. Entdo:
a) Se L D K é finita, entdo L D K é algébrica;
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b) Se a. € L D K é um elemento algébrico sobre K e o grau de irr(o., K) é igual a n entdo
1, a,...,a" "' é uma base do espago vetorial K[o] sobre K e [K[a] : K] = n < oo;

c)Se o € L D K é um elemento transcedente sobre K, entdo K[o]| D K é uma extensdo infinita.

Demonstracdo: a) Suponha [L: K] =m < e e a € L D K como K[o] um subespago de L
segue que [K[o] : K] <m < oo. Se [K[a] : K| = n entdo o conjunto 1, a,..., o é L.D., pois
n € o nimero maximo de elementos de L.I., e portanto existem escalares aq, ay, ..., a, ndo

nulos tais que

ap+ajo+...+a,ot =0

e isso significa que o é algébrico sobre K, pois basta considerar p(x) = ag+ajx+ ... + a,x"
b) Seja o € L D K um elemento algébrico sobre K tal que grau de irr(a, K) = n. Mas pela
Proposi¢do 3.1 todo elemento de K[a] pode ser escrito de modo tinico como combinagio
linear sobre K de 1, a,..., o~ !. Assim, I, «,..., &"~! é uma base de K[a] sobre K. Logo,
K[o : K] =n.

c¢) Segue de imediato do item (a)

Vejamos um corolério que decorre desta proposicao

Corolario 3.3 Seja o € L D K. Entdo, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
i) o é algébrico sobre K;
i) [K[o : K] < ooy

iii) K[o| é uma extensdo algébrica de K.

Demonstracio: i) = ii) Note que se o € L D K é algébrico sobre K, entdo existe p(x) € K|[x]

implica que p(a) = 0. Seja f(x) = irr(a, K), com df(x) = n pela minimalidade do grau de

f(x) e por resultado da Proposi¢do 3.4, item (b) temos que, 1, ..., &' é uma base de

K[x]e [K[o]: K] =n < oo,

ii) = iii) Suponha [K[a : K| = n < . Entdo pela Proposi¢ao3.4 item (a) temos que K[o] é

uma extensao algébrica de K.

(iif) = (i) Sendo K[o] uma extensdo algébrica sobre K, por defini¢ao a é algébrico sobre K.
n

Proposicio 3.5 Sejam M O L D K corpos tais que [M : L] e [L: K| sdo finitos entdo [M : K|
é finitoe [M: K| =[M:L|-[L:K].

Demonstracao: Suponha M sobre K finita. Temos que L € um subespago do K-espaco ve-
torial M. Logo, [L : K] é finita. Considere [3 uma base de M sobre K. Temos que 3 é finita e
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que B gera M também como L-espago vetorial. Logo, [M : L] é finita. Suponha agora [M : L]
e [L: K] finitas. Sendo [M : L] =me [L:K]|=n, a={ay,...,0,,} é base de M sobre L e
v={B1,...,Bn} é base de L sobre K. Tomemos

o= {Biaj: i=1,.,n j=1,.. m}

0 é base de M sobre K. De fato, suponha x € M, temos

X=ait+...+au0y, coma; € L

Y € base de L sobre K, temos A;; = A;iB1+ ...+ A,jB, com Ajj e Kparai=1,..., ne
j=1,..., m. Logo, x é cominag@o linear dos elementos de d com coeficientes em K. Assim,
0 gera o K-espago vetorial M.

Suponha agora, A;; € K, i=1,..., ne j=1,..., mtais que

kijBiO(fj =0
1

m n

j=1i

Temos que

(AM1B1+ -+ A1 Br) oty + oo+ AmPr + o + X Br) 0 = 0

como o é L.I sobre L, devemos ter (A1 jB1 + ... +A,jB,) =0 paratodo j=1,..., m. Como y
é L.Isobre K, devemos ter A;; = 0. Assim,

IM:K]=m-n=[M:L|[L:K]

Corolério 3.4 a) Se Q = {a € C : a algébrico sobre Q} entdo Q é subcorpo de C e é uma
extensdo algébrica infinita de Q;
b) Se Qg = {a € R : o algébrico sobre Q} entdo é um subcorpo de R e é uma extensdo

algébrica infinita de Q.

Demonstracio: a) Por definicio Q é um subconjunto de C e contém Q. Mostremos que Q.
€ um subcorpo de C. Para isso € suficiente provarmos as seguintes trés propriedades:

a, peQ.=a—-PBeQ,

iyo, Be Q.= a- BeQ,

iii)O#oce@;»ée@

Vamos demonstrar simultaneamente i), ii), e iii). De fato, seja K = Q[at] e L = K[B].

Como o € algébrico sobre Q segue pelo Coroldrio 1 que [K : Q] < eo. Agora sendo 3 algébrico
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sobre Q, B também ¢ algébrico sobre K e daf pelo mesmo Corolério segue que [L: K| < oo.

Pela Proposicao 3.5, temos que
[L:Q]=[L:K]-[K:Q],

segue que [L: Q] < oo e pela Proposi¢do 3.4 temos que L O Q é uma extensdo algébrica.

.. ) 1 .
Agora o resultado sai imediatamente o +B € L, a-B € L e P € Lse a#0. Imedi-
atamente segue que Q. é uma extensdo algébrica sobre Q. Agora se o = 2 e Ko =

Q, K; = Q[oy], ..., Ki = K;—1|oy;] temos que M = UKi é uma extensdo algébrica infinita
i=0

deQeM C Qg C Q.

b) Basta observar que Qr = QNR. De fato Qg = {0 € R : o algébrico sobre Q} temos

B<cQcNR=BecQc={pcC:péalgébrico sobre Q} e B € R implica que Pc Re B é

algébrico sobre Q, assim, B € Qg, ou seja, B € R e B é algébrico sobre Q. Como R C C,

podemos tomar B € Q¢ e daf segue B € Qc NR e também M = U K; C Qg.
i=0

n
Corolario 3.5 Seja K D Q tal que [K : Q] = m e p(x) € Q[x] um polinémio irredutivel sobre
Q tal que dp(x) = n. Se M.D.C.{m,n} = 1 entdo p(x) é um polinémio irredutivel sobre K.

Demonstracdo: Seja oo € C uma raiz de p(x). Considere agora os corpos Q C K[o] e
suponhamos que [K[a] : K| =re [K[o] : Q[a]] =s. como dp(x) =n e p(x) é irredutivel e
p(x) € Q[x] sobre Q segue que [Q[a] : Q] =n e [K|a] : K] = r = n. De fato, pela Proposicao
3.5 segue que n-s =m-r e como M.D.C.{n, m} =1 vem que n|r. Mas r < n nos diz que

n=r e assim p(x) é também irredutivel sobre K. n
Corolario 3.6 Seja L = Gal(x? —2, Q). Entdo [L: Q] =p-(p—1).

Demonstracdo: De fato, sabemos que L = Gal(x” —2, Q) = Q[o., u] onde

) 2t . 2¢;
a=V2cReu= (cos—+zsen—) eC
p p

2 ..., uP~! nos ddo todas as distintas raizes

¢ uma raiz p-ésima da unidade tal que 1, u, u
p-ésimos da unidade em C (por isso u diz-se uma raiz primitiva da unidade). Agora pela
Proposi¢do 3.5,

[L:Q]=[L:Qlof]-[Qlo] : Q]

Pelo critério de Eisenstein temos [Q[a]:Q]=p. Agora se K= Qo] temos
L=K[u] D K D Q. Ainda por Eisenstein temos que u é a raiz de x?~ ! +xP~2 4 ...+ x+1 que
¢ polindmio irredutivel de grau p — 1 sobre Q. Como [K: Q=peM.D.C{p, p—1} =1
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temos pelo Coroldrio anterior que x?~! +xP~2 + ...+ x + 1 é ainda irredutivel sobre K tendo

u como raiz. Portanto [K[u| : K] = p— 1 e isto demonstra o nosso Coroldrio pois

L=K[u e K =Qlal].

Teorema 3.2 Seja L O K D Q tal que [L: K| < e. Entdo, existe u € L tal que L = K][u].

Coroléario 3.7 Seja L D K D Q tal que [L: K] < o. Entdo, [L: K| >| AutkL | (onde | AutxL |
denota o niimero de elementos do conjunto AutgL = {f € AutL; f(A) =\, VA€ K})

Demonstracdo: Seja L O K D Q com [L: K] < . Entdo pelo Teorema 3.2 existe, u € L tal
que L = K][u].

Sendo o € AutgL e p(x) = irr(a, K) segue da Proposigdo 3.3 que ' = 6(u) é também raiz de
p(x), comu€ L. OraK[u'| CLe [K[i]:K]=I[L:K]=0dp(x)nosdiz que L = K[u] = K[/].
Como o(a) =a, V a € K, ¢ fica completamente determinado pelo valor u' = o(u). As-
sim o nimero | AutgL | é no maximo igual ao nimero de raizes u’ de p(x) que pertencem
a L. Certamente esse nimero é no méximo o grau do polindémio p(x) = irr(u, K), em que
dp(x) =[L: K] n

Demonstracdo: (Teorema 3.2) A demonstragdo serd por indugdo sobre o grau [L: K| < eo.
Se [L: K] =1 segue que L = K e o teorema ¢é vdlido trivialmente.

Suponhamos [L : K| > 1. Assim, existe o; € L, o] € K Seja Kj = K[oy]. Se K1 =L
o teorema estd demonstrado. Assim, existe oy € L, 0 € K.

Seja Ky = Kj[o] = K[o, 0]. Como [L: K] < eo conseguimos 0y, 0, ..., Oy, r > 2,
elementos de L tais que, L=K|u, 0,..., O] e o & K[oy, Op,..., 0i_1] = Kj_1,
K, =LDK, 1 =K|og, 0,..., Oy_1] D,...., D K] = K[a;] D Ko = K como [K,_| : K] < o0
temos pela hipétese de indugdo que existe a € K, = K[a] e dai segue imediatamente que
L =K, =K][a, o. Chamando o, =3 € L temos L = K[o, B]. Agora vamos supor que
existe u € L tal que L = K[u].

Sejam p(x) = irr(a, K) e g(x) = irr(B, K) tais que dp(x) = m e dq(x) = n. Pela
Proposi¢do 3.2 item iii) segue que todas as raizes de p(x) (respectivamente ¢(x)) sdo distintas
em C.

Sejam o] = @, 02, ..., O,y as raizes de p(x) em C e sejam B =B, Ba, ..., B, as raizes
de g(x) em C. Vamos definir para j # i os seguintes nimeros complexos,

o

o —
j£i, hij=—-——€cC
7 i B—B;
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1<i<
Como K é um corpo infinito entdo existe A € K tal que A & < A;j 1~ f=met
2<j<n
Agora sejau = a+ AP € L e assim K[u] C L, vamos provar que de fato L = K[u]. Para
isso vamos provar que o, 3 € K[u].
Seja F = K|u] e seja h(x) = p(u—Ax) € F|x], observe que

h(B) = p(u—AB) = p(a+Ap —AB) = p(a) =0.

Mas B também ¢é raiz de ¢(x) € K[x|] C F[x]. Portanto pelo Teorema 1.6 (x—f) é um
divisor de d(x) = M.D.C{q(x), h(x)} em C[x]. Vamos de fato provar que d(x) = (x — ),
e para isso ¢é suficiente provarmos que se d(f;) = 0 entdo j =1 ja que d(x)|g(x), e g(x) s6

possui raizes simples.

Sed(Bj) =0e j# 1 teremos h(B;) = 0, ou seja, p(u—AP;) = 0 o que nos diz que
existe i, 1 <i<mtal que o; =u—AP; = o+ AP —AP; e daf segue que A = A;; contradizendo

a nossa escolha de A. Portanto x — f = d(x).

Agora se djx = M.D.C{q(x), h(x)} em Fx], entdo temos por F C C que grau de d;x
¢ menor ou igual ao grau d(x). Portanto se dx # d(x) terfamos que 1 = M.D.C{q(x), h(x)}
em F[x] mas entdo sugeriria que d(x) = 1 o que é um absurdo. Logo d(x) =x—B =
M.D.C{q(x), h(x)} em F[x] e isto nos diz que € F. Agora, & =u— AP € F pois u €
F =Klu], B € F, A € K C F demonstrando nosso teorema. n
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A Algumas nocoes basicas de Algebra Linear

Nesta secdo relembraremos algumas no¢des béasicas de dlgebra linear, como espago

vetorial e base.

Definicao A.1 Seja K um corpo qualquer e seja V.um conjunto ndo vazio onde estd definida
uma operagdo soma. Suponhamos também que esteja definida, uma operacdo de elementos

de K por elementos de V. Assim, estdo definidas:

+: VxV — V -1 KxV —  V
e
(u,v) — u+v (A, v) — A-v
dessas operacoes é um espacgo vetorial sobre o corpo K se as seguintes proposicoes sdo

Dizemos que V munido

verificadas quaisquer que sejamu, v, w €V e h, u € K:
Du+(v+w)=u+v)+w
ii)30eVtalqueu+0=04+u=u
iii)VxeVdyeVtwlquex+y=y+x=0
wv)u+v=v+u

v) lv =vonde 1 é a unidade do corpo K

vi) Mu+v) =Au+Ave (u+ANu=pu+ Au

vii) Muv) = p(Av) = (Au)v

Exemplo A.1 Sejam K um corpo qualquer, L O K um extensdo e o, € L. E de ficil veri-
ficagdo que pode se definir operagdes sobre K [x|(respectivamente K[o]) de modo que K x|
(respectivamente K|o]) torna-se um espago vetorial sobre K. Para isso cons basta consid-

erar em K [x] e K[ol] segue analogamente. Considere as seguintes operagdes:

o K xKp — K[ . KxK}xl — K[

(f(x),8(x)) — flx)+ g(X) ’ (A f(x) — A flx)
Agora Sejam f(x), g(x),eh
g(x
)=

i) f(x) +(8(x) +h(x)) = (f(x) +
i) 30(x) € K[x] tal que 0(x) + f(x
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iii) ¥ f(x) € K[x] 3 = f(x) € K[x] tal que f(x) + (—f(x)) = —f(x) + f(x) = 0=0(x);
iv) f(x) +8(x) = g(x) + f(x);

v) 1f(x) = f(x) onde 1 é a unidade do corpo K;

vi) Mf(x) +g(x)) = Af(x) +Ag(x) e (u+A) f(x) = uf (x) +Af (x);

vii)Muf (x)) = u(Af(x)) = (Au) f(x).

Portanto K[x| com estas operagcdes é um espago vetorial sobre K.

Exemplo A.2 Finalmente L O K é uma extensdo de corpos L pode ser visto como espago ve-
+: LxL — L -1 KxL — L
e
(u,v) — u+v (Au) — A-u
jd existem de modo natural no corpo L. A verificacdo das propriedades que definem

torial sobre o corpo K. De fato, as operacoes

espaco vetorial é similar ao que foi feito no exemplo anterior.

Até o fim desta secdo K representa um corpo de V um espago vetorial sobre K.
Um subconjunto ndo vazio W e V diz-se um subespaco vetorial de V se as seguintes condi¢des
sdo satisfeitas:
aw, weW=w +w, eW;
bAEK, weW = AweW.
Observe que pelas condi¢des acima as operagdes do espaco vetorial V induzem oper-

acoes em W e o proprio W € um espaco vetorial com as operagdes induzidas.

Se vy, ...,v, € V dizemos que vq,...,v, sdo linearmente independentes se a equagao
n

vetorial Z a;v; = 0, a; € K é satisfeita apenas para os escalares oi; = 0y = ... = o, = 0.
i:l . . . . .
Caso contrério dizemos que v1, ..., v, sdo linearmente dependentes. Usamos simbolicamente

L.I para linearmente independentes e L.D para linearmente dependentes. Por exemplo,
er = (1,0,...,0), e2 =(0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) s3o L.Iem K".

Se uy, us,...,u, €'V entdo € facil verificar que

-
W= {Z(X,'ui o €Ki= 1,...,}’}
i=1

€ um subespaco vetorial de V, o qual chamaremos de subespacgo gerado por uy, ..., u,. Deno-

taremos esse espaco por,
W= <u1, ...,ur>.

Se um conjunto (ordenado) vy,...,v, € V for L.I. e tal que (vi,...,v,) =V dizemos

que vy, ...,v, ¢ uma base de V. Por exemplo, ey, ..., e, ¢ uma base de K".
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Teorema A.1 a) Todo espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base.

b) Se um espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base com n elementos entdo toda

base de V possui n elementos.

Demonstracao: Ver demonstra¢do no livro de Flavio Ulhda
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