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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados sobre os grupos alternados A,,, que sao
subgrupos de grupos de permutagoes S,,. Os grupos A,, formam uma classe importante
de grupos finitos, sendo um base para o desenvolvimento de elementos da Teoria de
Galois. Sao apresentados como estudo inicial elementos da Teoria Basica dos Grupos,

tais como grupo, homomorfismo, ciclo, érbita e permutacao pares e permutacao fmpar.

Palavras-chave: Grupo, Permutacao, Grupo Alternado.
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Capitulo 1

Introducao

O que hoje conhecemos por grupos, foi estudado até o fim do século XVIII e no inicio
do século XIX, ainda assim, somente no decorrer do século XIX é que a nocao de
grupo abstrato foi introduzida e, surgiu como um ramo da matematica “pura”, ligado
ao problema de encontrar raizes de equagoes algébricas por radicais, por E. Galois e

outros matemaéticos.

A idéia de grupo faz parte de um agrupamento de objetos matematicos que possuem
caracteristicas similares. Ou seja, a funcao desse agrupamento é organizar estes objetos
em classe de maneira que todos eles satisfacam as mesmas propriedades. A teoria dos
grupos aparece em muitas areas da matematica e tem numerosas aplicacoes em outras
ciencias. Grupos estao por tras de muitas estruturas algébricas, como corpos e espagos
vetoriais, e é uma ferramenta bastante 1til para o estudo de simetrias. Por estas razoes

e entre outras, a teoria de grupos é uma area importante da matematica moderna.

Galois foi praticamente o primeiro a usar a nocao de grupos para estudar a solu-
bilidade das equacoes. Uma equacao solivel por radicais é uma equacao para a qual é
possivel determinar suas raizes pelo processo que envolve apenas operacoes ordinarias
de aritmética, juntamente com a extracao de n-raizes. Por isso, equacoes algébricas de
grau até quatro sao soluveis por radicais. Entretanto, isso nao é valido em geral para
uma equagao algébrica de grau n > 5. Prova-se usando o conceito de grupos entre
outros que, em geral, uma equagao algébrica de quinto grau nao é solivel por radicais,

ou seja, nao ha féormulas para determinar as raizes de uma equagao arbitraria de grau
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n > 5.

O estudo de equagoes algébricas é realizado pela Teoria de Galois. Essa teoria
é a interacao entre polinomios e as estruturas algébricas de grupos e corpos. Galois
associou um grupo a cada polinomio e usou propriedades desse grupo para dar, para
qualquer polinomio, condig¢oes para que a equacao algébrica associada seja solivel por
radicais. Na realidade, Galois mostrou que uma equacao algébrica é soltivel por radicais
se, e somente se, o grupo de automorfismo associado a equacao é solivel. Talvez essa
teoria constitua em uma das mais importantes aplicagoes da teoria dos grupos e seja um
dos mais belos ramos da matematica, pois sintetiza resultados cléssicos da teoria dos
grupos e da teoria dos corpos, de modo a fornecer uma resposta completa ao problema
da solubilidade de polinomios por radicais.

O estudo de equacao algébrica soluvel por radicais estd associado com o estudo de
grupos soliveis. Esse é o principal elo entre a teoria dos grupos e essas equacoes. Por
outro lado, o estudo de grupos soluveis é feito através do grupo alternado A, que um
subgrupo de S,, de indice dois e, portanto, de ordem %'

Neste trabalho sera abordado os grupos de permutacoes S,, tendo como foco princi-
pal o grupo alternado A,,. De inicio teremos um breve relato da histéria das equagoes
algébricas soluveis por radicais, que implicou no surgimento da teoria dos grupos. Em
seguida iremos descrever sobre a teoria abstrata de grupos destacando: subgrupos,
grupos ciclicos, ordem de um elemento de um grupo, classes laterais e o teorema de
lagrange, homomorfismo de grupos, subgrupos normais e grupos quocientes, grupos de
permutacoes. conceitos estes que sao imprescindiveis para o estudo de A,. Por fim
abordaremos os conceitos de ciclos, 6rbitas e os grupos alternados que é o foco principal

deste trabalho.



Capitulo 2

Breve relato histéorico das equacoes

algébricas soluveis por radicais

Neste tépico abordaremos a histéria do problema da resolucao de equagoes algébricas,
desde os antigos egipcios, destacando a busca pelas solucoes por radicais de equacoes
algébricas de grau n. Fazendo uma pequena abordagem das principais idéias sobre o

tema e seus personagens, até alcancar o trabalho de Evariste Galois (1811-1832).

A procura por métodos para resolver problemas de determinacao de incognitas
(isto é, encontrar as solugoes algébricas de uma equagao) sempre foi de interesse geral
para todos os povos desde a antiguidade. Os primeiros registros podem ser encontrados
tanto nas tabuletas de argila da suméria quanto nos papiros egipcios, onde encontramos
problemas matematicos que lidam com a resolucao de equacoes. No Papiro Rhind, por
exemplo, documento egipcio que data aproximadamente do ano 1650 a.C. e no qual o
escriba conta que estda copiando material que provém do ano 2000 a.C., encontramos
problemas sobre distribuicao de mercadorias que conduzem a equacoes relativamente
simples, que hoje conhecemos como equacoes do 1° grau. Descobrimos também que os
antigos babilonios sabiam resolver completamente equagoes de segundo grau (veja, por

exemplo o Capitulo 3 de [1]).

A equagao quadratica comecgou a ser manuseada, apesar de percebermos as mani-
festagoes destas por estudiosos de civilizagoes bem antigas, com Al-Khwarizmi (790-850

d.C), que deu uma classificacao a tipos diferentes de equagoes quadraticas (embora,

3



4 Breve relato historico das equacoes algébricas soliiveis por radicais

somente exemplos numéricos de cada um). Os diferentes tipos de exemplos, que apre-
sentou Al-Khwarizmi, nao tiveram como solugao o valor zero, nem nimeros negativos.
Ele apresenta um método para resolver cada uma destas equacoes. Essencialmente é a
férmula quadratica familiar, ele resolve um exemplo numérico em cada caso. Basica-
mente a prova para cada exemplo foi geométrica e consistia em uma “completacao de
quadrado”.

Somente no século XII as equacoes quadraticas foram postas na forma como hoje
conhecemos, gracas a contribuigdo de Baskhara (matemético hindu) que a escrevera
em versos.

As equagoes do terceiro e quarto graus tiveram suas férmulas estabelecidas no século
XVI pela escola italiana representada por S. del Ferro (1465-1526), N. Tartaglia (1500-
1557), G. Cardano (1501-1576) e L. Ferrari (1522-1565), entre outros. Deve-se a del
Ferro a resolugao da equagao cibica (ele manteve o seu método em segredo), mais tarde
também resolvida independentemente por N. Tartaglia. Tudo isso se deu até 1545, ano
em que G. Cardano a publicou, com as devidas referéncias a del Ferro e Tartaglia, em
seu livro ”Ars Magna”, juntamente com a férmula da equacao quartica, esta tultima
estabelecida ”a seu pedido” por seu discipulo L. Ferrari.

Um tnico método para resolver as equagoes dos primeiros quatro graus foi proposto
por Leonard Euler em 1732. Ele sempre supos que qualquer equagao algébrica de grau
n poderia admitir uma redugao de seu grau para n -1, como acontece de fato com as
equagoes de segundo, terceiro e quarto graus. Entao propos, para as raizes da equagao

de grau n, a forma
= /A + VA + ..+ A,

onde o A; sado as raizes do chamado resolvente da equacao (expressao construida em
fungao das raizes da equacdo dada), embora nunca tenha feito os calculos para n = 5.

Uma vez que tinham sido encontrados os métodos de resolver as equacoes gerais de
1° grau, quadraticas, cubicas e quarticas, foi natural aparecer o problema de se resolver
a equacao geral quintica. O famoso matematico francés Joseph-Louis Lagrange (1736-

1813) em seu trabalho “Reflegoes sob a solucao de equagdes algébricas”publicado em



1770-1771, criticamente examina todas as solucoes das equacoes de segundo, terceiro e
quarto grau conhecidas até sua época e demonstrou que seu éxito sempre se baseia em
propriedades que nao cumprem equagcoes de quinto grau e graus superiores. Apesar de
seus persistentes esforcos, o problema de encontrar solugao por radicais para equagcoes
de graus maiores que quatro permaneceu sem solucao e constituia, em palavras do
mesmo Lagrange:

“ Um desafio para a mente humana .

Foi Ruffini quem primeiro desfez a conviccao dos estudiosos de algebra quando
demonstrou em 1799 a nao existéncia de um resolvente que reduzisse o grau de equagoes
de grau 5. Logo, também demonstrou indiretamente que as equagoes de quinto e
maiores graus, nao eram soluveis por radicais. Estes resultados estao contidos numa
longa meméria intitulada “Teoria generale delle equazioni”. A primeira prova convin-
cente da impossibilidade de resolucao da equacao quintica foi estabelecida, no inicio do
século XIX, pelo matematico noruegués N. H. Abel (1802-1829).

A resposta a este problema que dava fim a todo este assunto das equacoes deu-se
ao brilhante matematico francés Evariste Galois (1811-1832). A vida de E. Galois foi
curta e tragica, nascido perto de Paris em 1811, sempre foi um jovem rebelde, reprovado
nas provas da escola e que brigava constantemente com seus professores, nao conseguiu
dedicar muito tempo de sua vida a matematica ja que morreu a idade de 21 anos e
nos dois ultimos anos de sua vida viu-se em volta do torvelino da politica na época
da revolugao de 1830, sendo encarcerado por amenagar publicamente a vida do rei, o
reacionario Luis Felipe.

Depois da carcere seguiu uma briga de saias o que custou sua vida. Apesar do
curto tempo de sua vida, Galois fez descobertas bastante avancadas para seu tempo
em muitos ramos da matematica, em particular, deu a solucao ao problema que fi-
cava pendente na teoria das equagoes algébricas em um pequeno manuscrito titulado:
“Memoria sob as condigoes para resolver as equacoes por radicais”, que fora escrito em
trinta e uma paginas quase indecifraveis escritas durante a noite antes do duelo em que

foi morto. E. Galois (1811-1832), caracterizou as equagoes com grau arbitrario n, que
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sao soliveis por radicais por meio de uma propriedade de certo grupo de permutacoes
de suas raizes, atualmente denominado: O grupo de Galois. Pode-se dizer que exata-
mente al nasce a teoria dos grupos. A partir desse resultado, conclui-se que a equacao

geral de grau n > 5 nao pode ser resolvida por radicais.



Capitulo 3

Conceitos preliminares

Neste capitulo, destacaremos o conceito de grupos e de outros relacionados, que serao
imprescindiveis no nosso estudo. Abordaremos conceitos de grupos, subgrupos, grupos
ciclicos, ordem de elemento de um grupo, classes laterais e o Teorema de Lagrange, ho-
momorfismo de grupos, subgrupos normais e grupo quociente e grupo de permutacoes.
Procurando exemplificar e demonstrar os principais resultados de cada secao. Tere-
mos um olhar especial neste capitulo para os grupos de permutacoes S,, ja que é de

fundamental importancia para o foco principal do nosso trabalho o grupo alternado

A,

3.1 Definicao e Exemplos de Grupos

Nesta se¢ao vamos iniciar o estudo de grupos, destacando algumas propriedades e

exemplos, de modo a fixar as principais idéias apresentadas.

Definicao 3.1.1 Sejam G um conjunto nao vazio e x uma operacao em G. Dizemos
que G munido desta operacdao € um grupo quando as propriedades sequintes sao sat-

i1sfeitas:

(G1) A operagao € associativa, isto €,

ax(bxc)=(axb)xc, YabceQG.
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(Ga) Euxiste elemento neutro para , isto €,

dee G tal que axe=exa=a, VaedG.

(Gs) Todo elemento em G ¢é invertivel em relag¢do a operagdo x, isto €,

Vae@G, FdeqG tal que axa' =d xa=e.

O grupo G assim definido sera indicado por (G, *). As vezes, para simplificar a
notagao, o indicaremos simplesmente por G. Isto naturalmente exige que nao haja
duvida quanto a operacgao considerada sobre G.

Chama-se frequentemente a operacao * de produto. Entretanto, isto nao tem
a principio relagao com os produtos que conhecemos sobre os conjuntos numéricos
classicos. Usa-se a-b ou ab (notagao multiplicativa) ao invés de axb. Neste caso, diz-se
que o grupo G é multiplicativo. Em geral, isso sera considerado no desenvolvimento
dos resultados sobre grupos, devendo-se apenas a uma questao de praticidade, pois tais
resultados independem da notacao usada para indicar a operagao considerada em G.
Especificamente, vamos considerar exemplos de grupos com operacoes indicadas por

+, — os grupos aditivos.
Definigao 3.1.2 Um grupo (G, *) é comutativo ou abeliano quando
axb=bxa, Va,bed,
ou seja, quando a operagao em G for comutativa.
Exemplo 3.1.3 Com as operagoes usuais de adigao, temos que
(Z,+), (@Q+), R +) e (CH)
sao exemplos classicos de grupos abelianos. s

Exemplo 3.1.4 O conjunto Z, = {0, 1, 2,...,n— 1} é um grupo abeliano sob a

operacio a+b=a+b, Va,bcZ,.
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Solugao: Inicialmente, ressaltamos que, de acordo com os resultados sobre a relacao

de congruéncia modulo n, mostra-se que

a+b=a+b

define uma operacio sobre Z,. Agora, dados @,b,¢ € Z,, temos que,

b+ c

+

a+(b+c) = a

()

O elemento 0 € Z,, € tal que

ou seja, 0 é o elemento neutro da operacdao. Por fim,

E+n—a:ﬁ:6,

de modo que n — a € inverso aditivo de a. Isso mostra que (Z,,+) € um grupo, que é

abeliano, pois

Qf
+
(|

I
=)
+
>

I
>
+
IS

I
(=]
+
Qf

)

Exemplo 3.1.5 O conjunto G = M,,»,,(R) de todas as matrizes reais de ordem n x m

é um grupo abeliano sob a adi¢ao usual. De fato,

a) X+Y+2)=(X+Y)+Z, VXY ZecdG.

b) X+0=0+X, VX €G, emque

o=\ : ... : (a matriz nula).
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c) Para
a1 A1m
X = : € G,
Ap1 ... Apm
a matriz
—Qa11 ... —Aim
Y =
—Qp1 .. —Qpm

étal que X +Y =Y + X = 0. Isso mostra que G é um grupo. A comutatividade

da adicao em G é imediata. &

Exemplo 3.1.6 Consideremos o conjunto G = M, (R) de todas as matrizes reais de
ordem n. Sabe-se que o produto usual de matrizes é associativo, ou seja, dadas as
matrizes X,Y,Z € G,

X- Y- Z2)=(X-Y) - Z

Além disso, a matriz identidade de ordem n,

0 ... 0
0

In: )
00 1

é o elemento neutro do produto, pois
X-I,=1,- X=X, VXedaG.

Agora, como 0 € G (a matriz nula de ordem n) e para tal ndo existe ¥ € G, com
0-Y = 1I,, entao G = M,(R) ndo é um grupo. Alids, dado X € G, existe Y € G tal

que X -Y = I, se, e somente se, det X # 0. s

Exemplo 3.1.7 No exemplo anterior, observamos que em G = M,(R), pois a pro-

priedade da existéncia de inverso nao é satisfeita. No entanto, o conjunto
GL,(R)={X € M,(R) : det X #0} C G

é um grupo multiplicativo. De fato, pelo que foi exposto antes, é suficiente mostrar que

GL,(R) é fechado sob o produto (ja usando o fato que I,, € G). Se X,Y € GL,(R),
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entao det X # 0 e detY # 0; como o determinante do produto de duas matrizes é
o produto de seus determinantes, entao det(X -Y) = det X - detY # 0, ou seja,
XY € GL,(R). Logo, GL,(R) é fechado sob o produto e, assim, é um grupo.
Chama-se GL,(R) grupo linear de grau n sobre R. Nota-se que, para n > 1,

o grupo GL,(R) nao é abeliano. Similarmente, tem-se os grupos lineares GL,(Q) e

GL,(C). &

¢

Exemplo 3.1.8 O conjunto G = R* munido da operacao “ x” definida por axb = ¥

nao é um grupo, pois a operacao nao associativa. De fato, paraa =4, b=3e c = 2,

temos
4 2

42 =—%3=-

(4%2)*3 2*3 3
e

2

4*(2*3):4*526,

isto é, (4%2)x3 # 4% (2x3). &

Proposicao 3.1.9 Seja (G, %) um grupo. Entao, as leis do cancelamento a esquerda

e a direita sao validas em G, isto €, dados a,b,c € G,

axb=a*xc = b=c e bxa=cxa = b=c.

Demonstracao: Como existe a; € G tal que a1 xa = e = a x ay, temos

axb = axc = a;x(axb) = a;*x(a*c) (operando a esquerda com ay)
= (apxa)xb = (agxa)xc  (pois * é associativa)
= exb = exc (pois a; xa = e),
isto é, b = ¢. Da mesma forma, mostra-se que b xa = ¢ a implica em b = c. [ |

Proposicao 3.1.10 Seja (G, ) um grupo. Dados a,b € G, as equagies lineares axx =

bexxa=>btém unicas solucoes em G.

Demonstracao: Vamos mostrar a existéncia e unicidade de solucao apenas para

equacao a x x = b; o outro caso é tratado similarmente. Seja a; € G, com a; xa = e.
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Logo, o elemento zo = a; xb € G é tal que
ax(ayxb)=(a*xa;)xb=exb=0"0,

isto é, xy é uma solugao de axx = b. Suponhamos agora que 1y € G seja outra solugao.
Por isso, axxg =b e axyy = b, ou seja, axxg = a*yo. Logo, pela Proposicao (3.1.9),

temos xy = Yo, mostrando a unicidade de solucao. [ |
Proposicao 3.1.11 Seja (G, *) um grupo. Entao,
(1) Euxiste unico elemento e € G tal que

exa=axe=a, VYVacd.

(2) Para cada a € G, existe unico o' € G tal que

adxa=axad =e.

Por isso, em um grupo (G, *), o elemento neutro da operagao e o inverso de cada
elemento em G sao unicos. Chama-se o elemento neutro de “ %« 7 a identidade de G.

1 ou —a, conforme

Quanto ao inverso a’ de a, denotaremos de modo especifico por a~
a operacao em G seja multiplicativa ou aditiva, respectivamente. Por exemplo, para o
grupo (Z,+), oinversode a = 3 é —a = —3 (34 (—3) = 0 = e); e para o grupo (R*,+),

oinversodea=3¢éa'=3"1=1 (3-3'=1=e¢).

Observacao 3.1.12 No decorrer de todo texto, a identidade de um grupo G serd indica
por e. Além disso, se {G;}icn € uma familia de grupos, entdo e; indicard a identidade

do grupo G;.

Observagao 3.1.13 Em decorréncia da Proposicao (3.1.10), temos que um elemento
e € G ¢ aidentidade do grupo (G,*) quando exa = a para algum a € G. Similarmente,

para verificar que a' € G € o inverso de a € G, basta mostrar que a'xa = e ou axa’ = e.

14

Proposicao 3.1.14 Seja G um grupo abeliano e “- 7 uma operacao em G. Entado,
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(1) (a) '=a, Vaed.

(2) (a-b)"'=b"'-a!, Va,beG.

Demonstragao: (1) Dado a € G, um elemento b € G é, por definigao, o inverso de a

ou vice-versa, quando
a-b=b-a=ce.
1

Comoa-a'=a"t-a=e, entao a= (a)"".

(2) Vamos mostrar que
(a-b)-(b -a)y=0b"ab) (a-b)=e. (3.1)

Usando a propriedade associativa da operagao em G, pode-se omitir os paréntesis em

(3.1), de modo que

(@-b)-(bt-at) = a-b-btat = a-e-at

= e
e
b t-at)-(ad) = bltatab = bloeb
= e
Por conseguinte, (a-b)~' =b"1. a7t [
O resultado do item (2) da Proposigao (3.1.14) pode ser generalizado da seguinte
forma: para ai,as,...,a, € G,

(al.a2...an) :ai .a/i
De fato, por inducdo, para n = 2 (o caso n = 1 é direto), temos (a; -as)™' = a5’ -a;’.

Supondo o resultado valido para n > 2,

(ay -a2-~-an-an+1)_1 = ((a; - az---an)~an+1)_1
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3.2 Subgrupos

Consideremos agora o conceito de subgrupo de um grupo com suas propriedades. Esses

subgrupos sao subconjuntos especiais de um grupo G, no sentido da defini¢cao seguinte.

Defini¢ao 3.2.1 Sejam (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos
que H ¢é subgrupo de G se, e somente se, H munido da operagao induzida de G é

também um grupo.
Um subgrupo H de um grupo G sera sempre indicado em simbolos como sendo,

H < G.

Observacao 3.2.2 O elemento neutro de H serd indicado por ey e é o mesmo advindo
do grupo G, ou seja,

ey — €.
Dado um elemento h € H. O inverso deste, ¢ o mesmo tanto em H quanto em G.

Exemplo 3.2.3 Seja G um grupo qualquer. Para ele, de imediato se verifica a ex-
isténcia de dois subgrupos. O primeiro é seu elemento neutro {e} e o segundo é o

proprio G. Estes subgrupos sao chamados de subgrupos triviais de G. s
Exemplo 3.2.4 Com a soma usual, temos:
7Z<Q<R<C

E com a multiplicacao,
Q"< R*<C.

Esses sao exemplos classicos. &

Antes de mais exemplos, vamos estabelecer um critério para verificar quando um

subconjunto H C G é um subgrupo de G.

Proposicao 3.2.5 Sejam (G, -) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Entdo,

H ¢ subgrupo de G se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes é verdadeira:
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(1) hy-ho € H e hi*€H, Y hi,hy€H.
(2) hl'hEIEH, Vhl,hQEH.
Mais exemplos

Exemplo 3.2.6 O subconjunto

;)

é subgrupo do grupo aditivo G = M, (R). De fato, consideremos A, B € H, digamos

Assim,
A+ B - N s _ [ atr b+s o
c —a t —r c+t —(a+r)

e

—a —b

—A= ¢ € H.

—Cc +a

Por isso, H é subgrupo de G. s

Exemplo 3.2.7 O subconjunto H = {A € GL,(R); det A= 2} nao é subgrupo de

(GL, (R),-). De fato, tomando A, B € H, motiva que
det A=2 e detB=2.

Mas

det (AB) =det A-det B=2-2=4=det(AB) ¢ H.
Logo, H nao é subgrupo de (GL,(R),-). s

Exemplo 3.2.8 Considerando o grupo aditivo Zg = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, vamos

verificar quais dos subconjuntos abaixo sao subgrupos de Zs.

=

H, ={0, 1}, H, = {0, 1}.

Solugao: Para Hi, temos que 1 € Hi e 1+1=2¢ H;.
Logo, Hy nao ¢é subgrupo de Zsg.
Com Hy={0, 4},4+4 =0 € Zs.

Portanto, Hy € subgrupo de Zs. s
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3.3 Grupos Ciclicos

Nesta secao destacaremos a classe dos grupos ciclicos. Esses grupos sao essenciais para
o estudo de grupos. Como exemplos de tais grupos, destacam-se os grupos (Z,+) e
(Zn,+). Estes s@o os exemplos mais importantes; isso se deve ao fato de que qualquer
grupo ciclico é equivalente a (Z,+) ou (Z,,+) para algum n. Quando dizemos que
dois grupos sao equivalentes, queremos dizer que eles possuem as mesmas propriedades
algébricas.

Comecaremos com a seguinte:

Defini¢ao 3.3.1 Seja (G,-) um grupo. Dados a € G e n € 7, define-se a n-ésima

poténcia de a, em simbolos a”™, da sequinte forma:
e se n=020,
a’ = a t-a se n>0,
-1
(a=™)"" se n<O0.

De acordo com a definicao, dado n € N,

a"=a-a-----a (n fatores)

a"=aa s a (n fatores).

Se a operacao em G for aditiva, entao define-se miltiplo de a, n-a, ao invés de poténcia

de a. Assim,
e se n=020,

n-a=4 (n—1a+a se n>0,

(—m)(—a) se n<O0.

Da mesma forma, para n € N,

n-a=a+a+---+a (nparcelas)

n-(—a) = (—a)+ (—a) +---+ (—a) (n parcelas)
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)
Proposicao 3.3.3 Seja G um grupo. Dado a € G e n, m € Z, entao
(1) a™-a™ =a™t.
(2) (@) = a™.
Consideremos um grupo (G, -). Dado a € G, o subconjunto H dado por
H={d":neZ} (3.2)

vamos mostrar que H < G. Inicialmente temos que, H # (), pois e = a° € H. Agora,

sejam hy, hy € H, digamos hy = a™ e hy = a™, ny, ny € Z, temos que

hy-hy=a™-a™ =a™m*" € H.

Agora,

hit=(a")'=a™ c H.

Por isso, H < G. O subgrupo H em (3.2) chama-se subgrupo ciclico gerado por a.

Diz-se também que a é um gerador de H. Em simbolos,
H={(a)={a":n€eZ}

As vezes pode ocorrer que H = G.

Isso nos leva a defini¢ao:
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Definicao 3.3.4 Um grupo G € dito ciclico quando existir a € G de maneira que

G = (a).

Observacao 3.3.5 Para um grupo ciclico G = (a) hd duas possibilidades:

(a) a" = e para algum n € N. Neste caso, G tem ordem finita. Ou,

(b) a™ # e para todo n € N. Neste caso, todas as poténcias de a sao distintas e G tem

ordem infinita.

Exemplo 3.3.6 Se G = {e}, entao G = (e), ou seja, G é ciclico. &

Exemplo 3.3.7 Para cada n € N, o grupo (Z,,+) é ciclico. De fato, dado @ € Z,,

a=1+1+---+1=1+1+---+1. (a vezes)

Desse modo,

Isso mostra que Z,, C <T> , € como <T> C 4, entao <T> =7Z,. L 3
Exemplo 3.3.8 Vamos verificar se o grupo Zs x Zs é ciclico.

Solugao: Sabemos que:

Zo x 7o ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Vamos determinar os subgrupos gerados pelos elementos de Zo X Zis.

Logo

Para,
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Assim,

(o) = ((1,1)) ={(0,0), (1, 1)}

Logo, 7y X 7 nao € ciclico. Este € um exemplo cldssico de um grupo abeliano que nao

é ciclico. &
Proposicao 3.3.9 Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragao: Seja G um grupo ciclico. Digamos G = (a), e z,y € G. Logo,
r=a" e y=a"? ny,ng €7

Dessa forma,

™ = gMmTne — gnet — gn2 . g™

Logo, G é abeliano. [ |

3.4 Ordem de um elemento de um grupo

Consideremos agora o conceito de ordem de um elemento de um grupo, que serd de
grande importancia para o decorrer de nosso trabalho, uma vez que seus resultados
serao imprescindiveis para o estudo de importantes teoremas, como é o caso do teorema

de Lagrange.

Definicao 3.4.1 Sejam G um grupo e a € G. Se existe n € N tal que a™ = e, diz-se
que o elemento a tem ordem finita (ou é de ordem finita). Neste caso, o menor
inteiro positvo m tal que a™ = e chama-se ordem de a, a qual denotaremos por O(a).
Caso nao exista nenhum n € N satisfazendoa™ = e, entdo o elemento a é dito ser de

ordem infinita.
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Em um grupo G, tem-se sempre
Ola) =1 a=ce.

Exemplo 3.4.2 No grupo multiplicativo G' = {1, —1,i, —i}, O(—1) = 2, pois —1% =
1 =e. Além disso, O(i) = O(—i) = 4. ]

Proposicao 3.4.3 Seja G um grupo. Dado a € G e a # e, entdo
(1) Oa) =2 a=a".

(2) O(a) =O0(a™).

(3) Se O(a) =2, VaeG—{e}, entdo G é abeliano.

Teorema 3.4.4 Sejam G um grupo e a € G.

(1) Se a™ = e para algum n € N, entdo O(a) divide n.

(2) Se O(a) = m, entdo para qualquer k € Z, a* = a”, sendo r o resto da divisio de

k por m.

(3) O(a) =m se, e somente se, (a) tem ordem m.

O teorema a seguir é uma reciproca do teorema de Lagrange para grupos ciclicos

finitos.

Teorema 3.4.5 Seja G = (a) um grupo ciclico finito de ordem n. Entdo para cada

divisor de N de n,existe unico subgrupo H de G tal que
[H|=d

Exemplo 3.4.6 Consideremos o grupo Zg = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Sabemos que
Zs = (1) = (3) = (5) = (7). Vamos escolher a = 1. Como d = 4 divide |Zsg| = 8,

vamos determinar o subgrupo H de Zg com ordem 4. Temos,

n=8e8=4-2=m=2.
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Logo, H ¢é dado por:

Aqui, O(2) = |H| = 4. Assim,

(2) = {0, 2, 2-2, 3-2} = {0, 2, 4, 6}.

3.5 Classes laterais e o teorema de lagrange

Nesta secao trataremos do teorema de Lagrange que é o principal resultado sobre
grupos finitos. Para tanto, é necessario o estudo das classes laterais que sao classes de
equivaléncia, obtidas de relagoes de equivaléncia convenientemente construidas.

Consideremos um grupo G e H um subgrupo de G. Sobre G seja (=g (mod H) a
relacao dada para qualquer x,y € G, por

r =py Sty € H

Mostraremos que =g é de equivaléncia.
Consideremos a, b, c € G.

1

(=g € reflexiva) Como ¢ 'a = e € H, entdo a =g a(mod H), ou seja, =g ¢é reflexiva.

(=g é simétrica) Se a =g b(mod H), entdao a~'b € H. Mas,
a'be H= (a'b) '€ H=b"'ac H=b=ga(mod H),

de modo que =g (mod H) ¢ simétrica.
(=g é transitiva) Se a =g b(mod H) e b =g c¢(mod H), entdo a™'b = hy € H e

b=lc=hy € H. Como H <G,
(a™'b) (b~'c) = hiho € H = a"'c € H = a =g c¢(mod H).
Assim, =g (mod H) é transitiva e, por isso, é de equivaléncia. [ |

Proposicao 3.5.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G entao, dado x € G, sua

classe de equivaléncia ¢ dada por T sequndo a relacio =g .

z={zh:h € H}.
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Demonstragao: Dado y € z, temos
YyET S y=pgrey v € H.

Logo,

ylr=hr'=y=axh' € {sh:hec H}

isto é,z C{zh:h € H}.

Por outro lado, seja y € {xh: h € H}. Logo,
y=uzh, he H.

Assim,

rly=h=2=py=vycx.

Por isso, {zh:h € H} C Z.
Dai, z ={xh:h e H}. |

Observagao 3.5.2 A classe de equivaléncia de x € G sequndo =g chama-se classe
lateral a esquerda de H determinada por x, ou simplismente classe lateral de x a
esquerda, caso nao haja divida quanto ao subgrupo H. Além disso, vamos denotar T
por xH, ou seja,

xH={zh:he H}.
Da mesma forma prova-se que a relacao =p sobre GG dada por,
r=py<sr-yteH VYazyed,
é de equivaléncia. Além disso, a classe de equivaléncia de x € G segundo =p é
z={hx:heH}.
Assim denotaremos por H — z, ou seja,
Hx={hx:he H}.

E chamaremos classe lateral de z & direita.
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Decorrem duas coisas importantes: Primeiramente,

Jz-H=0. (3.3)

z-HNy-H=0. (3.4)

Os resultados de (3.3) e (3.4) sdo validos também para as classes laterais a direita.

Além disso:
1) Se G for abeliano, entao dado z € G,
tH={zh:he H} ={hx:he H} = Hux.
2) O préprio H é tanto uma classe lateral a esquerda quanto a dieita, pois

eH={eh:he Hy={h:he€ H} = H= He.

3) Dado x € G,
tH = H & xh = eH
&S r=pe & v leeH
& rvled & xed.
Ou seja,

tH=H&xcH.

Da mesma forma

Hr=H & xe H.

Exemplo 3.5.3 Considere o grupo aditivo Zg e o subgrupo H = {0, 3}, determinemos

as classes laterais.
Solucgao: Sendo G abeliano, seque que
r+H=H+2x, Vzed.

Como 0,3 € H, entao
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Agora,
1+H={1+0,1+3}={1,4} =4+ H.
2+ H={2+0,2+3} ={2,5} =5+ H.
Logo
H, 1+H, 2+ H.
sGo as unicas unicas classes laterais a esquerda(d direita). )

Exemplo 3.5.4 Sejam G = (Z,+) e H = 3Z = {3k : k € Z}. Como G é abeliano,
entao o conjunto Hg é igual a Hp. Sendo G infinito, vamos considerar um elemento
arbitrario n € Z e analisar as possiveis classes n + 3Z. Nao ha mais nada natural do
que fazer uso do Algoritmo da Divisao e considerar os resultados sobre classes laterais

(de equivaléncia) vistos até aqui. Por esse algoritmo, existem ¢, € Z tais que
n=3¢+r com re€{0,1,2}.

Dessa forma,

n—r=3g€ H&en=gr.

Portanto, sendo =g uma relacao de equivaléncia sobre (G, tem-se
n+3Z =r+ 37.

Mas, comor =0, r =1our =2 entao 04+ 32 =3Z, 1 +3Z = {1 +3\: X\ € Z}
e 2+4+3Z = {2+ 3\ : X\ € Z} sdo as unicas classes a esquerda (& direita) de H.

Consequentemente, Hgp = Hp = {37Z,1 + 37,2 + 3Z}. s

Proposicao 3.5.5 Os conjuntos Hg e Hp tem o mesmo nimero de elementos (mesma

cardinalidade).

Demonstracao: Basta notar que a aplicacao
Q : H E — H D

x-H — H-x 1

é uma bijecao. [ |
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Proposicao 3.5.6 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. FEntao cada classe

lateral a esquerda(a direita) tem a mesma cardinalidade de H.

O Teorema de Lagrange é a base da teoria dos grupos finitos. Mais antes desse
teorema, vamos considerar o conceito de indice de um subgrupo.
A cardinadidade do conjunto Hg (que é a mesma do conjunto Hp como vimos na

proposigao (3.5.5), chama-se indice de H em G, e denota-se por
(G: H).

Considerando H = {0, 3} e G = Zg, entao

Logo,

Nota-se que:

6=2-3= |G| =|H| -(G:H).

Teorema 3.5.7 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um sub-

grupo de G. Entao a ordem de H divide a ordem de G. FEspecicamente,
G| = [H] -(G:H).

Demonstracao: Consideremos |G| = n. Sendo G finito, entdo Hr também é finito.
Facamos entao

(G:H)=r.

Como Hpg é uma particao de GG, entao:
G=|JzH (3.5)
Considere Hg = {z1H, 23H, ..., x.H }. Reescrevendo (3.5), temos:

G= O.’EkH,

k=1
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ou seja,

G:.Z'lH U .CI?QH U ... U .l’rH.

Por isso, pela proposicao 3.5.6,

|G| = |H| +|H| + ... +|H]|

G =r-[H|.

Logo,
G| =|H| (G H).

Corolério 3.5.8 Sejam G um grupo finito e x € G. Entao, O(x) divide a ordem de
|G|. Em particular,

26l = e.
Corolario 3.5.9 Todo grupo G de ordem prima € ciclico.

Corolario 3.5.10 Todo grupo de ordem menor ou iqual a cinco € abeliano.

3.6 Homomorfismos de grupos

Neste topico destacamos as principais propriedades de homomorfismo de grupos que
serao usadas no decorrer do trabalho. Apresentamos exemplos de isomorfismos de
grupos, que sao homomorfismos bijetivos. Destacando também o nicleo e imagem de

um homomorfismo.

Defini¢ao 3.6.1 Considere os grupos (G1,%) e (Go,-). Uma funcio f: G — Gy €

dita homomorfismo quando a sequinte condicao € satisfeita:
flaxb)=f(a) - f(b), Va,beaqG.
Pelo método de indugao finita, podemos mostrar que:

flarxagx-+-xa,)=f(ar) f(az) ...  f(an), Vai, as, ..., a, € Gj.
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Exemplo 3.6.2 Sejam G e G5 dois grupos quaisquer. A funcao f : G; — G5 dada

por f(x) =ez, V € G1é um homomorfismo, chamado homomorfismo trivial. s

Exemplo 3.6.3 Seja G um grupo qualquer. A aplicagao Id G (z) =z, V2 € G é

um homomorfismo, chamado de homomorfismo identidade. &

Exemplo 3.6.4 Considere os grupos Gy = (Z,+) e Gy = (Z X Z,+) . Mostre que a

aplicacao
f: zZ — 7 X7

flz) = (x,0), Vzel

E um homomorfismo.

Solucao: Sejam x, y € Z. Entao,

flz+y)=(x+y,0) = (2,0) + (y,0) = f(z) + f(y).

Logo f € um homomorfismo. )

Exemplo 3.6.5 Considere os grupos G; = (Ry,:) e G2 = (R,+). Mostre que a

aplicagao

h: R, — R
r +— logx

é um homomorfismo.

Solucao: Consideremos x,y € R,. Assim,

h(x-y)=logx-y=1logz+logy =h(x)+ h(y)

O que mostra que h € homomorfismo. 3

Exemplo 3.6.6 Sejam G; = (Z,+) e G2 = (R,+). Verifique se fungdo g : Z — R
dada por

flz)=x+2.

E um homomorfismo.
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Solucgao: Ora, se x, y € Z, entdo
floty) =o+y+2

Por outro lado,
fa)+fy)=z+y+4

Ou seja,
f@+y)# fa)+f(y).

Logo, g nao € homomorfismo. s

Proposicao 3.6.7 Sejam G; e Gy grupos multiplicativos e f : G; — Gy um homo-
morfismo de grupos. Assim, considerando e; o elemento neutro de G1 e ey 0 de G,

vale que

(1) f(e1) = ea.

(2) fla ) =f(x)',Vaeq.

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas o item (1). Sabemos que e; = e; - e;.

Logo,
er = errep = fler) = fler-er) = fler)- fler)

= fler) = flei-er)

= fle) = €2

3.6.1 Ncleo e imagem de um homomorfismo

Consideraremos agora os conceitos de nticleo e imagem de um homomorfismo, conceitos
estes que serao imprescindiveis para o estudo do principal resultado dessa secao que é
o Teorema Fundamental dos Homomorfismos.

Seja f : G — G5 um homomorfismo de grupos. O nitcleo desse homomorfismo

denotado por N (f) ou Ker (f) é o seguinte conjunto

N(f)={z € Gy f(x) =ea}.
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Vale ressaltar que como f(e;) = eq, entdo e; € N (f). Portanto, ao menos o

elemento neutro de (G; pertence ao nicleo de f.

Definigao 3.6.8 Seja f : G — Gy um homomorfismo de grupos. A imagem desse

homomorfismo denotada por ITm (f) € o sequinte conjunto

Im (f) ={f(x) € Gy; v € G1}.

Exemplo 3.6.9 Vamos determinar o nicleo e a imagem do homomorfismo f : R, —

R definido por f(x) =logx. (conferir exemplo (3.6.5)).

Solugao: Dado z € Ry, temos
reN(flefr)=eaelgr=0cr=1
Portanto,

N(f)={z € G; f(z) = e} = {1} = {er}

Além disso, consideremos y € R de modo a verificar se existe para ele, x € R, de modo

que f (z) = y.Temos,
fx)=yelogr=y<x=10" € R,
Logo,
F0N) =y, Wyez

implicando que

n(f) = {f () €R; v € R,} =R
&
Exemplo 3.6.10 Considere os grupos G; = (R?,+) e Gy = (R, +). Verifique se a

fungao ¢ : R? — R definida por g (z,y) = x é um homomorfismo, caso seja determine

N(g) e Im(g).
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Solugao: Observe que g(0,0) = 0 = es. Agora, sejam oy = (x1,41) € ag = (x2,Yys)

pontos em R?, temos
g(ar+az) =g(x1+ 9,91 +y2) = 21+ 22 = g (v1,51) + g (v2,92) =
=g (1) + g (az)

Logo g € um homomorfismo. Determinemos agora N(g) e Im (g). Consideremos o =

(z,y) € R%. Dado
aeN(@g egla)=ea<sgxy)=02=0
Logo,
N(g)={aeR: =0} ={(0,y): y€R}
Agora, dado b € R, b € Im (g) se, e somente se, existe (x,y) € R? tal que
g(z,y)=bsax=0>
Por isso, g (b,y) = b,qualquer que seja o y € R. Desse modo,

Im(g) =R.

&

Proposicao 3.6.11 Seja f : G —> Go um homomorfismo de grupos. Entao sao

validas as sequintes:

(1) N (f) <Gy (O ntcleo é um subgrupo de Gy).
(2) Im (f) < G2 (A imagem ¢é um subgrupo de Gy).
(3) f ¢ injetora se, e seomente se, N (f) = {e1}.

Demonstragao: Vamos demonstrar o item (3). Como f () = ey, entao N(f) # 0.
Suponhamos que N(f) = {e1}, e sejam 1,75 € Gy tais que f(21) = f(x2). Logo,
flz1) = flas) = f(a1)f(z2)"' =es (operando & esquerda com f(zy))

= fla)f(zz') =eo (pois f(x2)™! = fla3))

= f(ziz3") = ey (pois f é homomorfismo)



3.6. Homomorfismos de grupos 31

Mas, f(z125"') = e implica em z12;' € N(f) = {e1}, de modo que 717, = e, ou

seja, 1 = x9. Portanto, f é injetora. Reciprocamente, dado = € G,

r e N(f) & f(x) =ex = fler).

Mas, como por hipdtese f é injetora, f(z) = f(e;) nos diz que x = e; e, assim,

N(f) ={e}. u

3.6.2 Isomorfismo de Grupos

Apresentamos agora exemplos de isomorfismos de grupos, que sao homomorfismos bi-
jetivos, destacando o principal teorema sobre os homomorfismos.

Um homomorfismo ¢ : G; — G5 bijetivo é chamado de isomorfismo. Em partic-
ular, um isomorfismo de G;. Verifica-se que se ¢ : G; — G5 é um isomorfismo, entao
o !t Gy — G também é um isomorfismo. Por isso dois grupos G; e Gy sao ditos
isomorfos. em simbolos,

G1 ~ GQ.

Quando existe um isomorfismo entre eles.

Dois grupos isomorfos sao conciderados essencialmente os mesmos, isto com relagao
as suas propriedades algébricas. Neste caso, se ¢ : G; — G5 é um isomorfismo,
entao o elemento z € G tem as mesmas propriedades do elemento ¢(z), ou seja, x é

identificado com ¢(z), em simbolos,

x> o(x).

Por exemplo, se G; = (a) e ¢ : G — G5 é um isomorfismo, entao Gy, também é

ciclico. Além disso,

Exemplo 3.6.12 Dados os grupos G; = (R4, ) e Gy = (R,+). Verifique se a

aplicagao
p: R — R
r +— logx

é um isomorfismo.
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Solugao: No exemplo (3.6.5), vimos que

plx-y)=p@)+ey), YV, yeR,.

E do exemplo (3.6.9), sabemos que

N(p) = {1},
ou seja, ¢ € injetora. Por fim, dado y € R, verifiquemos se existe v € R, tal que
o(r) =y. Ora,
plr)=yeloger =y x=10" ¢ R}.

Isso mostra que ¢ € sobrejetora e, portanto, p é um isomorfismo, ou seja,

Ri:R.

O teorema a seguir é o principal teorema sobre os homomorfismos.

Teorema 3.6.13 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos) Seja f : G; —
G5 um homomorfismo de grupo. Entao,

Gy
N(f)

Exemplo 3.6.14 Para cada n € N, mostrar que

~ Im (f).

Z

— ~ L.
nz.

Solucao: Consideremos a funcdio f :Z — Z, dada por f(m) =T, para todo m € Z.

Dados, my, my € Z,
f(my +mg) = my +mg =My + Mg = f(my) + f(me),

de modo que f € um homomorfismo. Claramente, f é sobrejetora. Determinemos agora

o niucleo de f. Para m € Z,

ol

me N(f) < f(m) =

ol

= m =

&S om = kn,
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para algum k € Z. Desse modo, N(f) =n-Z e, pelo Teorema (3.6.13),

Z|nZL =~ L,

3.7 Subgrupos normais e Grupos Quocientes

Subgrupos normais sao exemplos importantes de subgrupos. Destacaremos suas prin-
cipais propriedades de modo a estudar os grupos quocientes G/H. Pois se H é um
subgrupo normal de G, entao é possivel dotar o conjunto quociente G/H de G por H

com a estrutura de grupo, o qual chama-se grupo quociente de G por H.

Definicao 3.7.1 Consideremos o subgrupo H de um grupo G. Diz-se que H € subgrupo

normal em simbolos H > GG, quando
g-h-g'eH VYgeG eVheH

ou

gl-h-geH VgeG e YVhe H

Exemplo 3.7.2 Para qualquer grupo G, H = {e} e H = G s@o subgrupos normais
de G. )

Exemplo 3.7.3 Todo subgrupo H de um grupo abeliano é normal.
De fato, para g € G e h € H,
g-h-g'=g.-g'-h=e-h=hecH
Assim,para os grupos (Z,+) < (Q,+) < (R, +), temos: Z > Q> R. &

Teorema 3.7.4 Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao as sequintes afirmacgoes

sao equivalentes:

(1) Ho G;
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(2) gHg ' =H, VgeG;

3) g-H=H-g, VgeQq.

Teorema 3.7.5 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao a aplicagao
G/HxG/H — G/H
(xH,yH) +— zy-H.
Define-se uma operagdao sobre o conjunto G/H. Além disso, (G/H,-) é um grupo, o

qual chamado grupo quociente de G por H.

[13 2

Demonstracgao: Para verificarmos que ¢ uma operacao sobre G/H, precisamos

mostrar que o resultado independem dos representantes! das classes. Especificamente,

se v1H =x9H e yy H =y, H, com x1, 29,1, Y2 € G, entao
v1H -y H =xH -y H.
Para x1H = xoH e y1 H = y. H, temos
T1=g Ty € EEyg(:)xl_lmgzhl cH e yflyQ:hQEH.
Portanto,

yrlet ey = yrthaye (pois aylme = hy)
_ -1 . -1 -1
= hoys hiye. (pois y; = hoy, )
Como H <1 G, entdo y, 'hiys = hg € H. Assim,
yrlar ways = hohs € H
& (zy) o) € H
& iy H = 2y,

[43 b

ou seja, x1H - y1H = xoH - yo H. Por conseguinte, é uma operacao sobre G/H.

Consideremos agora xH, yH,zH € G/H. Desse modo, como a operagao em G é asso-

Tsso se faz necessirio, uma vez que uma classe lateral pode ter mais do que um representante, ou

seja, 91,92 € G, g1 # g2 com g1 H = go H.
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ciativa,
xH-(yH-zH) = zH-(y2)H
= z(yz2)H
= (zy)zH
= xyH-zH
= (zH-yH)-zH,
ou seja, “ -7 é associativa. Agora, como

xH-H=xH-eH =xeH = xH,
entdo H é o elemento neutro da operacao em G/H . Para finalizar,

eH 2 'H=xr'H=eH=H

2 'H-2H=z2'2H =eH = H.

Por isso, x7'H ¢ o inverso de zH em G/H. Concluimos que (G/H,-) é um grupo. W

Exemplo 3.7.6 Consideremos o grupo multiplicativo G = {1, —1,4, —i}. O conjunto
H = {1,—1} é um subgrupo de G. Além disso, como G é abeliano, entdo, H > G.
Por isso, G/H é um grupo. Vamos descrever os elementos de G/H. Como 1,—1 € H,
entao
\H=(-1)H=H
Agora,
iH = i1, i(~1)} = {i, —i} = (—i)H
Desse modo,
G/H ={H, {i,—i}}={H,iH}

Neste grupo, temos:

HiH =1Hih = 11H =+H

iHiH = iiH = (—1)H = H= O(iH) =2
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)

Proposicao 3.7.7 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entado,

(1) Se G for abeliano, entdo G/H também ¢é abeliano.

(2) Se G for ciclico, entdo G/H também é ciclico.

3.8 Grupo de Permutacoes

Faremos aqui um estudo mais detalhado de grupos de permutagoes de um conjunto nao-
vazio X. Nesta dire¢do, o caso de interesse principal é quando X = {1,2,3,4,....,n}.
Isso nos conduzira ao grupo simétrico de grau n, S,.

Sejam A um conjunto nao vazio e S(A) o conjunto de todas as permutagoes de A,
ou seja

S(A)={f:A— A tal que f é bijetora}

Vamos mostrar que S(A) sob a composigao de fungoes é um grupo. E claro que

S(A) # 0, pois
idAZ A — A

r = X

¢ uma bijecao.
Mostraremos primeiramente que S(A) é fechado sob “o”. Consideremos f,g €
S(A). Dali,
fiA—>Aeg: A— A

Dados x,y € A,

Ora,
(fog)(x) = (fog)ly) = flg(x) = fl9))

ou seja, f og é f injetora. Agora, dado z € A, entao como f é sobrejetora, existe

xr1 € Atal que f (x1) = z. Por outro lado, como x; € A e g é sobrejetora existe xo € A
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com g(xy) = 7. Por isso,

(f) (1) = 2= flg(22)) = 2= (fog)(x2) = 2

(A9

Dai, fog é sobrejetora e portanto € bijetora. Isso mostra que “o” é uma opercao sobre
S(A).
Sabemos que “o” é associativa, também
idg: A — A

r = X

E tal que
(foida) (x) = flida(z)) = f(z), VfES(A) eVacA

Da mesma forma,
(idao f)(x) =ida(f (z)) = f(x), VfeS(A) eVaxecA

Portanto, id, é o neutro da operacao.
Sabe-se que uma funcao é bijetora se, e somente se, admite inversa. Como cada

f € S(A)é uma bijecao, tem-se que existe f~1 € S (A) tal que
foft=f"of=1idy

Portanto, (S (A),o) é um grupo, o qual chama-se grupo de permutagoes de A. B
Em geral S (A) é ndo abeliano.
Em particular quando A for finito, digamos A = {1,2,3,...,n},entdo denota-se
S{A} por S,,.
Pela andlise combinatéria, mostra-se que S, tem n! elementos.

Em geral, uma permutacao o € S,, é indicada por

1 2 3 ... n
o =
a; az asg ... Qp
Em que a (1) = a1, a(2) = ag, ..., (n) = ay,

A notacao é mais pratica quando os calculos sao de o f =a - € 5,,.

Nota-se que .5, é abeliano se, e somente se, n =1 ou n = 2.
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Exemplo 3.8.1 Vamos determinar S3. Neste caso, A = {1,2,3}. Assim, os elementos

de S3, sao:

Logo,

S3 - {0617 Qo, (3, 0y, (s, 056}

Consideremos algumas decomposicoes

1 2 3 1 3 1

1 3 2 2 1

1 2 3 1
Qg - Oy =

2 1 3 1

Observe que aw - a3 # Qg - (g

1 2 3 1
Qg - Oy =
3 21 2

E assim por diante. &
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Capitulo 4

Os Grupos Alternados

Para mencionar os conceitos inerentes a estruturas algébricas mais especificas pre-
cisamos nos reter aos conceitos preliminares vistos até agora, ja que varios de seus
resultados podem ser ampliados a fim de ajudar no estudo o da teoria dos Grupos
Alternados. Na secao anterior, destacamos a importancia dos grupos de permutacoes e
que em particular, quando um grupo G for finito, entao G é identificado como subgrupo
de S,,. Neste Capitulo, vamos considerar mais uma vez os grupos 5, mas focalizando

um tipo especial de subgrupos, os grupos das permutacoes pares ou grupos alternados.

4.1 Ciclos e orbitas

Consideramos aqui os conceitos de ciclos, orbitas e de transposicao, destacando os
principais teoremas relacionados.
Entre as permutacoes dos grupos S,,, destacam-se de modo especial, as denominadas

ciclos, definidas como segue.

Definicao 4.1.1 Uma permutacao o € S,, chama-se ciclo de comprimento r ou

r-ciclo quando existem aq,ao, ..., a, € I, tais que

a(ar) = ag,a(az) = as,...,a(a,—1) = ar,a(a,) = a;

a(i)=1i, Viel,—{a,as,..,a.}
Em particular, um 2-ciclo chama-se transposi¢cao.

39
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Em geral, denota-se um r-ciclo a por
a = (aray...a,)

Qualquer elemento a; pode ser considerado como ponto inicial do r-ciclo; por isso,

existem r maneiras para representar o = (ajas...a,), ou seja,
a = (aray...a,) = (azas...aya1) = ... = (a,a109...0,_1) .

Exemplo 4.1.2 Em S,,, o tnico 1-ciclo(o ciclo trivial) é a identidade o = e, a qual

representa-se por o = (1) ou por a = (a) com a € I,,. )
Exemplo 4.1.3 No grupo S5, a permutacgao
1 23 45
=
32 41 4
étal que a (1) =3, a(3) =5, a(b) =4, a(4) =1 e a(2) = 2. Porisso, a = (1354);

ou seja, o é um 4-ciclo. Nota-se que

o = (4135) = (5413) = (3541)

Exemplo 4.1.4 A permutagao
1 2 3 45
a = € S5
254 31
nao é um r-ciclo qualquer que seja r. Isto porque a é o produto de dois ciclos pu; = (125)

e s = (34). Vale ressaltar que o produto de dois ciclos nao é necessariamente um

ciclo. &

Definigao 4.1.5 Se o € S, e i € I,,, diz-se que o move i quando « (i) # i; e diz-se

que o fixa i quando o (i) = 1.

Nota-se que na representagao o = (ajas...a,), se omitem os inteiros i € I,, que sao

fixados por a.
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Exemplo 4.1.6 Em Ss, a permutagao o = (125) move os inteiros i = 1, i =2 e i = 5;

efixat=3ei=4. &
Proposicao 4.1.7 Um r-ciclo em S,, tem ordem r.

Demonstragao: Seja o = (aiay...a,) um r-ciclo; vamos mostrar que o” = e e o # e
e para 0 < k < r. Notemos que como « (a;) = as e a(az) = asz, entao o (a1) = as,

o (ay) = ay, e assim por diante. Por isso,
o? (a) = as,a” (ay) = ay,...,a" ' (ay) = a,.
Sendo « (a,) = a1, entdo
o Hay) = a, = a" (a1) = ala,) = ay,
ou seja, o (a;) = ay; para o inteiro as,
ay = a(a) = o (az) = " (ay) = a(a” (a1)) = a(a;) = ay,

de maneira que o (az) = ap. Da mesma forma, prova-se que o' (a;) = a; para
i =3,...,7. Além disso, como " fixa os outro elementos de I, — {ay,as, ..., a,}, pois
assim o faz a,segue que o é a identidade. Por outro lado, nenhuma das permutacoes

2 r—

a,a?, ... o’ ! ¢ igual a identidade, pois todas elas movem o elemento a;. Portanto, a

ordem de o é r. [ ]

Exemplo 4.1.8 O 4-ciclo o = (1235) € Sg tem ordem quatro; o 5-ciclo g = (13478) €

Sg tem ordem cinco. &
Proposigao 4.1.9 Se = (a1as...a,) € S, é um r-ciclo, entio p=' = (a,a,_1...asa,).

Defini¢ao 4.1.10 Defini¢cdao 4.1.11 Dois ciclos o, 8 € S, digamos o = (ayas...a,.)
e B = (bybs...by,), sao ditos ciclos disjuntos quando nenhum elemento de I,, = {1,2,...,n}

¢ mouvido por ambos. Equivalentemente, quando

{CLl,CLQ, ...,CLT} N {bl, bg, ,bk} = @
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Uma familia de ciclos aq, ag, ..., a4 é disjunta quando a; e o sao disjuntos, para

quaisquer %, j € I, com i # j.

Exemplo 4.1.12 Em S5, os ciclos a = (13) e § = (245) sao disjuntos, pois {1,3} N
{245} = 0; Ja os ciclos v = (1245) e u = (1367) ndo sao disjuntos, pois ambos movem

o elemento i =1, isto é, 1 € {1,2,4,5} N {1,3,6,7}. s
Proposicao 4.1.13 Se a, B € S, sao ciclos disjuntos, entao aff = Pa.

Demonstracdo: E suficiente mostrar que (3) (i) = (8a) (i) para todo i € I,,.

Se i € I, é fixado por o e 3, entdao (af) (i) = a(6(i)) = a (i) = i; da mesma
forma, (Ba) (i) =  (a (7)) = S (i) = i. Portanto, para este caso, tem-se que (af3) (i) =
(Ba) (7). Agora, se o« move o elemento 7, digamos « (1) = j # i, entado [ (i) = i, pois «

e [ sao disjuntos. Desse modo,

(@B) (i) = (B (1) = a(i) =

(Be) (i) = B (a (i) = B(j) = J,

pois a move o elemento j, pois se a (j) = j, entdo «a (i) = a(j) com i # j, o que
contradiz o fato de « ser injetora. Portanto, (af) (i) = (fa) (i) da mesma forma

mostra-se esta igualdade quando o elemento i é movido por 5. Por conseguinte, a8 =

Ba. [ |

Definicao 4.1.14 Consideremos o € S,,, e sobre o conjunto I,,, vamos definir ~, dada

para quaisquer i,j € I, por
i~je 3keZ tal que j = a (i).

A relacao ~, é de equivaléncia, e as classes de equivaléncia determinadas por ela

chama-se as a-o6rbitas. Assim, se i € [,,, a a-6rbita que contém i é o conjunto

orb (i) = {a* (i) : k € Z}.
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Exemplo 4.1.15 Seja a € Sg dada por
1 23 456
o =
2456 31
Temos que a (1) =2, @ (2) =4, a(4) =6 e a(6) = 1. Desse modo,
a?(1)=4ea*(1)=6

Portanto, a érbita de ¢ = 1 é orb(1) = {1,2,4,6}. Da mesma forma, obtém-se as
érbitas orb (3) = {3,5}. Estas s@o as unicas érbitas de «, pois orb(1) = orb(2) =
orb(4) = orb (6); orb(3) = orb(5), uma vez que as classes de equivaléncia constituem

uma particao de Ig. &
Pelo que foi descrito até agora, se = (ajas...a,) é um r-ciclo, entao
a(ay) = as, o®(a1) = as, ..., " ' (a1) = a,.
Por isso, a érbita do elemento ¢ = a; é o conjunto
orb(ay) = {a,as, ..., a.}

Assim, o r-ciclo p = (ajas...a,) pode ser escrito como

1= (ara(ar) o® (ar) ...’ " (a1)) .

4.2 Fatoracao em ciclos disjuntos

O resultado principal desta segao serd apresentado no teorema (4.2.1), o qual afirma
que toda permutagao « € S,, — {e} pode ser escrita como produto de ciclos disjuntos

aos pares.

Teorema 4.2.1 Toda permuta¢io o € S,, — {e} pode ser escrita como um produto de
ciclos disjuntos aos pares. Além disso, esta fatoracdo € unica, a menos da ordem dos

fatores.
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Demonstragao: Se a € S, for um ciclo, entao o resultado segue de imediato. Caso
contrario, consideremos i, s, ..., 8 as distintas a-Orbitas nao-triviais de «, ou seja,
as érbitas com mais de um elemento. Temos entdo que a (f;) = f; qualquer que seja
1 =1,...,k. Para cada i — 1, ..., n, definamos
a(j) se je€p,
J se j ¢ B

Claramente, u; é um ciclo, pois se j ¢ 3;, entdao p(j) = j e portanto, a u;-6rbita de

i (j) =

J € unitéria, isto é, igual a {j}. Temos também que [3; é uma 6bita de p;, pois u; e «
coicidem em f;; e como a (8;) = w; (5;) = i, &™ coincide com y; , para todo m € Z.

Além de puq, pa, ..., g serem ciclos disjuntos aos pares, vé-se claramente que

Q= f1fb2.. M-

Mostraremos agora a unicidade da fatoragao. Suponhamos que

a = [15...0.

Sendo f3; s ciclos nao-triviais disjuntos aos pares. Para cada¢ =1, ...,[, chamemos de C;
a Orbita de ;. Desse modo, C1, (s, ..., C; sao as érbitas de o = (1 ...3;. Isto significa
que | = k e, reordenando se necessario, temos C, = (81,Cy = fBs,...,C, = Br. Logo,

pi = B para i = 1,...k, pois pi; () = o (j) = B (j) para todo j € f. _

Corolario 4.2.2 Toda permutacao o € S, pode ser escrita como produto de trans-

posicoes.

Demonstracao:De acordo co o teorema anterior, é suficiente mostrar que todo ciclo
em S, é um produto de transposi¢oes. Considerando, pois, o r-ciclo p = (ajas...a,),
veé-se facilmente que

w=(ara,) (a1a,_1) ... (a1az) .

B 1 23456
Exemplo 4.2.3 A permutacao § = € S podemos expressar

341 26 5
como o produto de ciclos disjuntos. Iniciando com o elemento 7 = 1,
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Isso nos dé a 6rbita 1 = {1,3} e o ciclo associado p; = (13). Considerando um

elemento i € Is que nao aparece em [, digamos i = 2, entao

de modo que 5y = {2,4} é uma 6rbita de 8 e uy = (24) é outro ciclo de f. Tomemos

agora i = 5, que nao aparece nos dois primeiros ciclos, isto é, 5 ¢ 5, U 55, temos

ou seja, B3 = {5,6} e pg = (56) é também um ciclo de 8. Como nao hé mais elementos

em S7 a ser considerado, pois

prU B U B3 = Sg.

Concluimos que 1, o € p3 sao os unicos ciclos de 8. Portanto,

B = ppaps = (13) (24) (56) .

s
Exemplo 4.2.4 Notemos que a permutagao o € S5 dada por
1 2 3 45
o= ,
5 3 4 2 1
é tal que a = (15) (234). Portanto, como produto de transposigoes,
a = (15)(24) (23).
)

Teorema 4.2.5 Sejam puiy, pio, ..., i, € Sy, ciclos disjuntos de comprimentosry, o, ..., Tk,

respectivamente. Entdo a ordem da permuta¢ao o = puypia...px, € igual a mme{rire...ri}.

Demonstragao: Como iy, s, ..., it sdo ciclos disjuntos, entao pela proposicao 5.1.13,

pifl; = iy quaisquer que sejam ¢, € {1,2,...,k}. Por isso,

o = (Wipio.fin)” = pipt5- iy, VS € L
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Assim, sendo m = mmc{rirqe...ry}, entao para cada i € {1,2, ...k}, existe \; € Z tal

que m = \;r;. Portanto,
m AiTs A%y
pit =t = ()" = e,

pois a ordem de y; é r;. Logo
a™ = (uafige i)™ = i 'y = e

Por outro lado, se o = e , entao

o' =e= (M1M2-~-Mk>t =e= ,utl,ué.../f,; =e.

Mas, como p; s sao disjuntos,
t

phph .y =e=put=e, Vie{l,2,.,k}.

Portanto a ordem de p; divide ¢, ou seja, r; divide t. Agora, sendo m = mme {riry...11},
entao m divide ¢, de modo que m < t. Portanto, a ordem de a = pypio... 1 € igual a

m = mme {riray..15} [ ]

Exemplo 4.2.6 Vamos determinar a ordem da permutacao
(1 2345678
! 3587146 2)

~ = (13825) (476)

Como

em que p; = (13825) e pg = (476) ciclos disjuntos de comprimentos 5 e 3, respectiva-

mente, temos pelo teorema anterior, que a ordem de v é mmec{3,5} = 15. s

4.3 Permutacoes pares e impares

Essa secao ¢ dedicada ao estudo do principal foco do nosso trabalho, o estudo do grupo

alternado A,,. Consideramos teoremas importantes sobre A,,.

Definicao 4.3.1 Uma permutacao o € S,, € par se a pode ser escrita como um produto
de um numero par de transposicoes; e a € impar quando « pode ser escrita como um

produto de um niumero impar de transposigoes.
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Exemplo 4.3.2 A permutacao identidade e € S, é par, pois e = (12) (12). Observar-
se que quando n = 1, entao nao se pode fatorar e desta forma; neste caso, define-se

e € S; como sendo uma permutacao par. &

Exemplo 4.3.3 Em Sg, a permutacao o = (1456) (215) pode ser escrita da seguinte
forma:

a = (16) (15) (14) (25) (21),

ou seja, a tem uma fatoracao com cinco transposicoes, de maneira que « é impar. &

Exemplo 4.3.4 Consideremos

123456 738
8 26 3 7451

Notemos que B admite os ciclos py = (18), ps = (364) e pug = (57) em sua fatoragao.

Assim,
B = mpzps = (18) (364) (57) = (18) (34) (36) (57) .

isto €, B tem uma fatoragao com quatro transposi¢oes. Por isso, 8 € par. s

Proposicao 4.3.5 Um r-ciclo em S,, € uma permutacao par se, e somente se, r €

impar.

Denotaremos por A, o conjunto de todas as permutacoes pares de S,,. Se a, € S,
entao é imediato verificar que a8 também esta em S,,. Desde que A,, é um subconjunto
finito e fechado de S,,, tem-se que A,, é um subgrupo de S,. O grupo A, chama-se
grupo alternado de grau n ou grupo de permutagoes pares.

Determinaremos a ordem de A,. B claro que se n = 1, entao a ordem de A, é 1,
pois e € S7 é uma permutacao par, por conven¢ao. Por isso, vamos supor que n > 2.
Denotando o conjunto das permutacoes impares por B,,, consideremos a transposicao

a = (12) e aplicagao
fo: Ay — B,

6 = apf.
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Imicialmente, notemos que f, estd bem definida, pois a é uma transposicao, de

maneira que off € B,,. Agora, se (1,52 € A, com fo (1) = fa (52), entdo

fo (B1) = fa (B2) = afy = afy = B = B,

pois .S, é um grupo. Logo, f, € injetora.
Por outro lado, dado 6 € B,, segue que afl é uma permutacao par. Além disso,
como a? = 2, entao

fo(af) = a(ad) = a0 =0,

ou seja, f, € sobrejetora e, assim, f, é bijetora. Desse modo, existe uma bijecao entre

A, e B,, tem a mesma cardinalidade. Além disso, como
S,=A,UB, e A,NB, =10,
entao
n!
|Sn| = |An| + |Bn| :2|An| = |An| = E
Logo a ordem de A, é %'

Proposicao 4.3.6 Para n > 2, S, cotém %' permutacoes pares e %' permutacos

impares.
Agora pelo Teorema de Lagrange,
|Sn] = 1An] - (Sn s An) = (Sn: Ap) = 2.
Por isso concluimos que A,, é um subgrupo normal de S,,.

Teorema 4.3.7 Para n > 2, o grupo alternado A, €é um subgrupo normal de S, de

!
ordem %

Para n > 3, o grupo A,, é nao-abeliano. De fato, se a1, as, a3, as € I,, sdo distintos,

entao

(a1az2a3) (a1a0a4) = (a1a3) (agay) € Ap,
(a1az2a4) (ar1asa3) = (a1a4) (azas) € A,.

Logo, (ajazas) (arasay) # (a1asayq) (a1aszas).
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Teorema 4.3.8 Se n > 3, entdo A, contém todos os 3-ciclos. Além disso, todo ele-

mento em A, € um produto de 3-ciclos.
Demonstracao: Se u = (ajaza3) ¢ um 3-ciclo, entao

= (arasa3) = (a1a3) (ara2) € A,.

Para outra parte, é suficiente mostrar que o produto de quaisquer duas transposigoes
¢ um produto de 3-ciclos; isso porque um elemento de A,, é um produto de um ntmero
par de transposicoes. Sejam p; = (ajas) e s = (azay) transposigoes de S,. Se py e pio
sao disjuntas(este caso exclui n = 3), entao

ppz = (a1az) (asas) = (araz) (1) (asaq) .

Mas, como e = (1) = (aga3) (azas3), tem-se que

pipe = (a1az) (agas) (azaz) (azas) = (azazar) (azasaz) .

Caso contrério (este exclui n = 3), consideremos p; = (ajaz) e uz = (agaz); logo

pipe = (a1az2) (azaz) = (ar1aza3) .
Concluimos que toda permutagao de A, pode ser escrita como produto de 3-ciclos.

Exemplo 4.3.9 Vamos escrever a permutagao

1 23 45 6 7 8
B: 6587
4 1 8 27 3 6 5

como produto de 3-ciclos. Primeiramente, notamos que
a = (142) (38576) .

Pela (4.3.5), p1 = (142) (38576) sdo permutagoes pares, pois py € um 3-ciclo e ps
¢ um 5-ciclo; por isso, o = ppe € A,. Agora, puy = (38576) = (63) (37) (53) (38).
Assim,
pe = (63) (37) (53) (38) = (637) (538).
Portanto,

a = pips = (142) (637) (538) .
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Definicao 4.3.10 A fatoracao completa de uma permutacao o € S, € a fatoragao de

a em ciclos disjuntos que contém exatamente um 1-ciclo(i) para cada i fizado por .

Exemplo 4.3.11 Se o = (124) € S5, entao sua fatoragao completa é a = (124) (3) (5).
Ja (34) (1) nado é a fatoragao completa de 5 = (34) € S5, pois além de i = 1, § fixa os

elementos i = 2 e i = 5. Por isso, a fatoracao completa de 5 é 5= (34) (1) (2) (5). &

Definigao 4.3.12 Duas permutacoes « e B € S, tem a mesma estrutura de ciclos se
suas fatoragoes completas em ciclos disjuntos tem o mesmo numero de r-ciclo para

cada T.

Exemplo 4.3.13 Em Sy, as permutacoes
a = (1253) e = (2679)
tem a mesma estrutura de ciclos, uma vez que ambas sao 4-ciclos. [ 3

A demonstracao do teorema a seguir nao sera feita aqui; contudo, ela é apresen-
tada com detalhes na referéncia ([3]). Sua demonstracao consiste em mostrar que
dados a,0 € S, se (ajasy...a,) é um ciclo que aparece na fatoragao de 6 € S, entao
(a(a1) a(az) ...a(a,)) é um ciclo que aparece na fatoragao de afla™'; desse modo,

afa~t e f tem sempre a mesma estrutura de ciclo.

Teorema 4.3.14 Se «,0 € S, entdo afa™' é a permutacdo obtida aplicando o aos

elementos dos ciclos que aparecem na fatoracdo de 0.
Exemplo 4.3.15 Dadas as permutacoes em Sg
1 23 456 1 23456
2356 14 1 235 6 4
Vamos determinar oo~ usando o teorema anterior e pelo método tradicional.

Como 0 = (456), entdo

abat = (a(4)a(5)a(6)) = (614) = (146).
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o1

Agora, pelo método tradicional,

1 2
aba~! =
2 3
2
2

w w ot W
S = O

(146).

W

e~

5 6
6 4

1 2 3 456
51 2 6 3 4
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Capitulo 5

Conclusao

Apresentamos neste trabalho os grupos de permutacoes S,,, focalizando um tipo especial
de subgrupos — os grupos das permutacoes pares ou grupos alternados. Para isso se
fez necessario apresentarmos alguns dos principais resultados da Teoria dos Grupos.

Dessa forma tivemos conclusoes relevantes referentes a teoria dos grupos.
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