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Resumo

Este trabalho apresenta uma generaliza¢do detalhada do Teorema da Funcdo Implicita
em Espacos de Banach e algumas aplicagdes, por exemplo, o Teorema da Fungédo In-
versa. Inicialmente apresentamos alguns conceitos e teoremas, entre eles a Desigual-
dade do Valor Médio em Espacos de Banach e o Teorema do Ponto Fixo. Em seguida,
enunciamos o Teorema da Fungdo Inversa o qual é necessdrio para o entendimento do
Teorema da Fungdo Implicita e finalizamos com uma aplicagdo envolvendo sistema de
equacgoes.

Palavras Chave: Espacos de Banach; Teorema da Funcdo Implicita; Teorema da Fungao
Inversa.



Abstract

This paper presents a detailed generalization of the Implicit Function Theorem in Ba-
nach spaces and some applications, for example, the Inverse Function Theorem. First
we present some concepts and theorems, including the Mean Value Inequality in Ba-
nach Spaces and Fixed Point Theorem.Then we state the Inverse Function Theorem
which is necessary for the understanding of the Implicit Function Theorem and final-

ized with an application involving the system of equations.

Key words: Banach spaces; Implicit Function Theorem, Inverse Function Theorem.
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Introducao

A ideia do Teorema da Fung¢do Implicita surgiu nos escritos de Isaac Newtom
(1642-1727) e no trabalho de Gottfried Leibiniz (1646-1716) citando uma extensdo da
diferenciacdo implicita. Mas foi Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) que, com rigor
matemadtico, aproximou-se do teorema. Primeiramente o teorema foi formulado para
fungdes de duas varidveis reais e uma das hipéteses era que a matriz Jacobiana deveria
ser ndo nula. Logo depois Ulisse Dini (1845-1918) generalizou a versdo do Teorema da
Funcdo Implicita para um nimero qualquer de varidveis reais. E ao longo do tempo,
varios matematicos compreenderam o teorema e com as técnicas modernas permitiram
a riqueza de generaliza¢des e uma delas é a formula¢do do teorema nos Espagos de
Banach.

O presente trabalho tem por objetivo enunciar e demonstrar o Teorema da Fungdo
Implicita em Espagos de Banach que envolve fun¢des definidas em um aberto A C
X xY eassumindo valores em Z, onde X, Y e Z sdo espagos de Banach. Considerando

certas hip6teses sobre f e supondo
f(@o,90) =0, com (zo,40) € A,
o teorema garante a existéncia de uma tnica aplicagdo
y=ylz):UCX—=>VCY
sobre vizinhangas U de xy e V' de y,, que é solugdo da equagdo

f(z,y(z)) =0.

Assim, dizemos que f(z,y(x)) = 0 define implicitamente y como uma funcao de =.
No primeiro capitulo apresentamos os conceitos e resultados fundamentais a
respeito da diferenciabilidade em Espagos de Banach, que servirdo como ferramentas
para o estudo do Teorema.
No Capitulo 2 apresentamos o Teorema da Fun¢do Implicita em Espacgos de Ba-

nach e em seguida faremos a demonstracdo de forma detalhada. O leitor vera que
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foram usados alguns resultados importantes, como a Desigualdade do Valor Médio e
o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

O Capitulo 3 é dedicado a algumas aplicagdes do Teorema da Fung¢do Implicita,
a saber, o Teorema da Fungédo Inversa e ainda um exemplo de aplicacdo envolvendo
sistemas de equacdes.



1 Resultados Preliminares

Neste capitulo, introduziremos algumas defini¢des que serdo necessdrias para
alcancar o objetivo central do trabalho que é a demonstracdo do Teorema da Fungao

Implicita em espagos de Banach.

1.1 Espacos Vetoriais Normados

Definic¢ao 1.1.1. Seja X um espaco vetorial sobre K, onde K é um corpo. Uma norma

em X é uma fungdo ||.|| : X — K que satisfaz as seguintes propriedades:
i) [Jz]] = 0;
ii) |[z|]| =02 =0;
iii) [|az|| = |af[|z]];
i) |z +yl| < [J]] + [yl
para quaisquer z,y € X ea € K.

Observagdo: Um espaco vetorial normado X é um espago vetorial com a norma definida

acima.
Exemplo 1.1.1. A fungdo valor absoluto, |- | : R — [0, +00), é uma norma em R. Com
efeito,

i) |z| = Va2 > 0;

ii) [z| =0 < 2 =0;

iii) se a, # € R, entdo |az| = \/(ax)? = Va2a? = Va? - Va2 = |a]|z];

iv) vale a desigualdade triangular |z + y| < |x| + |y|.
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Exemplo 1.1.2. Se A é um espaco vetorial, o conjunto
B(A,K)={f:A— K; f écontinua e limitada }

é um espago vetorial normado onde consideramos a norma || f|| = sup | f(z)].
€A
De fato, observe que se f é limitada, entdo possui supremo finito.

Mostremos que valem as propriedades de norma.
) 1f(z)]>0,Yz € A=||f|| > 0.

ii) Observe que
1l =sup|f(@)] =0 & [f(z)] =0, vz e A f=0.
iii) Seja o € K. Se a = 0, entdo a igualdade é imediata. Seja o # 0. Observe que,
laf(@)] = lallf @)] < lafsup|f(z)] = |l f]].
Assim |af|| f|| € uma cota superior do conjunto {|af(x)| : € A}. Entao,
sup|af(o)] <all|fI|.

Ou seja,
ef[| = sup |af (z)| < |el|[f]]-
z€A

Como a # 0, segue que
[f@) = lella”If(@)] = o~ allf (2)] = [ [lof ()] < la"[laf]].
Tomando o supremo, temos que
1AL < la " llaf || < ladl£]] < Tlaf]l.

Portanto,

[ ILAIT = Hla 1]

iv) Sejam f,g € B(A, K), entdo para todo x € A
F(@) + 9@ < @) +lg(x)| < sup|f(2)] +sup lg(x)] = [IF]] + llgll

Logo,
1+ gll < A1+ Tlgll
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Definicdo 1.1.2. Um espago vetorial normado é um par (X, || - ||), onde X é um espaco
vetorial e || - || € uma norma em X. Por simplicidade, quando a norma estiver clara,
denotaremos apenas por X.

Defini¢ao 1.1.3. Uma sequécia (z,,) em um espago vetorial normado X é dita de Cauchy,
se dado € > 0 existe ny = ng(e) € N tal que

|| Zm — znl| < €,Ym,n > no.

Definicdo 1.1.4. Sejam X um espago vetorial normado e (z,) C X uma sequéncia.

Dizemos que (z,,) converge para x € X se, dado € > 0, existe ny, € N tal que
||Zm — || <€, ¥Yn > ny.

Neste Ccaso, escrevemaos HliHIn Ty =X.
h||—0

Definic¢do 1.1.5. Um espaco vetorial normado X é dito completo se toda sequéncia de

Cauchy em X converge para um elemento deste espaco.
Definic¢do 1.1.6. Um espaco de Banach é um espaco vetorial normado completo.

Exemplo 1.1.3. (R, |-|) é um espago de Banach, além de ser uma norma, toda sequéncia
de Cauchy em R é convergente. (Ver [7], pag. 127).

Exemplo 1.1.4. O espago R" com a norma euclidiana
2] = (a? + 23 +..22)"?, @ = (a1,22,..., 7,) ER”

é um espaco de Banach, pois toda sequéncia de Cauchy é convergente (Ver [5], pag.33).

Definigao 1.1.7. Sejam X e Y espacos normados sobre um corpo K. Uma aplicagdo
T : X — Y é chamada de trans formaolinear se:

a) T(z+y)=T(x)+T(y);
b) T(az) = aT(z),
para quaisquer z,y € X ea € K.

Representamos £(X,Y') o espago vetorial das transformacgdes lineares 7' : X —
Y.

Defini¢ao 1.1.8. Dizemos que uma transformacdo linear 7" : X — Y é limitada se

existe uma constante & tal que

IT()lly < Klfz]lx, Vo e X.
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Lema 1.1.1. Uma transformacédo linear 7' : X — Y é limitada se e, somente se, é

continua.

Demonstragido. Suponha que 7' é uma transformacdo linear limitada e seja zp € X fix-

ado, entdo existe uma constante positiva £ tal que
|T(x — zo)|ly < Ellx — xol|lx, Vo € X.
Devemos mostrar que dado um € > 0 existe um 4 > 0 tal que, se
||z — xo|| < d entdo ||T(z) — T (xo)|| < e.
Tomando § = %, temos que se ||z — x¢|| < J entdo,

|| T(x) — T(xo)|| < kllx —xo|]| <k-d=c¢.

Reciprocamente, suponha que T é continua e fixe um ponto z, € X. Logo, dado um
e > ( existe um ¢ > 0 tal que, se

|z — 20|| <  entdio ||T(x) — T(x0)|| < .

Sey € X, considere x = xg + — H T -y. Entéo,
R (1.1)
[lyll
Aplicando a norma na equagéo (1.1) segue que
J
o = zall = | o = 55| it =5
’ lyll [lyll
Como T é linear temos
J J
1T () = T(zo)l| = [IT(z = 2o)ll = | T(— - y)|| = - T W],
Iyl 1yl
o que implica,
d
T IT@I < e
1yl
pois
|1T(z) = T(zo)|| < e
Assim

1T W) < <1yl
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Tome % = k, segue que

T W) < Ellyl]-
Portanto, 7" é limitada. O

Exemplo 1.1.5. Considere o espaco vetorial
B(X,Y)={T:X —Y : Télinear e continua} .
Pelolema1.1.1,se T' € B(X,Y) entdo T é limitada, logo, a aplicagdo
[+ BX,Y) = [0, 00)

dada por
IT]] = inf{k € K:[[T(2)[ly <kllz][x, Yz e X}

estd bem definida. Podemos mostrar que ||.|| define uma norma no espago B(X,Y).
De fato,

i) Sejam 7" € B(X,Y) linear, limitada e £ > 0, entdo

TN = inf{k; ||T(2)|ly < kllzllx} =0,

Tl =0 & inf{k; [|T(2)]| <kllz][x} =0
< |[T@)ly < 0fle|lx, va

< ||T(x)|ly =0, Vx
< T(zr)=0, Vx
& T =0.
iii) Seja o um escalar e a # 0. Entdo
oT|| = inf{k; [[oT(2)|[y < kllz|[x}
= inf{k; |ol|[T(2)[ly < Kllzllx}
: k
= inf{k; [[T(z)[ly < mllx\lxk

k
Tome d = — & k = || - d, segue que

[

|aT|| = nf{|al-d; [|T(2)]ly < dlfz][x} = lalnf{d; ||T(z)[ly <d[[T[[} = |af-||IT]]
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iv) Sejam 73, T, € B(X,Y), entdo
|77 + To|| = inf{k € K; [[(T1 + T2)(2)[ly < kl|z|[x}.

Por hipétese T} e T, sdo limitadas. Entdo existem ki, k; constantes positivas tais
que
[T3]| < Kallzllx e |[T2[] < Koflz[|x.

Pela desigualdade triangular, temos
[(N+T2) (@)]| = [T (2)+To(@)]| < [T (@) T2(@)]] < kalz][+Ro||z]] = (kitke)[]]

Assim,
|17 + To|| = inf{k; |[(Th + T2)(2)|ly < kllz][} < ki + ko

Portanto,
T+ Tol| < inf{ky + ko [|T1(2)|ly < Kallz||x, || T2(2)]ly < Kol|z|[x}

inf{ky; [|Th(2)|ly < killzl|x} +inf{ky; [|T2(2)|ly < Kal|z|[x}
[Ty + [|T2]]-

A

1.2 Diferenciabilidade em Espacos Normados

No que segue X e Y denotam espacos vetoriais normados.

Defini¢ao 1.2.1. Uma funcdo f : A C X — Y é diferencidvel em x5 € A, onde A é um
aberto em X, se existe uma transformacao linear limitada 7" € B(X,Y) tal que

f(zo+ h) = f(xo) = T(h) = @(h),

o (h)]
nde
||

— 0 quando [|h|| = 0. Ou equivalentemente,

o 10+ 1) = f(ao) = T(0)]

= 0.
[|h[|—0 |1

Observe que isto significa que, dado € > 0, existe § > 0 tal que
heA0<|hl|l <6 = ||f(xo+h)— flxo) = T(h)|| <ellh]l.

Observacdo: Denotemos T por f'(zy) ou D f(x() se a derivada existir.

Teorema 1.2.1. Seja A um conjunto aberto em X. Se f : A C X — Y é diferencidvel em

xo € A, entdo a aplicagdo linear D f(x,) é vinica.
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Demonstragio. Sejam T3, To € L(X,Y) satisfazendo a defini¢do da derivada de f em
xo. Considere T' = T, — T;. Entéo,

o 10 1) = Fla) = Ty

| IBl|~0 || -
e
lim || f(xo +h) — f(zo) — To(h)]] —0
1Bl 50 |7
Assim,
T [I(Te = Th)(A)]]
|7 ||7]]
|[T5(h) = Ta(h)]|
|7
_ f o+ h) — f(wo) = Ta(h) — [f (20 + h) — f(z0) — To(h)]]]
|7
H f(@o+h) — f(xo) = Ta(h)  [f(zo+h) — f(zo) — To(h)] H
|[7]] |[7]]
< |\f($o+h)—f(xo)—T1(h)H+Hf(-7€o+h)—f($o)—Tz(h)H
- |[7]] |[7]] '

Aplicando o limite quando ||k|| — 0, segue que

po IO o+ )+ fa) = T, o+ R) — fw) = To(h)

im = lim = 0.
lIkll—0  [|A] lIl]—0 [[7]] [|h]|—0 ||

Logo,
- [|T(h)| _0
Inll—0  [|A]]

Sejaa € A C X, a # 0 e consideret — 0, dai

7oy < lallAlT@I TGl
Tall Ttal
assim,
T(t
IT(@)] = llal] tm 1TUOI_ o
lltal[ -0 ||tal|

pois se t — 0 entdo ||ta|| — 0. Portanto,
0=1T(a)|| = ||To(a) — Ti(a)||, Ya € X < Ti(a) = Ts(a), Va € X.
Se a = 0, segue que

T(0) = (T — T2)(0) = T1(0) — T3(0) = 0 < T1(0) = T3(0).
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]

Teorema 1.2.2. Seja f : A C X — Y, onde X, Y sdo espagos vetoriais normados e A é um
conjunto aberto. Se f é diferencidvel em xy € A, entdo f é continua em x.

Demonstragio. Por hipotese, f é diferencidvel em z,. Entdo, pela defini¢do de derivada,
dado € > 0 existe um § > 0 tal que se ||u|| < ¢ entdo

|f (o +u) = f(za) = Df (o) ()] < €f[ull.
Dai,
1 (o + ) = fzo)l| = || Df (o) (w)l] < [[f (20 +u) = f(20) = Df (o) (w)[| < efful],
Mas, como D f(zy) é uma transformacdo linear e limitada, existe ¢ > 0 tal que
1D f (o) (w)]] < ¢llull
o que implica que,
1f (o +u) = f(zo) || < ellul[ + [|Df (xo)(w)]| < efful] + cl[u]] = (e + )[ul| < (e+¢)-o.
Assim, tomando ¢ = :EC > 0, temos ||u|| < § implica que

€

1/ (@0 +u) = flmo)[ < (e+ ) ——=¢

Portanto, f é continua em . [

Teorema1.2.3. Se f, g : A C X — Y sdo diferencidveis em x( € A, entdo f+ g é diferencidvel
e

D(f + g)(wo) = Df(x0) + Dg(wo).

Demonstragio. Mostremos que f + g é diferencidavel em x¢ e D(f + g)(xo) = Df(z0) +

Dg(xo).
Ou seja,

lim I|(f +g)(mo+h) = (f + g)(x0) — (Df(w0) + Dg(xo))(h)]]

-0
3= |[h]|

Temos,

|(f +g)(xo + ) — (f + g)(z0) — [Df(x0) + Dg(xo)] (W)|| =
| (zo + R) + g(zo + h) — f(w0) — g(z0) — Df(20)(h) — Dg(z0)(R)|| <
1f(zo + h) — f(zo) — Df(xo)(R)|| + ||g(z0 + h) — g(z0) — Dg(x0) ()|
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Por hipétese, f e g sdo diferencidveis em x, isto é, para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal
que ||h|| < ¢ implica,

1f w0+ ) = f(x0) = Df o) ()| < 511

e
lg(xo + h) = glwo) = Df (zo) ()| < SIAll
Assim,
(£ + ) (o + ) = (f + 9)(wo) = [DF (o) + Dy(ao)} ()| < SIIAll + 51kl = el Al
Portanto,

i I+ 9)(@0 + ) = (F + g)(ao) = [D (wn) + Dg(a] ()]

= 0.
[[1]]—0 [[h]|

Ouseja, D(f + g)(xo) existe e

D(f + g)(wo) = Df(x0) + Dg(wo).

]

Teorema 1.2.4. Sejam f, g : A C X — Y diferencidveis em xy € A e X pertencente a R, entdo
[ é diferencidvel em x e
D(Af)(wo) = AD f (o).

Demonstragido. Como f é diferencidvel em z,, temos que

M o ) = M (o) = ADF)MI Ao+ ) Fla) = Dfeo) (W]
1= |A]] B[]0 [|A]]
—  lim || || f(xo +h) — f(zo) — D f(x0)(R)]|
IR0 [|A]]
— |Al lim || f(zo + h) — f(x0) — Df(x0)(h)]]
1Bl 50 ||A]]
= A-0=0.
Portanto, A f é diferencidavel em zy e D(\f)(xo) = AD f(x). O

Teorema 1.2.5. Sejam X, Y e Z espagos vetoriais normados, f : A C X — Y diferencidvel
emxzyg € Aeg: B CY — Z diferencidvel em f(xy) € B esendo A, B abertos e f(A) C B.
Entdo, a fungdo composta

gof: ACcX — Z
v fx)=g(f(x))
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é diferenciduvel em x e

Dy(f(x0)) = Dg(f(wo)) - Df(o)-

Demonstragio. Seja f diferenciavel em x,. Entdo, existe uma aplicacdo ¢(h), com h

suficientemente pequeno, tal que

f(xo+h) — f(xo) = Df(xo)(h) _
0 = ¢(h) onde H}lefnoHsO( )| =0.

Seja g diferencidavel em b = f(z(). Entdo existe uma aplicagdo vy(k), com k suficiente

pequeno, tal que

g(b+k) — g||(Z|)|— Dg(b)(F) _ 3(k), onde lim v (k)|| = 0. (1.2)

Fazendo k = f(zo + h) — f(x0), segue que
k= Df(xo)(h) + ||hlle(h). (1.3)
Por (1.2) e (1.3), temos
(go fllxo+h) = g(f(x

= 9

( h))
(k
= g(k+
(
(

0o+

+ f(x0))
b)

= g(b) + Dg(b)(k) + (k) - [[K]]

= g(f(xo)) + [[K[[7 (k) + Dg()[Df (x0)(h) + |[h]|¢(h)].

Assim,

(g0 f)(xo+h) = (g o f)(wo) — Dg(b)(Df(x0))(h)
1]

Ikl (k)

1.4
w4

= Dg(b)(#(h)) +

Sendo IIhIIm llo(h)|| = 0 e sendo Dg(b) linear e continua, obtemos

JimDy(v) (1)) = Dy(B)(0) = 0. (15)

Além disso, por (1.4)

W) Do) () + [l (k)
1Al Tl

DF) Al . Rl
Al Y I T
< A0 [1DF o)l + eI

N
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Note que quando ||h|| — 0 temos que ||k|| — 0, e dessa forma

lim [ly(k)[[ = lim_[[y(k)[| =0

[|A][—0 ||%|[—0
Assim,
K[ (R
lim ——————=0-||Df(zg)|| =0 1.6

De (1.4), (1.5) e (1.6), concluimos que

(g o f)(zo+h) = (g f)(we) = Dg(b)(Df(x0))(h)
1Al

lim
||2]|—=0

H B O.
Portanto, g o f é diferencidvel em z e

D(g o f)(x0) = Dy(f(x0)) - D f (o).

1.3 Derivadas Parciais

Definic¢do 1.3.1. Sejam X, Y, Z espagos vetoriais normados e A um conjunto aberto de

X x Y e considere
fiACXxY — Z

(z,y) > flz,y)

Seja (zo,y0) € A e defina
Ay, ={z € X; (z, 1) € A}.

Como A é aberto, entdo A,, é aberto em X. Seja

F:Ay,CX — Z
r o Fx) = f(z, %)

Se F' é diferencidvel em z, entdo F'(zy) : X — Z é uma aplicagdo linear e continua

chamada derivada parcial de f em (z, yy) com relagdo a varidvel z.

0
Notagido: D, f(xg,yo) ou 8_£($0’ Yo). De maneira andloga define-se a derivada

parcial de f em (zg, yo) em relagdo a varidvel y, que denotamos por

of
DQf('rOv yO) ou a_y(x(h y0)
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Exemplo 1.3.1. De acordo com a defini¢do de diferenciabilidade, podemos calcular a
derivada das componentes de uma funcgédo f : A C R — R™. Denotemos

flzr, 2o, ) = (fi(xr, 29, ..o 20), fo(T1, @0, oo T0),y ooy fin(T1, Ty -y X)),
onde x = (x1,22,...,2,) € R™ As derivadas parciais D, f;(x) = %_(m), r € A sdo

definidas pelo seguinte limite, quando esse limite existir

leﬂ(x):%(iﬁl,,xn):hm f(x1,~..,$j+h,...,$n)—f(gjb... 7];”)

Ox; h—0 h

Se A C R" é um conjunto abertoe f : A — R™ é diferencidvel em A, entdo as derivadas
parciais D; f;(z), x € A existem e a matriz aplicacdo linear Df(x) € A com relagdo a

um vetor u é dada por

Difi(x) Dofi(z) -+ Dnfi(z) Uy
Dy fa(x Dy fo(x o Dyfa(x Uz
i — | D@ Dah@) f;() '

Essa matriz é chamada Matriz Jacobiana de f (Ver [8]).

Exemplo 1.3.2. Considere a aplicagdo f : R* — R dada por

top = | g @ # 00)

0,  se(z,y)=1(0,0)
Entdo, pela definicdo de derivadas parciais

f(h,0) — £(0,0) 0-0

= R A

© 0,h 0,0 0-0
fim £Q) =100, 0-0_
h—0 h h—0 h

assim, as derivadas parciais existem mas a funcdo f é descontinua em (0,0), pois se

considerarmos um vetor u = (a, b), temos

_q (ta,tb) — £(0,0) t2ab ab .
i 7P gy ORI < i e T = Tl
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Observe que se ab # 0, entdo o limite ndo existe. Se os pontos sdo da forma (z, z), com
x # 0 entdo
x? 1

) 1
f(xvx):ﬁ:§ e iﬁ%f(max):§7£0:f<ovo)

No exemplo acima vimos a existéncia das derivadas parciais no ponto (0,0) ,

mas ndo podemos garantir que f seja continua nesse ponto.

1.4 Desigualdade do Valor Médio

Iniciamos esta se¢do com o Teorema do Valor Médio para espagos vetoriais nor-
mados. Observe primeiramente que se z,y € R, entdo o segmento de reta fechado com

extremos em z e y corresponde ao conjunto
2,y ={z+tly—x);0<t <1}

Teorema 1.4.1. Sejam X um espago vetorial normadoe f : A C X — R uma fungdo diferen-
cidvel em um aberto A. Entdo, se [x,y| C A, existe c € [x,y| tal que

Demonstragio. Seja ¢ : [0,1] — R dada por
p(t) = [z +ty — ).
Note que ¢(t) = f(g(t)), onde g : [0, 1] :— R é dada por
g(t) =z +tly—x),t €0,1].

A funcéo g assim definida é diferencidvel em (0, 1), com derivada g (t) = y — . De fato,

i No+h) —g(t) —(y—2a)WIl _ . lle+E+h)(y—2)—x—ty—2)—hly -2
|[R]|—0 || R]| ||R[[—0 |7
o e - -+ Ry - o)l
[I2]|—0 |7
im M:
lInll=0 ||A]]

Como f e g sdo diferencidveis, temos pela regra da cadeia que ¢ é diferencidvel em
(0,1) e
P(t) = Df(w +tly — ) - (y = 2).
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Além disso, ¢ é continua em [0, 1]. Entdo, aplicando o Teorema do Valor Médio para

fung¢des de uma varidvel real, existe ¢, € (0,1) tal que

p(1) = 9(0) = ¢'(to)(1 = 0) = ¢/ (t0),
o que implica,
fy) = f(a) = f(e)y — ),
com ¢ = ¢(ty) = = + to(y — =) que pertence a [z, y|. Isso conclui o teorema. O

Observacao 1.4.1. Seja f : A C X — Y, com X,Y espacos vetoriais normados. O
Teorema do Valor Médio ndo é vélido se dimensdo de Y for maior do que 1, mas é

valido no geral, a Desigualdade do Valor Médio.

Teorema 1.4.2. Sejam Y um espago normado, U C Ree [x,y] C U. Suponha que a aplicagdo
f U C R — Y édiferencidvel em [x,y| e existe M > 0 tal que ||Df(t)|| < M, para todo
t € [z,y], entdo

1f(y) = f(@)]] < Mly — |.

Demonstragio. Seja e > 0 e defina (t) : [z,y] — R por:

p(t) = I1f(t) = f(@)]| = (M + e)(t — x) (1.7)

A fungéo ¢ é continua com ¢(z) =0 < e.

Mostremos que ¢(y) < e. Para isso defina,

S ={telr,yl; o) <e}

e observe que o conjunto S ndo é vazio, pois z € S. Pela continuidade de ¢, existe um
ntmero ¢ no intervalo [z, y], tal que ¢(t) < €, Vt € [z, c|. Neste caso,

lim p(t) = ¢(c) <€,

t—c

logo, [z,c] C S.
Considere
a =sup{c € [z,y]; [z,c] C S}

Mostremos que o = y e, assim, p(t) < ¢, paratodot € [z, y|. Ora, suponha a < y. Entdo
existe um h tal que
a<a+h<uy.
Dai,
[f(ec+h) = fla) = Df(a)h]] < €|h|

pela diferenciabilidade de f em «.
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Seja d = a + h. Note que

1f(d) = f(@)Il < [[f(a+h) = fle) = Df(a)h+ Df(a)h]]

< |[f(a+h) = fla) = Df(a)hl[ + [|Df(c)h]|
< ¢elh|+ M|h| = (M + €)|h|.
Assim,
1f(d) = f(a)]| < (M +¢€)(d— a). (1.8)

Usando (1.7), (1.8) e o fato de p(«) < ¢, temos

N

1f(d) = f@)[] < [If(d) = fF@)I] + [[f(e) = f(2)]]
(M+e)(d—a)+(M+e)(a—zx)+e¢
(M+e)(d—at+a—z)+e = (M+e)(d—z)+e

IA

Dai,
o(d) =[f(d) = f@)|]| = (M +e)(d—z) <e

o que implica que d € S, o que é uma contradigdo, j4 que o é o supremo de S. Logo,

a =y. Comisso, ¢(y) < e. De onde segue que,

1F () = f@Il < (M +e)(y —x) +e = My —x) +e(1+ (y — 2)).

Como essa desigualdade é valida, para todo € > 0, concluimos que

1f(y) = f()l] < M(y — ).

]

Teorema 1.4.3. (Desigualdade do Valor Médio) Seja A C X um subconjunto aberto e S um
subconjunto convexode A. Sea fungio f : A C X — Y, com X,Y espagos vetoriais normados,

é diferencidvel em todos os pontos de S e ||D f(x)|| é limitada para x € S, entdo

1f(y) = f@)]] < SzlégllDf(Z)ll Ay — |, Va,y € 5.

Demonstragido. Sejam x,y € S quaisquer e M = sup,c,, [|Df(2)[|, onde [z,y] C S.
Considere a aplicagdo ¢ : [0, 1] — Y definida por

9(t) = flz +t(y —x)), t €0, 1]

entdo, pela Regra da Cadeia, temos

Dg(t) = Df(x +t(y —z))(y — z).
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Aplicando a norma na igualdade anterior, temos

1Dg@)]] = [|Df(x + t(y — 2))(y — )]
IDf(z+t(y —o)lly —2| < Mlly— 2|

IN

Pelo Teorema 1.4.2 e pelo Teorema do Valor Médio, segue que,
19(1) = g(O)]] < Mlly — 2[|(1 = 0) = M]ly — ||
Sendo g(1) = f(y) e g(0) = f(z) concluimos que
17(y) = F@)ll < Mlly = 2[| < sup [[DS ()] - [ly — =[]

]

Definigao 1.4.1. Sejam X, Y espacos normados. Uma aplicacdo f : X — Y chama-se
uma contra¢do quando existe uma constante 3, com 0 < 5 < 1 tal que

17 (y) = f(@)]] < Blly — =[|, para quaisquer z,y € X,

Teorema 1.4.4. (Teorema do Ponto Fixo) Sejam X um espaco de Banach, A um subconjunto
fechado de X e f : A — A uma contragdo. Entdo, a equagdo x = f(x) possui uma tinica
solucdo em A.

Demonstragio. Seja x, € A fixado e defina a seguinte sequéncia

T = f(xo), To = f(ﬂfl), ey, Iy = f(JZn,l), e

Provemos que (z,) € uma sequéncia de Cauchy em A. Considere m, n € N,com m < n.
Entédo, usando a desigualdade triangular sucessivas vezes, temos

H-Tn_me < “xm+1_xm|’+”xn_$m+1’|
S meJrl_xm||+me+2_xm+1H + Hxn_$m+2H
<
< MNEmpr = Tl + [Tmr2 = Tl + o0+ |20 — 2ol
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Pela defini¢do de contracao, temos

Jx2 — 21| = |[f(z1) = f(2o)|| < B|z1 — 20|
lzs — zol| = |If(22) — flz)|| < Bllaa — 21| < BBz — xol]) = B2l|21 — 20|
z3) — f(@2)|| < Bllzs — 22| < B(B%||z1 — 20l|) = 57|21 — 20|

[lza —asl| = [[S(

Zpi1 —zn| < B2 — 20|, ¥R €N.

Logo,

IA

Zmi1 — T + [|Tma2 — Tmsl| + oo 4 @0 — Toa]]
< B™|wy = woll + B oy — ol + ...+ B |z — @ol|

= S Pl — all <

|20 — ]|

n

||$1 —$0||,

onde na udltima desigualdade, usamos a férmula da soma de uma série geométrica.

Sendo 0 < 8 < 1, temos que lim ™ = 0, logo, existe ny € N tal que

n

1-p

|2 — Zml] < l|z1 — zo|| < €, Vn,m > ny.

Portanto, (x,) C A é uma sequéncia de Cauchy e como X é um espaco de Banach,
segue que (z,) converge para algum ponto x € X, mas sendo A é um subconjunto
fechado de X, entdo temos que x € A.

Mostremos agora que f(z) = x. De fato, como a aplicagdo f é uma contragdo
segue-se que f é continua pois, dado € > 0, escolhendo § = % > 0, temos que

nye X, |le—yll <o=|[f(z) = fWI <Blle -yl <B-0 = e

Sendo f continua, temos que

f(z) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim 2,1 = =.

Para mostrar a unicidade, suponha que f admite um outro ponto fixo, digamos

y € A. Entdo, pela definicdo de contracado, segue que

|z =yl = |If(z) = fW)II < Bllz —yl|, onde 0 < B <1,

ou seja,
lz =yl = Bllz —yl[ <0 = (1 =B}z -yl < 0.



Como 1 — 8 > 0, segue que
lz =yl =0 & -y =0

Portanto, o ponto fixo existe e é tinico.
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2 Teorema da Funcao Implicita

Considere f : U — R definida em um aberto U C R2. Para c € R fixado, dizemos
que a equagao

flz,y)=c

define y implicitamente como uma fun¢do de x quando existe uma fun¢do ¢ : I — R
definida num intervalo / C R tal que

fly)=c & y=0ox).

Observe que neste caso,
f,¢(z)) = ¢
ou equivalentemente, f~'(c) é o grafico da fungao ¢.

Exemplo 2.0.1. Seja f : R* — R, definida por f(z,y) = 2? + y e considere ¢ € R.
Claramente, a equagdo f(z,y) = ¢, ou seja, 2% 4+ y = ¢, define implicitamente a fungao
¢ : R — R dada por ¢(z) = —2? + c.

Em muitos casos, uma equacdo do tipo f(z,y) = ¢ define implicitamente uma
funcdo y = ¢(x) apenas localmente. Vejamos o exemplo:

Exemplo 2.0.2. Se [ : R? — R é dada por f(z,y) = 2> + y* e ¢ = 1, temos que a
equagdo z* + y? = 1, ndo define y como fungdo de z pois, por exemplo, para cada = €
(—1,1) existe dois valores de y satisfazendo z? + y?> = 1. No entanto, se consideramos
f definida em U = {(z,y) € R*; y > 0} a equagdo define implicitamente a fung¢do

¢ :[—1,1] - Rdada por ¢(x) = V1 — 22.

O Teorema da Fungdo Implicita nos d4 uma condigdo suficiente para garan-
tir que uma equacdo define localmente uma funcdo implicita. Uma versdo para es-
pacos euclidianos é inicialmente apresentada nos cursos de Anélise no R", onde con-
siderando uma aplicagdo f : U — R", com U C R sendo um aberto e supondo que

0
(x0,y0) € U é tal que f(xo,y0) =0e a—f(:ro, Yo) é invertivel, entdo existe uma aplicagdo
Y
¢:V — W tal que
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onde V' C R™ e W C R" sdo abertos contendo z e yo, respectivamente. Além disso, a

regularidade de ¢ é a mesma da aplicagéo f.

A seguir apresentamos uma versao mais geral deste resultado, a saber, o Teo-

rema da Fungdo Implicita em Espagos de Banach.

Teorema 2.0.5. (Teorema da Fungdo Implicita) Sejam X,Y e Z espagos vetoriais normados e

suponha que Y é um espago de Banach. Considere A C X x Y umabertoe f : A — Z uma

aplicagio de classe C*, satisfazendo as seguintes condigdes:

1) f(xo,y0) = 0 para algum (xo,yo) € A;
. [of ! o
ii) 8—y(x0, Yo) : Z — Y existe e é continua.

Entdo, existe uma tinica a aplicagdo continuay = ¢(x) : U C X — V C Y tal que

fz,0(x)) =0,Vx € U e ¢(xo) = o,

onde U eV sio vizinhangas de x e y, respectivamente. Além disso, ¢ é diferencidvel em x e

0 o
Dotea) = = | 7o ote)| 5 an, o)
Demonstragio. Por simplicidade denotaremos
0
T:= 8—£($0,y0)-

Por hipétese T' é invertivel, logo, podemos definir a aplicagdo  : A — Y por

h(l’,y) =Yy— T71f<l',y).

Derivando (2.2) com relacéo a y, temos:

oh, _of
Logo,

oh 0

a—y(.fl?o,yo) = I — Tla—.g];(xo,yo) = [ — TﬁlT = 0
e

h(zo,yo) = yo — T 0 = yo.

oh 4

2.1)

(2.2)

(2.3)

Como £ é continua em (o, yo) segue-se que existem vizinhangas U; de = e V de y

9y
tais que se (z,y) € U; x V, entdo

oh oh
H8_y<x’y) - a_y(«To;yo)

<1/2
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Podemos considerar, sem perda de generalidade, que V' = B, [y], e segue da tdltima
desigualdade e de (2.3) que

Hg—Z(x,y)H <1/2, paratodo (z,y) € Uy x B,[yo].

Uma vez que h é continua, existe uma vizinhanga U C U; de z, tal que para
z € U, tem-se

1Az, 90) = h(zo, yo)|| < 7/2

ou ainda
|h(x,y0) — yol| < r/2 paratodo z € U. (2.4)

Usando a Desigualdade do Valor Médio temos que se y;,y2 € V
oh
1A (2, y1) = h(z, y2)[| < SU‘I/)a—y(%y)HHyl—?JQH < 1/2[ly1—w2ll, paratodo z € Uy. (2.5)
ye

Fixemos agora um ponto = € U e definimos h, : V — V por

ha(y) = h(z,y).

Mostremos inicialmente que a aplicagdo h, estd bem definida. De fato, usando (2.4) e
(2.5), temos que se y € V, entdo

1he(y) = woll = |[M(z,y) = h(z,90) + h(z,10) — yol|
< ||h(z,y) — h(x, y0)|| + [|h(z,y0) — vol|
< 12|ly —wol| +r/2<r/2+7r/2 =T

Portanto, h,(V) C V.
Observe que pela desigualdade (2.5) temos

[1ha(y1) = ha ()|l = [1h(2; 1) = Az, y2)l| < 1/2[[y1 — 1ol | para todo 1,42 € V.

Portanto, h, é uma contracdo e sendo o conjunto V' um espago métrico completo, con-

cluimos pelo Teorema do ponto fixo de Banach que &, possui um tnico ponto fixo

y = y(x).
Podemos entdo definir a seguinte fungao

¢ U — V
r — P(x) =y

onde y é o tinico ponto fixo da fungéo h,.
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Note que %y, (y0) = h(zo,Y0) = yo €, assim, ¢(zo) = yo, ou seja,
[ (o, ¢(x0)) = f(x0,y0) = 0.

Mais geralmente, se x € U

de onde segue que

ou ainda,
f(z,é(x)) =0, paratodo z € U.

Na verdade, todas as solugdes de f(z,y) = 0 sdo da forma (z, ¢(x)),Vz € U. Pois se
f(x,y) =0, entdo h(y) = h(z,y) =y =T~ f(z,y) =y, e dai, y = ¢(x).

Vejamos agora que ¢ é uma aplicagdo continua em U. De fato, sejaz € U ee > 0.
Sendo h continua, temos que, fixado y € V, existe § > 0 tal que
ze U llz—all <d = |[h(z,y) = h(z,y)|| <e€/2.
Em particular, para y = ¢(z) temos

zeU |lz—z|| <d = ||h(z,o(x)) — h(x, d(x))]]| < €/2. (2.6)

Note que, usando a Desigualdade Triangular e (2.5), obtemos

IN

lo(2) = @@l = [[h=(6(2)) = hald(@))]] = [|A(2, $(2)) — h(z, $(2))]]
h(z, ¢(2)) = h(z, o(@))[| + [Ih(2, ¢(x)) = h(z, d(2))||
1/2[[o(2) = ¢(@)[| + [|h(z, () = h(z, ¢())]].

IA

Logo
1/2||¢(z) = ¢p(2)| < [|h(2, ¢(z)) — h(z, ¢(x))]]. (2.7)
Portanto, seque de (2.6) e (2.7) que, se z € U, ||z — z|| < §, entdo

¢(2) — ¢(@)[| < 2[[h(z, ¢(x)) — h(z, d(x))]] <,

provando a continuiade de ¢.

Finalmente, provaremos que ¢ é diferenciavel em z, e vale (2.1).
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Pela diferenciabilidade de f em (z, yo) temos

0 0
f(xo+ h,yo + k) — f(x0,90) — 8_£<I0’ Yo)h — a—i(xo,yo)k = p(h, k),

onde Hff(gf}!;”' — 0 quando ||h|| — 0 e ||k|| — 0. Seja k = ¢(zo + h) — ¢(x0) e sendo

Yo = ¢(xg), temos

f(zo+h, d(xo + h)) — f(zo, p(20)) — g_i(x(% Yo)h — g_z(xoyyo)k = o(h, k).
Mas, f(z, ¢(z)) = 0, dai
—%(%,yo)h - g—g(iﬁ'o,yo)k = (h, k).

Aplicando 77!, onde T := %(wo, o), Obtemos

—7! {g(xo, yo)} h—k="T"¢(h,k).

Ou seja,

b 7 | S ) 1= =t ),

ou ainda,

ot 1) ote0) ~ [P o] [ L] 0= -1t

T~ o(h.k)

Portanto para provar (2.1), basta justificar que “— I 0, quando ||h|| — 0. Para

isto, note que

e bl IRINT o (R Ll o)
B = g S T HHHkIIIIhIIH

lle(h k)|
[(R.R)

Observe que se ||h|| — 0, entdo ||k|| — 0 e, consequentemente, — 0, logo,

T (R, K|

im =0
12| =0 I ’

isto justifica a diferenciabilidade e conclui a prova do teorema. O



3 Teorema da Funcao Inversa

O Teorema da Fungdo Inversa é consequéncia do Teorema da Fungdo Implicita
e vice-versa. Assim, neste capitulo, demonstraremos o Teorema da Funcdo Inversa
aplicando o Teorema da Funcdo Implicita. Em seguida, faremos outra aplicacdo do

teorema resolvendo um problema envolvendo sistemas de fungdes.

Teorema 3.0.6. (Teorema da Fungio Inversa): Sejam X e Y espagos de Banach, U C X aberto,
zg € Ue f: U — Y uma fungio continua e de classe C', com D f(xq) invertivel e com inversa
limitada. Entdo existem Uy C U e Vy C Y, vizinhangas abertas de x e f(x), respectivamente,
e uma fungio g : Vo — Uy de classe C* tal que g(f(z)) = z;2 € Uy, e f(g(y)) =y € V.

Demonstragdo. Considere uma funcdo
p: UxXY — Y

(z,y) — f(z) -y

observe que ¢ atende todas as hipéteses do Teorema da Fungdo Implicita. Ou seja,

i) Devido o fato de f ser continua e de classe C*, p também é continua e de classe C.

0
ii) a_go = f'(z) existe e é continua em U x Y, para todo (z,y) € U x Y.
€T

0
iii) ¢(xo, f(z9)) =0eT = a—go(xo, f(z0)) é invertivel e tem inversa continua.
x

Entdo, aplicando o Teorema da Fungado Implicita em ¢, existem abertos zy € U e f(x) €
V e uma fungdo g : V — U de classe C" tais que g(f(z0)) = z¢ e as tnicas solugdes em

U x V da equagdo ¢(z,y) = 0 sdo da forma (g(y),y), ou seja, ¢(g(y),y) = 0,Vy € V.
Dai, f(9(y)) —y = 0 e portanto, f(g(y)) = y,Vy € V. O

3.1 Aplicacdo do Teorema da Funcao Implicita em sis-

tema de func¢des nao-lineares

Considere o sistema nas variaveis z, y, z, u, v
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xy° + yud + 20° =1
{ 2oy +yPu+ Pv=1
Mostre que as equagdes tem uma tinica solugdo u = ¢;(z,y, 2), v = @2(z,y, 2) na vizin-
hanga do ponto (z,y, z,u,v) = (0,1,1,1,0) e encontre a matriz de D4(0, 1,1,1,0), onde
¢ = (01, P2).
Sejam p = (x,y,2) e ¢ = (u,v). Entdo, a equagdo pode ser escrita na forma f(p,q) = 0.
Logo,

Syut  5zv?

y5 25

Jof (p,q) = = 5yz"u’ — 5y’zv’.

Se pp = (0,1,1) e go = (1,0) entao:
Jof (po,qo) =5-1-1°-1* =0 =5+#0.

Portanto, pelo teorema da fun¢do implicita, existe uma vizinhanca do ponto (0,1, 1,1, 0)

tal que a equagdo f(p,q) = 0, possui uma tinica solucdo ¢ = ¢(p), isto é,

(y,2) = p(x) = (p1(), p2(7)).

Logo y = ¢1(x) e 2 = pa(x). Assim,

5 4 5 5 4 4
Yy’ odwy H+uw o w bu'y Hzv
D y4) — , D ,q) =
1f(p q) 5x4y 375 + 5y4u 5Z4U 2f(p q) y5 5241) ‘
1 10 5 0 190
le(pOuQO) - 7D2f(p0,q0) = 7D2f(p07q0>_1 N ‘ :
0 50 10 _% 1
Logo,
-1 L o0fl110 -1 0 110
Dy(po, qo) = — [ Ds f(po, q0 } D1 f(po,q0) = — ‘ ° =|
-5 1 050 : 1 050
:| R
. )
bod o




Conclusao

Neste trabalho generalizamos o Teorema da Fung¢do Implicita em Espacos de
Banach e aplicamos na demonstracdo do Teorema da Funcdo Inversa. Para tal éxito,
foram necessarios alguns conceitos visto em andlise matematica, e em particular, em
Espacos de Banach. O trabalho foi estruturado para que o leitor acompanhe passo a
passo da demonstracdo e observasse que o Teorema da Func¢do Implicita em Espago de
Banach esté associado ao Teorema da Fungao Inversa. E que para encontrar uma tinica

aplicagdo que satisfaga a equagdo

fz,y(z)) =0,

é necessario trabalharmos com vizinhangas de subconjuntos de Espacos Vetoriais Nor-
mados Completos, e claro, atender as condi¢des da hipdtese. Enfim, a proposta do
trabalho foi apresenta-lo de forma clara e objetiva para que possa ajudar o leitor na
pesquisa do teorema e de suas aplicagdes ou, simplesmente, conhecé-lo na sua forma

generalizada.
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A Apéndice - Stefan Banach

Figura A.1: Stefan Banach

Stefan Banach (1892-1945)

O Matematico polonés Stefan Banach nasceu no dia 30 de margo de 1892 em
Cracévia na Polonia e morreu 31 de agosto de 1945, na cidade de Lviv no mesmo pais.
introduziu, por volta de 1920, o conceito de espagos vetoriais normados completos.
Estudou no Instituto Politécnico de Lviv, onde se doutorou em 1922. Foi nomeado pro-
fessor da Universidade de Lviv em 1927. Dois anos depois, fundou, em colaboracdo
com seu amigo e também matematico Hugo Steinhaus, a revista Studia Mathematica
(Estudos matemadticos), em que se divulgaram as originais teorias de Banach e seus
discipulos. Também introduziu os Espagos de Banach, que o matemaético francés Mau-
rice Fréchet denominaria, em 1928, de fato, Espacos de Banach. Sao espagos vetoriais
em que se introduz uma norma, isto é, uma aplicacdo dos elementos do espago nos (ou
sobre os) reais, ou complexos, satisfazendo certos postulados. A essa norma fica associ-
ada uma distancia, que permite falar em convergéncia. Caso as sequéncias de Cauchy
convirjam para um elemento do préprio espago, tem-se a completude, chegando-se,
pois, aos espagos vetoriais normados completos. Um dos resultados mais conhecidos,
obtidos por Banach, refere-se as aplica¢des lineares, continuas e sobrejetivas de E so-
bre F, sendo E e F espacos de Banach. O teorema de Banach assegura que a imagem
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de um aberto, em E, é um aberto, em F. Igualmente importantes, embora menos di-
vulgados, sdo os estudos de Banach a propésito de divergéncia de séries ortogonais.
O tratado Teoria das Operagdes Lineares, de 1932, é a primeira obra em que se estu-
dam, de maneira geral, os espagos vetoriais normados. Banach é considerado um dos
maiores matemadticos do século 20, fundador da anélise funcional moderna. Criou o
grupo de Lviv que, ao lado do grupo de Varsévia, colocou a matematica polonesa em

posigdo de grande destaque no mundo moderno.
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