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Resumo

Distribuicoes de suporte positivo desesmpenham um papel central na andlise de dados de
vida, de sobrevivéncias e taxas de risco. E comum o uso da distribuicao gama, log-normal
ou de Weibull para dados de tempo de falhas. Estas distribuicoes tém, em geral, um ou dois
parametros. O ajuste dos dados para essas distribuicGes é possivel de ser realizado diretamente
por um processo analitico como o método de estimacdo da maxima verossimilhanca ou dos
momentos. No entanto, para certos conjuntos de dados, o ajuste de tais distribuicdes nao
se adequa. Com o advento da computacdo de alto desempenho e de ferramentas de com-
putacdo analitica muitos modelos novos vem sendo desenvolvidos. Em particular, nos ultimos
dez anos houve uma explosido de distribuicoes generalizadas. Neste contexto, distribuicoes
mais flexiveis com a incorporacdo de um ou dois parametros vem sendo cada vez mais explo-
radas, denominando-a de familia de distribuicdo Marshal-Olkin generalizada. Neste trabalho,
pretende-se estudar o comportamento das familia de distribuicdes que generaliza duas familias
concorrentes, estudando suas principais relacdes, tais como funcdo de sobrevivéncia, de risco,
densidade, momentos log-verossimilhanca e matriz de informacdo de Fisher, implementando-
0s no software estatistico R. Em particular, obtém-se estas funcOes a partir da distribuicdo
exponencial, a distribuicdo Marshal-Olkin exponencial generalizada (MOEG), uma distribuicdo
triparamétrica competindo com a distribuicao beta exponencial e distribuicio gama general-
izada e de Weibull generalizada. Os resultados revelam que a funcdo de risco distribuicdo
MOEG apresenta, por exemplo, comportamentos satisfatdrios, tais como o formato de U e de

U invertido, que sdo tipicos de distribuicoes flexiveis.

Palavras-chave: Distribuicdes Generalizadas, Distribuicdes de Marshall-Olkin



Abstract

Support positive distributions play a central role in the life data analysis, employing and
spreads. It is common to use the gamma distribution, Weibull or lognormal for failure time
data. These distributions have, in General, one or two parameters. The fit of the data to
these distributions can be accomplished directly by an analytical process as the method of
maximum likelihood or moments. However, for certain data sets, the set of such distributions
do not suit. With the advent of high performance computing and analytical computing tools
many new models has been developed. In particular, over the last ten years there has been
an explosion of generalized distributions. In this context, the most flexible distributions with
the incorporation of one or two parameters has been increasingly exploited, calling it family of
Marshall-General Olkin distribution. In this work, the aim is to get a new family of distributions
that generalizes two competing families, studying its main relationships, such as survival, risk
function, density, log-likelihood moments and Fisher information matrix, implementing them
in Statistical software R. in particular, these functions from the exponential distribution, the
Marshal-General exponential Olkin distribution (MOEG), a distribution triparamétrica com-
peting with the exponential beta distribution and gamma distribution Weibull and generalized.
The results show that the risk function MOEG distribution features, for example, satisfactory

behaviour, such as the format of U and U inverted, that are typical of flexible distributions.

Keywords: Generalized distributions, distributions of Marshall-Olkin
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1 Introducao

A estatistica paramétrica é o principal e mais promissor ramo da inferéncia estatistica.
Desde os tempos de De Moivre e Gauss, e mais recentemente Karl Pearson, Fisher e Weibull
modelos probabilisticos e métodos de estimac¢do tem sido produzidos de forma cada vez mais
intensa. Nos ultimos dez anos a quantidade de novos modelos paramétricos vem aumentando
com o maior acesso a ferramentas computacionais. Distribuicdes como normal, exponencial,
gama, beta, de Laplace, normal-inversa, de Rayleigh, de Weibull, Gumbel, Weibull estendida,
Fréchet, entre outras vem sendo generalizadas pela adicdo de parametros que possibilitam uma
maior flexibilidade. Em particular, para dados de sobrevivéncia (ou taxa de falha) a corrida tem
sido grande, haja vista a grande aplicabilidade de distribuicoes que atendam tais caracteristicas.
Nomes como, Gupta, Kundu, Nadarajah, Kotz, Balakrishnan, Cordeiro, Ortega, Marshall,
Olkin, Lemonte, Barreto-Souza, Jones, entre outros tem contribuido de forma significativa
neste campo. Através da familia de distribuicio generalizada de Marshall-Olkin pretende-se
estudar seus submodelos e comparar os resultados com as distribuicdo concorrentes, verificando
os critérios de adequacdo de modelos, via dados reais, via dados simulados tem por objetivo
obter as fun¢Oes de distribuicdo de densidade de probabilidade,funcao de sobrevivéncia e a
funcdo de risco. Encontrar as fungdes geradora de momentos; obter as expressao do tempo

de sobrevivéncia médio e tempo de vida real.
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2 Desenvolvimento

2.1 Distribuicao Generalizada Weibull

MUDHOLKAR et al. (1995) propuseram a distribuigdo Weibull exponencializada. GUPTA
e KUNDU (1999) obtiveram as relagdes para um caso particular, denominando-o de distribuicdo
exponencial generalizada (EG) como alternativas as distribuicdes gama e de Weibull. Por sua
vez, diversos trabalhos em andlise de sobrevivéncia foram produzidos com a EG desde ent3o
RAQAB (2002), RAQAB e AHSANULLAH (2001), ZHENG (2002), SARHAN (2007), GUPTA
e KUNDU (2008), ACHCAR e BOLETA (2009). NADARAJAH (2011) revisa a distribuicdo EG
acrescentando novos resultados. Seguindo a mesma linha, diversos outros trabalhos obtiveram
importantes generalizacdes de distribuicGes de tempos de vida pela adicdo de parametros. O
principio de tais distribuicoes é simples, dada uma distribuicio com funcdo de distribuicdo

continua G(y), sua generalizagdo ou exponencializagdo é obtida por

F(y;a) =G(y)*, yeR, a>0. (2.1)

Quando G(y) =1—e M e G(y) = 1—e )" tem-se a distribuicio exponencial general-

izada e Weibull generalizada, respectivamente.

As distribuicdes da familia beta foram obtidas por NADARAJAH e KOTZ (2006) com a
insercdo da funcao de distribuicdo acumulada da distribuicdo de exponencial na integral da dis-
tribuicdo beta, formando-se a distribuicdo beta exponencial (BE). Assim, seja uma distribui¢do

com fung¢do de distribuicdo continua G(y), a distribuicdo beta-G serd

F(y;a,b) = %[OGM w1 —w)b~ldw, comy€R, a>0e b >0, em que

B(a,b) :/0 w1 —w)PLaw.

Esta classe de distribuicoes tem se desenvolvido bastante nos tltimos anos com os trabalhos
de JONES (2004) e CORDEIRO et al. (2011). Um inconveniente das distribuicdes beta-G é
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que elas sdo fungdes da distribuicao beta incompleta, dada por

Y
B(a,b), 2/0 w1 —w)P~law,

que n3o tem forma analitica fechada, sendo portando necessario algum método nidmerico
para obtenc3o dos resultados. Para contornar esta situagdo, uma alternativa JONES (2008),
CORDEIRO e CASTRO (2011) ¢é utilizar a distribuicdo de Kumaraswamy, definindo-se as
distribuicdes K-G por

F(y;a,b) =1-(1-G(»)"", y€R,a>0,b>0,

pois esta leva a uma func3do de distribuicao analiticamente tratavel para uma dada distribuicdo

primitiva G.

Por outra linha, Marshall e Olkin (1997) propdem o seguinte método de adi¢do de paramet-

ros para uma dada distribuicao G,

Ay G(y)
PO = G B —Go)

PREDA et al. (2011) utilizam a familia de Marshall e Olkin para obter, de forma condicional,a
distribui¢do exponencial-Poisson modificada. CORDEIRO e LEMONTE (2012) utilizam de

uma extensdo da distribuicio de Weibull, pela introducao de um pardmetro, para obter a

yER,B > 0. (2.2)

distribuicdo Marshall-Olkin Weibuill Estendida, com

GOy)=1-¢e"", yeR, 1>0,8>0.

2.2 Marshall-Olkin exponencial Generalizada

No presente trabalho, introduzimos um segundo parametro a familia Marshall-Olkin, fi-
cando com a forma mais geral

G(y)*
“+B(1-G()*)’

F(y;oc,B):G(y) yeR, a>0,>0. (2.3)

Naturalmente, esta nova classe engloba a classe de distribuicdes de Marshall-Olkin (2.2)
quando o =1 e a familia de distribuigdes generalizadas (2.1) quando B =1, o que é bas-
tante conveniente a fim de comparagdo das propriedades. Se G(y) =1 — ¢!, definimos
a distribuicdo Marshall-Olkin exponencial generalizada (MOEG), como uma distribuicdo tri-
paramétrica competindo com a distribuicdo beta exponencial e distribuicao Weibull general-

izada.
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Seja a Equagdo (2.3) da familia de distribuigdes de Marshall-Olkin generalizada, obtida
pela adicdo de um expoente o0 > 0 em cada termo G(y) na Equagdo (2.2). Escrevendo-se

G(y)=1—el—Ly), com y > 0,1 > 0, obtém-se a seguinte funcio

(1—e )@
(I—e )24 B [1—(1—eM)o]’

que ¢ a funcdo de distribuicdo para a distribuicdo de probabilidade Marshall-Olkin exponencial

F()’;aaﬁvl): (24)

generalizada. Na Figura 2.1 alguns gréficos para a fun¢ido de distribuicdo sdo construidos
com ¢, B e A variando de 1/2 para 2. Mesmo para este conjunto pequeno de possibilidades,
é possivel observar curvaturas negativas (para o« = 0,5, = 0,5, A = 0,5, por exemplo) e

mudangas de concavidade (para o« =2,  =0,5, A = 0,5, por exemplo).
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Figura 2.1: Alguns graficos para a funcdo de distribuicdo Marshall-Olkin exponencial genera-
lizada.

Derivando a Equagdo (2.3) em relagdo a y, obtém-se a respectiva fungdo densidade de

probabilidade

aBG(y)* ')
flyso,p) = =
B = B -
Escrevendo G(y) = 1 —exp(—Ay) e g(y) = Aexp(—Ay), com y > 0,4 > 0, obtém-se a fun¢do

densidade de probabilidade da distribuicao Marshall-Olkin exponencial generalizada

_ oafA(1— e_ly)“_le_’ly
{1=B[1—(1—eA)o]}2

O resultado (2.5) pode ser obtido diretamente pela derivada de (2.4) em relagdo a y. Na Figura

(2.5)

fOo,BA)
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2.2 é possivel se observar que para & < 1 se tem um comportamento tipico da distribuicdo
exponencial para a distribuicilo MOEG. Para @ > 1 temo um comportamento unimodal, tal

como as distribuicoes gama e de Weibull.

i w=05, =05, A=05
w=05, p=05, 1=2
a=05, f=2, i=05
a=05, f=2, i=2
a=2, PB=05, x=05
a=2, B=05, i=2
w=2, P=2, 1=05

o o | a=2, B=2, =2
=
L3
=
[}
[ =
[:+]
]
[a+]
=
|°
o
[ =
=
LL,:'_
o —
I —
T T I T T T
0.0 0.5 10 15 20 25 3.0

Figura 2.2: Alguns graficos para a funcao densidade de probabilidade da distribuicdo Marshall-
Olkin exponencial generalizada.
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Na Figura 2.3.a s3o construidas as funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo
MOEG fixando B =A =2 evariando ¢ =1/2,1,2,5. Assim, a é um pardmetro que modifica
a posicdo da média. O pardmetro o também altera a forma da distribuicdo, conforme ja
mencionado. Tem-se, ainda, que para o = 1 (linha vermelha) a distribui¢do fica reduzida ao
sub-modelo: Marshal-Olkin exponencial. O pardmetro  também altera a posicdo da média,
embora ndo altere a forma da distribuicdo, conforme Figura 2.3.b, em que se fixou x = A =2
e variou-se B =1/2,1,2,5. Quando 8 =1 (linha vermelha) a distribui¢do fica reduzida ao
sub-modelo: exponencial generalizada. O parametro A altera significativamente a dispersdo
da densidade, conforme se observa na Figura 2.3.c, na qual se variou A =1/2,1,2,5 e se

fixou os demais parametros.
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Figura 2.3: Alguns graficos para a funcdo densidade de probabilidade da distribuicio MOEG
(a) variando «, (b) variando B e (c) variando A.



18

A funcdo de sobrevivéncia é uma funcdo muito utilizada em Teoria da Confiabilidade e
Analise de Sobrevivéncia. Sua expressdo é obtida pelo complemento da acumulada, isto é,

S(t)=1—F(t),t > 0. Assim, para a classe de distribuicSes Marshal-Olkin generalizada

BG(H)*
G()*+BG()*

em que X(y) =1—X(y), &« >0 e B >0. Esta expressio é exatamente, a expressio (1)

encontrada em (CORDEIRO e LEMONTE (2012) substituindo G(¢)* por G(t) e B por a, tal

como notagdo empregada. Fazendo G(t) =1— e M, L >0, chega-se a seguinte expressio

S(t) = (2.6)

_ _ BlI—(1—e*)Y
S (e LEN e (E=nrt (2.7)

Na Figura 2.4 graficos para a fungdo de sobrevivéncia s3o construidos com o, B e A variando

de 1/2 para 2. E perceptivel que o pardmetro a tem uma relacdo direta com a taxa de
sobrevivéncia, isto é, se t representa o tempo até a falha de componentes (ou a morte por
cancer de um paciente), entdo se o for crescente , a porcentagem de componentes funcionando
tende a ser grande, em contrapartida se a for decrescente a mesma porcentagem deve ser
baixa. As mesmas conclusdes sdo obtidas para o parametro f3 fixando-se um valor de o. No
entanto, A tem uma relagdo inversa com a taxa de sobrevivéncia. Assim, para ¢ e 3 fixos, o

aumento de A acarreta na diminuicdo no niimero de sobreviventes.
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Figura 2.4: Alguns graficos para a funcido de sobrevivéncia da distribuicdo Marshall-Olkin
exponencial generalizada.

A funcdo de risco ou funcdo de taxa de falha é uma funcdo muito importante em andlise
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de sobrevivéncia, pois um grafico crescente em relacao ao tempo desta funcdo indica que a
probabilidade de morte dos individuos aumenta com o passar do tempo, ao passo que um
grafico decrescente indica que o risco de morte diminui. Ela é definida como a razdo entre
a funcao densidade de probabilidade e a fungcdo de sobrevivéncia da distribuicao em questao.

Para a distribuicdo MOEG a fun¢do de risco € a razdo entre (2.5) e (2.7), isto é,

OC?L(I _ e—(/lt))a—le—(/lt)
(1= =)+ B1 = (1= e FN)} 1 — (1 — )]
em que foi substituido y por t > 0 na Equagdo (2.5). Na Figura 2.5a gréficos para a fungdo

h(t;a,B,A) =

(2.8)

de sobrevivéncia sdo construidos com @, B e A variando entre 1/2,1 e 2. E perceptivel
que o pardmetro A é a assintota da fung¢do de risco, isto é, quando ¢ aumenta (os dados
envelhecem) o risco de falha tende para A. A fungdo de risco da distribuicdo MOEG tem
formas crescentes, decrescentes e constante. Nos seres humanos, em geral, o risco de morte
é alto na infancia, aproximadamente constante na fase adulta e alto para individuos idosos.
Este comportamento decrescente-constante-crescente é conhecido na literatura como curva
da banheira (COLOSIMO; GIOLO, 2006). Assim, é importante que as distribuigSes de so-
brevivéncia consigam gerar tal comportamento. Na Figura 2.5b é possivel observar que a
distribuicdo MOEG é capaz de simular esta situagdo da curva de banheira para, por exemplo
o =0,6; 3 =40 e A =8 (curva preta), bem como o comportamento de banheira invertida:
oo=1,2;8=0,4 e A =4 (curva vermelha). Estes resultados mostram que a distribuigdo

Marshal-Olkin exponencial generalizada é bastante flexivel.
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Figura 2.5: Alguns gréficos para a fungdo de risco da distribuicido MOEG (a); comportamento
de banheira e de banheira invertida (b).
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2.3 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Sejam Y1, Y, ..., Y, denotando uma amostra aleatéria de tamanho n de distribuicdo Y ~

2(0). A funcdo de maxima verossimilhanga é dada por

= ﬁf<}’i§9)
i=0

Em particular, se Y1, Y>,...,Y, tem distribuicdo ¥ ~ MOEG(o,3,A), com 6 = (a,B,A) a

funcdo de maxima verossimilhanca é dada por:

nﬁnln ( eflyi)afleflyi
ico{1— ﬁ[l — (1 —et)o]}2

em que B =1—pB. O logaritmo da fun¢do de mdaxima verossimilhanca, denominado log-

L(a,B,A) = : (2.9)

verossimilhanca, é uma expressao computacionalmente menos complexa. Assim, para a funcao

de densidade (2.5) com verossimilhanga (2.9), a log-verossimilhan¢a é dada por

((a,B,2) = nlog(af) zzy, oa—1) ng e My

—2 ;)log{l —Bl1—(1—e*)%]} (2.10)

O vetor escore é definido como U(6) = (94(6)/0d0,,0¢(0)/36,,---,0£(6)/I6). Para a
fun¢do (2.10), com ¢ =/¢(a,B,A), tem-se

0) = (Uq,Up,Uy,)

em que, por exemplo, Uy = g—ﬁ. As fungdes Ugy, Ug e Uy, sdo

'M=

n
n
Ug=-2) (1—-Bluizi+ Y zi+—
p ( ﬁ)u,z,+i:1z,+a,

i=1

n n
Ug=—--2 Vi
B B ;

n

Uﬁ, = —ZZ(X(l—B)u,‘W,’—l—( —1)

i=1

M:
|

=
_|_

> 3

1 i=1

*A)’i> . (lfe_lyi)“

respectivamente, com as seguintes expressoes: z; =log (1 —e
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oM o 1-(1—e M)
ST R (e P

Fazendo U =0, tem-se o conhecido estimador da fun¢ao de maxima verossimilhanga, com

. — !
Wi 1—e~Mi

as estimativas &,f3 e A.

Uma outra quantidade muito importante é matriz de informac3o observada de Fisher dada

por

%0 9% 9%
da2 Jdof Jdadi

J—_| . 9% 9%
Jpz  IPIA ’
2% -
oA* dlapA)

cujas expressoes podem ser encontradas no Apéndice A. Com a matriz de informacgdo de
Fisher é possivel se fazer estimativas para a,3 e A por métodos iterativos. Intervalos de
confianga e testes de hipdteses para os parametros podem ser calculados com o seguinte

resultado assintdtico

<&7B>i> NN(<a7ﬁvl>’171)'

2.4  Critério de informacao de Akaike - AIC

Akaike utilizou a Informagao de Kullback-Leibler para testar se um dado modelo é ade-
quado. Ele informou que o viés é dado assintoticamente por p, em que p é o numero de

parametros a serem estimados no modelo, e definiu seu critério de informagcao como:

AIC = —21ogL(0) +2(p)

Dentre todos os modelos testados, deve-se preferir aquele que tem o menor AIC.

2.5 Critério de informacao bayesiano - BIC

O Critério de Informagdo Bayesiano(BIC), proposto por Schwarz (1978) é dado por:
BIC = —2logL(6) + p(logn)

em que L(0) é a verossimilhanca, o modelo escolhido, p é o nimero de pardmetros a serem
estimados e n é o nimero de observacdes da amostra. Tal como o AlC, este critério seleciona

entre todos os modelos testados aquele que tem o menor BIC.
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2.0 Teste de Wald

O teste de Wald é gerado pela razao entre a estimativa da funcao de maxima verossim-
ilhanca do parametro (5) e a sua respectiva estimativa do erro padrdo. Sob a hipdtese
Ho: 6 =0, tem distribuicao normal padrdo. A estatistica do teste Wald é entdo definida por

6
DP(6)

Esta estatistica é comparada com o valor critico da normal padrdo, que ao nivel de con-
fianca de 95% ¢, aproximadamente, igual a 2. Assim, se a estimativa é duas vezes maior que
o erro padrdo, em valores absolutos, a estimativa ¢ dita significativa. Hauck e Donner (1977)
ao examinar o teste de Wald descobriram anomalias em determinadas situagdes. O teste, por
exemplo, ndo rejeitava a hipdtese nula quando o coeficiente é significativo. Recomendaram
entdo, a utilizacao do teste da razao de verossimilhanca, como alternativa, quando nao se

fosse rejeitada a hipétese nula no teste de Wald para uma determinada estimativa.

2.7 Teste da Razao de Verossimilhancas - TRV

O Teste da Razao de Verossimilhangas é um teste bastante geral, podendo ser utilizado

para testar um vetor paramétrico (WASSERMAN, 2004). Suponha que deseje-se testar:

H029€®0VSH129¢®().

O Teste da Razao de Verossimilhancas é definido por

L(6 _ _
D =2log (M) = —20(8p) +26(8) ~ x2_

supgce L(0) 1

-~

em que £(0) é a log-verossimilhanga obtida no seu ponto maximo (estimador de maxima
verossimilhan¢a) sob o modelo proposto com p pardmetros e E(GAO) € a log-verossimilhanca
obtida no no seu ponto méaximo (estimador de maxima verossimilhanga) sob o modelo reduzido
(sub-modelo) com g pardmetros. Como A tém distribuicdo qui-quadrado, para se proceder o
teste deve-se testar a estatistica A contra o quantil desejado. Suponha que o modelo completo
tem trés pardmetros, enquanto seu sub-modelo (modelo proposto sob H,) tém um parametro,
se D> x22 = 5,99 rejeita-se Hy ao nivel de confianca de 95%, isto é, o modelo proposto é

melhor.
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2.8 Aplicacao

Como parte dos resultados, serao obtidas a esperanca e a variancia da distribuicao MOEG
a partir de expansoes da densidade (2.5), uma vez que a forma analitica simples dessas inte-
grais ndo pode ser determinada. Sera utilizado o software Mathematica 7 (Wolfram Research,
Inc., 2008) para implementar estes célculos a partir do qual se estudard a acurdcia dessas ex-
pansdes truncadas e o tempo de execucdo das mesmas. Serdo ajustadas as densidade MOEG
com parametrizagdo completa, denominada MOEG1, a densidade MOEG quando o =1 (o
submodelo Marshall-Olkin Exponencial), denominada MOEG2, a densidade MOEG quando
B =1 (o submodelo Exponencial Generalizada), além das densidades gama, de Weibull e log-
normal (frequentemente utilizadas em andlise de sobrevivéncia) a dois conjuntos de dados. O
primeiro sendo proveniente de magnitudes de terremotos, na escala de magnitude de momen-
tos, na falha da Anatdlia (RISTIC; NADARAJAH, 2012), o segundo provém de um estudo
de tempos até a falha de aluminios submetidos a uma grande pressdo (MORAIS; BARRETO-
SOUZA, 2011). Os dados sdo mostrados no Apéndice A e um resumo com as principais
estatisticas encontra-se no préximo capitulo. Na otimizacdo sera utilizado o algoritmo BFGS

implementado no software R (R Development Core Team, 2011).

Para se testar hipdteses acerca dos parametros serao utilizados os testes de Wald e Teste
da Razdo de Verossimilhancas, descritos anteriormente. Os cddigos referentes aos ajustes e

testes se encontram no Apéndice B.
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3 Resultados e Discussao

Fazendo G, (1) = 1 —e~ ") na equacdo (2.3) definimos a func3o de distribuicdo da variavel

Marshall-Olkin exponencial generalizada T ~ MOEG(A,a,b) pela expressdo

F(r) = (=) (3.1)
{1=b[1—(1—e" )]}’ |

cuja fun¢do densidade de probabilidade (fdp) é

ab (1 _ew)“‘lzew
£t =

C{1=b[1— (1—e*0)]} (3.2)

sendo A > 0 o parametro de escala, a > 0 e b > 0 os parametros adicionais. Se b =1, temos
a distribuicdo de exponencial generalizada (EG) e se a = 1, temos a distribuicdo de Marshall-
Olkin exponencial (MOE). Por outro lado, se ambos a e b sdo unitdrios, obtemos a distribui¢do

exponencial.

Para demostrar que a fungdo (3.2) é uma fdp, uma vez que g() e G(¢) > 0 o numerador é
positivo. J& o denominador é majorado por b (quando G(¢) = 0) que é positivo, logo f(z) > 0.
Fazendo a substituicio u = 1 —b[1 — (1 —e*)%] na integral [y° f(t)dt temos

b 11
2 —du=1
l—b/b uzdu ’

logo f(¢) é uma densidade.

A funcdo de sobrevivéncia toma a forma

. b[l-(l—ﬂ“ﬂ
TR ey

E assim, a funcao de risco é dada por
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a(l —e’“)él_lle’“

h(t) = {1 7 [1 — (1 —e"”)“]} [1 _ (1 _e—ﬂu)a]

(3.3)

3.1 Expansao da Densidade

Nesta sessdo desenvolve-se resultados interessantes, que serdo utilizados nas sessoes fu-

turas. Diretamente do teorema binomial para |z] < 1 e r > 0, tem-se que

(1-2) = i(—l)’(?)zi.

Adicionalmente, para |z] <1 e s >0, tem-se

(1—2)7° Z I,
em que (f) é o nimero binomial e I'(-) é fun¢do gamma. Particularmente, para s = 2,

oo

(1-272=Y (j+1)

j=0

Aplicando as expansdes acima repetidas vezes para b € (0,1), pode-se obter

{1—13[1—(1—e—<“>)a]}_2 - i]-l—l [ (1—e—<’”>)a]j

(1-c ¢ ) —Z (“—l)e—wm

Note que o somatério em [ se estende ao infinito, uma vez que a é real positivo. Substituindo

as duas expressoes em (3.2), obtemos

FO =Y wikim-8, 1) (3.4)
Ik lm
em que Y 1, significa Y770 307 0 X7 0 Y 00 g3, (t) representa a fdp da distribuicdo expo-

nencial com parametro 4;,, = e

A
(14+14m)’
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(=DM 1) (7 (ak) (a=1\ -
L bb
Wikl 1+i+m  \k)\ 1)\ m )¢

para b € (0,1). Se pelo contrdrio b > 1, substitui wj;, por

e O () ) e (o

Com o auxilio do software algébrico, como MATHEMATICA ou MAPLE, é possivel concluir

que Y kimWikim = LjkimVjkim =1, tal que a distribuicito MOEG pode ser expressa por
combina¢des lineares da distribuicdo exponencial através de (3.4). A partir daqui, utiliza-se

W; k1,m Nas equacoes expandidas. Para o caso b > 1, deve-se substituir wj s ;, Por v; i m-

3.2 Momentos e Funcao Geradora de Momentos

Os momentos sdo caracteristicas muito importante das distribuicdo, os momentos dao

ideia da tendéncia central, dispersdo e assimetria de uma distribui¢ao.

Teorema 1. Seja T ~ MOEG(A,a,b), o r-ésimo momento € dado por

w=T47r) Y Wiktm M (3.5)
Jok,lm

Prova

Seja X ~ exp(A) uma varidvel aleatéria da distribuicdo exponencial com pardmetro A.

Uma vez que seu r-ésimo momento é E[X'| = w segue diretamente que

u, = E[T=Y Wj,k,l,m/o 1'8,,, (t)dt

j?kvlam

Y [(1+r)
- bklm
Al':m

Corolario 1. Seja T ~ MOEG(A,a,b), a esperanga €

W; klm
-]7 77m
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Corolario 2. A varidnciade T é

o*=E[(T-p7|= ¥ =45

2
J.k,l,m )Ll,m

Corolario 3. A assimetria de T € dada por

@;ﬂ:ﬁ2mml
= V2 (3.6)

n = E

em que 0 =\ 02 é o desvio-padrao da varidvel aleatéria T .

Corolario 4. A curtose de T é

» = E

= 3 (3.7)

Assim, a assimetria e a curtose da distribuicilo MOEG s3o constantes e iguais as da

distribuicao exponencial.

Os cumulantes (k) sdo obtidos diretamente da férmula recursiva

P
p—1
Kp=lp— Y (k_l)ickul’,_k.

k=1

Da equacao recursiva acima seguem as conhecidas férmulas alternativas:

e esperanca: U = K]

e varidncia: 62 =K

e assimetria: ¥ = 55
K

2

L

e curtose: Y = —

o3

3.3 Funcao Quantilica

Invertendo a fd (3.1) obtem-se a fun¢do quantilica da distribuicdo MOEG

1/a
t:Q(p):%{—log [1—(%) ]} (3.8)
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Com a fung&o quantilica (3.8) é possivel simular nimeros pseudo-aleatérios da distribuigdo
T ~MOEG(A,a,b) a partir de p ~U(0,1), isto é, p simulado de uma distribuicdo uniforme
no intervalo zero-um. Na Figura 3.1 foi gerada uma amostra de tamanho 10000 da distribui¢ao
T, pela fungdo (3.8) com pardmetros fixados em A =2, a =35 e b =3. Também foi ajustada,

em azul, a fdp (3.2) para os mesmos valores dos pardmetros, isto é, a densidade verdadeira.

oo — Densidade Verdadeira
<}
o

o T ;

g o

o

1]

c

[0} ;

0 n
o
° N
[e] Lﬂ‘—'—‘_
o .
(=]

Figura 3.1: Histograma de 10000 nimeros pseudo-aleatérios gerados pela funcdo (3.8) para
os valores A = 0,5, a =2 e b =3 com respectiva densidade ajustada.

3.4 Mediana

Uma importante medida de tendéncia central que utilizaremos a seguir é a mediana. A
mesma tem utilidade em Robustez Estatistica, pois a mesma é menos sensivel a extremos que

a média.

Teorema 2. A mediana da distribuicio MOEG(A,a,b) é

mei{ e (725) 7} (39)

Prova Substituindo u = 1 —b[1 — (1 —e*)?] nas equagdes [J" f(¢)dt e [ f(t)dt temos

e e
1—bJy w2 (b—1)m 1=bJwur  (b—1)m"’
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- a
em que m' =1—b [1 — (1 —e"lm> } Igualando as equag¢des acima e resolvendo em m,

chegamos ao resultado desejado.

(c.q.d)

3.5 Desvio Médio e Desvio Mediano

Duas estatisticas que medem a dispersao da varidvel T s3o o desvio em relacdo a média

e o desvio em relagdo a mediana definidos por

§(T) = [ le—ulf)dr e &)= [ le—mif(e)a,
respectivamente, em que u calculado por (3.5) com r =1 é a média de T e m dado por (3.9) é

a mediana de 7. As medidas J;(¢) e 8(¢) sdo expressas em (CORDEIRO; LEMONTE, 2012)

por
Si1(T)=2uG(n)=2J(n) e &(T)=pn—2J(m), (3.10)

em que G(g) é obtido de (3.1) e J(¢q) = [t f(¢)dt. Considerando o caso b € (0,1), podemos

escrever

hd q
J(q) = Z Wj,k,l,m/o 182,m,0

j7k7l7m
had 1— (1 — qﬂ‘l )efq)’l,m
- Z W) kilm M ) (3.11)
Jokodm Mm

Se b > 1, substituimos wj s ;m Por vj i, em (3.11).

3.6 Aplicacoes

Passamos agora ao ajuste do modelo a dados reais e o confronto do modelo proposto com
seus submodelos e as distribuicdes gama, de Weibull e log-normal, comumente empregadas
nas teorias de Analise de Sobrevivéncia e Confiabilidade. A Tabela 3.1 traz um resumo das

principais estatisticas dos dados testados.
Aplicacao 1

Para o primeiro ajuste foram utilizadas 25 observa¢oes provenientes de magnitudes de
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Tabela 3.1: Tamanho amostral(n), médis, variancia, coeficiente de variagdo, minimo, mediana
e maximo dos conjuntos de dados trabalhados

n  Média Variancia Coef. variacdo Minimo Mediana Maximo
Dados 1 25 6,6 0,27 7,96 6,00 6,50 7,90
Dados 2 100 134,11 490,30 16,51 70,00 133,50 212,00

terremotos, na escala logaritmica dos momentos, na falha da Anatélia préxima ao Mar Morto
(RISTIC; NADARAJAH, 2012).

Pode-se observar por meio da Tabela 3.2 mostra as estimativas dos parametros, erros-
padrdes, estatistica de Wald, para as distribui¢des simbolizadas por MOEG1 (distribuicdo
proposta), MOEG2 (submodelo quando a = 1), MOEG3 (submodelo quando 8 = 1), gama,
Weibull e log-normal.

Tabela 3.2: Estimativas dos parametros, erros-padrao, estatistica de Wald, MOGE1, MOGE?2,

MOGES3, gama, de Weibull e log-normal para o conjunto de dados de magnitudes de terremo-
tos.

Parametro estimativa erro-padrao  Wald

o 83,032 7,371 11,265

MOEG1 B 0,013 0,005 2,600
A 0,553 0,025 22,120

MOEG2 B 543,192 46,552 11,668
A 1,418 0,0203 69,852

MOEG3 o 4,452 0,180 24,733
A 0,283 0,005 56,600
Weibull o 0,207 0,001 270,000
B 10,673 0,232 46,004

Gama o 28,859 1,283 22,493
B 6,246 0,280 22,307
Log-normal u 1,527 0,002 763,500
o 0,085 0,002 42,500




31

Com base no teste Wald, se afirma que os parametros a, B e A do modelo proposto
MOEG1 sao significativos ao nivel de confianga de 95%. O mesmo teste indica que os
parametros de todas as distribuicdes subsequentes s3o significativos para este conjunto de
dados. Na Tabela 3.3 encontram os valores dos AlC's e BIC's para cada distribuicdo ajustada
ao conjunto de dados de magnitudes de terremotos.

Tabela 3.3: Critério da Informagdo de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC) para as distribui¢des
estudadas ajustadas aos dados de magnitudes de terremotos.

AIC BIC
MOGE1 964,532 979,256
MOGE2  2258,721 2268,537
MOGE3  3390,707 3400,523
Weibull 1270,478 1280,293
Gama 1750,725 1760,540
Log-normal 980,125 982,563

Tomando como base o menor AIC e BIC, a distribuicio proposta é a mais adequada. A
seguir na Figura 3.2 sdo plotados, num mesmo grafico, o histograma dos dados e as densidades

das distribuicGes distribuicGes aqui analisadas.

- (ama
v Logenomal
— Werhul

Densidade
1

60 65 0 75 80

Dados

Figura 3.2: Histograma dos dados de magnitudes de terremotos e o confronto do modelo
proposto com seus submodelos e as distribuicées gama, de Weibull e log-normal
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Como se pode observar no grafico a acima, poucos modelos tiveram um bom ajuste ao
grafico. O modelo proposto MOGEL, e a distribuicdo Log-Normal s3o aqueles que visualmente

apresentam os melhores ajustes aos dados.

Na Tabela 3.4 se podem observar o teste da razdo de verossilhangas. Ao nivel de significan-

cia de 5% se rejeita a hipdtese nula, ou seja os modelos reduzidos devem ser descartados.

Tabela 3.4: Log-verossimilhanca e estatisticas do testa de razdo de verossimilhan¢as para o
modelo proposto contra seus submodelos.

Modelo 0(0) 2 4(0) TRV

MOEG1 -479,266  -958,532 -
MOEG2 -1127,361 -2254,722 1296,190
MOEG3 -1693,354 -3386,708 2428,176

Aplicacao 2

Para a préxima aplicagdo, tomou-se os dados de (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969) ref-
erentes aos tempos de vida de componentes de aluminio expostos a a uma pressao de 31000
psi.

A Tabela 3.5 mostra as estimativas dos parametros, erros-padrdes, estatistica de Wald,
para as distribuicGes simbolizadas por MOEGL1 (distribuicdo proposta), MOEG2 (submodelo
quando o = 1), MOEG3 (submodelo quando B = 1), gama e log-normal ajustadas para os
dados descritos acima.

Tabela 3.5: Estimativas dos pardmetros, erros-padrdes, estatistica de Wald, MOGE1, MOGE?2,
MOGE3, gama, log-normal para o conjunto de dados de aluminio

Pardmetro estimativa erro-padrao  Wald

o 209,330 264,361 0,792
MOEG1 B 190,295 272,043 0,700
A 0,079 0,007 12,201
MOEG2 B 268,542 72,675 3,695
2 0,044 0,002 19,883
MOEG3 o 268,542 72,675 3,695
2 0,044 0,002 19,883
Gama o 36,549 5,142 7,108
B 0,273 0,039 7,059
Log-normal m 4885 0017 291,864
c 0,028 0,004 7,007

Outra vez, com base no teste Wald, se afirma que os parametros a e 8 do modelo proposto
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MOEGT1 s3o n3o significativos ao nivel de confianca de 95%, com A significativo. O teste ainda
indica que os parametros de todas as distribuicoes subsequentes s3o significativos para este
conjunto de dados. Na Tabela 3.6 se encontram os valores dos AIC's e BIC's para cada
distribuicdo ajustada ao conjunto de dados reais de tempos de falha da aluminios submetidos
a pressao de 31000 psi.

Tabela 3.6: Critério da Informagdo de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC) para as distribui¢cdes
estudadas ajustadas aos dados de tempos de falha de aluminio

AlIC BIC
MOGE1 905,392 913,208
MOGE2 950,567 955,778
MOGE3 950,567 955,778
Gama 905,677 910,888
Log-normal 907,247 912,458

De acordo com a esta tabela, a distribuicdo proposta MOEG1 é o melhor modelo testado
uma vez que os menores valores de AIC e BIC sdo para esta distribuicdo. A distribuicao gama,
desta vez esta em segundo lugar. A seguir na Figura 3.3 s3o plotados, num mesmo grafico, o

histograma dos dados e as densidades das distribui¢des distribuicdes aqui analisadas.

Densidade

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
1

100 150 200

Dados

Figura 3.3: Histograma dos dados de aluminio e o confronto do modelo proposto com seus
submodelos e as distribuicdes gama e log-normal

Como se pode observar no grafico a acima, o modelo proposto MOEG, com parametros
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o, B e A livres, apresentado pela linha preta se ajusta bem aos dados. Outras distribuicGes
que se ajustam bem visualmente sdo as distribuicoes gama e log-normal.

Na Tabela 3.7 se podem observar o teste da razdo de verossilhangas. Ao nivel de significan-

cia de 5% se rejeita a hipétese nula, ou seja os modelos reduzidos devem ser descartados.

Tabela 3.7: Log-verossimilhanca e estatisticas do testa de razdo de verossimilhan¢as para o
modelo proposto contra seus submodelos.

Modelo 0(0) 2¢(0) TRV
MOEG1 -449,696 -899,392 -

MOEG2 -473,284 -946,568 47,176
MOEG3 -473,284 -946,568 47,176

Assim, embora o teste de Wald determinasse a ndo significincia dos parametros da dis-
tribuicdo triparamétrica proposta, pelo Teste da Razdo de Verossimilhancas e pelos critérios
de AIC e BIC observou-se que a distribuicdo se ajusta bem a dados de andlise de sobrevivéncia

e pode competir com distribui¢oes cldssicas da area.
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Conclusao

Conclui-se que ao introduzir um segundo parametro a familia Marshall-Olkin, obtere-
mos uma distribuicdo Marshall-Olkin Exponencial Generalizada (MOEG), uma distribuicdo
triparamétrica podendo competir com a distribuicdo beta exponencial e Weibull generalizada.
Com base no grafico da Figura 3.4 observar-se que o parametro alfa tem uma relacido di-
reta com a taxa de sobrevivéncia. Na Figura 3.5b é possivel observar que a fung¢do de risco
tem um comportamento da forma crescente-decrescente-constante ou decrescente-constante-
crescente, que denominamos curva de banheira ou banheira invertida, demostrando assim o

quanto a distribuicdo Marshall-Olkin é flexivel.

Tomando como base o menor coeficiente de Akaike(AlC) em todas as aplicagcdes, o modelo

proposto € o mais indicado.
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Apéndice A: Elementos da Matriz Observadas de Fisher

Abaixo s3o relacionadas todas as derivadas segundas da informag¢do observadas de Fisher

para a distribuicdo Marshall-Olkin Generalizada.
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Apéndice B: Codigo R utilizado para

fazer os ajustes.

#x=round (rgamma (50,2,1)+rweibull (50,5,1),1)

x=c(1.8, 1.4, 1.7, 1.8, 4.9, 1.1, 1.8, 1.3, 3.2, 3.3, 5.1,

3.6, 1.7, 2.1, 2.2, 3.9, 3.4, 2.1, 1.2, 4.2, 1.2, 0.9, 2.4,

2.6, 6.0, 1.4, 2.5, 1.9, 2.2, 0.8, 2.3, 2.1, 9.8, 1.3, 2.5,

1.4, 4.1, 3.7, 2.0, 1.5, 1.8, 5.6, 4.6, 2.1, 2.6, 4.1, 5.6, 1.1, 2.0, 4.1)

# Tempos de vida de componentes de aluminio expostos a 31000 psi
#x=c(70,90,97,99,100,103,104,104,105,
107,108,108,108,109,109,112,112,113,
114,114,114,116,119,120,120,120,121,
121,123,124,124,124,124,124,128,128,
129,129,130,130,130,131,131,131,131,
131,132,132,132,133,134,134,134,134,
134,136,136,137,138,138,138,139,139,
141,141,142,142,142,142,142,142,144,
144,145,146,148,148,149,151,151,152,
155,156,157,157,157,157,158,159,162,
163,163,164,166,166,168,170,174,196,
212)

# Tempos de reparo em (horas) de um trasceptor aéreo

#x=c(0.2, 0.3, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.6, 0.6,
0.7, 0.7, 0.7, 0.8, 0.8, 1.0, 1.0, 1.0,
1.0,1.1, 1.3, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 2.0,
2.0, 2.2, 2.5, 2.7, 3.0, 3.0, 3.3, 3.3,
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4.0, 4.0, 4.5, 4.7, 5.0, 5.4, 5.4, 7.0,
7.5, 8.8, 9.0, 10.3, 22.0, 24.5)
n=length(x)

#H##afHHH#RARS MOEG #######H R R R R R

11 <- function(z){
a <- z[1]
b <- z[2]
1 <- z[3]
n <- length(x)
11= n*log(a*b*1l)-1l*sum(x) + (a-1)*sum( log( l-exp(-1*x) ) ) -
2xsum( log( 1 - (1-b)*( 1- ( l-exp(-1*x) )~a ) ) )

par<-c(.1,.1,.1)
fit<-optim(par, 11, method = "BFGS" ,
control=list(fnscale=-1) ,hessian=TRUE)

est<-fit$par
lik<-fit$value
est

estiml=est

errol=sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))

1lik
aicl=2xlength(par)-2x1ik
bicl=-2%1lik+length(par)*log(n)

hist(x,breaks=12,freq=FALSE,
ylab=’Densidade’ ,xlab=’Dados’,main=’")

a<-est[1]

b<-est [2]
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1<-est[3]
density2<-function(x){

axb*x1*(1-exp(-1*x))~(a-1)*exp(-1*x) /(1 - (1-b)*( 1- ( 1l-exp(-1*x) )~a ))"2}
curve (density2(x) ,add=TRUE, col=1,1wd=2)

HafHHa g MOEG  a=1 ######HaH
a=1
11 <- function(z){

b <- z[1]

1 <- z[2]

n <- length(x)

11= n*log(a*b*1)-1*sum(x) + (a-1)*sum( log( 1l-exp(-1*x) ) ) -

2¢sum( log( 1 - (1-b)*( 1- ( 1-exp(-1*x) )"a ) ) )

#x=round (rgamma(50,2,1)+rweibull (50,5,1),1)
#n=length (x)

par<-c(.1,.1)

#fit<-optim(par, 11, gr = grad, method = "BFGS" ,
#control=1list (fnscale=-1) ,hessian=TRUE)
fit<-optim(par, 11, method = "BFGS" ,

control=list(fnscale=-1) ,hessian=TRUE)

est<-fit$par
lik<-fit$value
est

estim2=est

erro2=sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))

1lik
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aic2=2xlength(par)-2x1ik
bic2=-2*1lik+length(par)*log(n)

#hist (x,breaks=12,freq=FALSE)
#a<-est[1]
b<-est[1]
1<-est[2]
densityl<-function(x){
axb*x1lx(1-exp(-1%*x)) "~ (a-1)*exp(-1*x)/( 1- (1-b)* (l-exp(-a*xlx*x)) )~2}
curve (density2(x) ,add=TRUE, col=2,1wd=2)

#udHnadHaaHt MOEG b=1 ####d#HanddHa#a i ads
b=1
11 <- function(z){

a <- z[1]

1 <- z[2]

n <- length(x)

11= n*log(a*b*1)-1*sum(x) + (a-1)*sum( log( 1l-exp(-1*x) ) ) -

2xsum( log( 1 - (1-b)*( 1- ( l-exp(-1*x) )~a ) ) )

par<-c(.1,.1)

#fit<-optim(par, 11, gr = grad, method = "BFGS" ,
#control=1list (fnscale=-1) ,hessian=TRUE)
fit<-optim(par, 11, method = "BFGS" ,

control=list(fnscale=-1) ,hessian=TRUE)

est<-fit$par
lik<-fit$value

est



estim3=est

erro3=sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))

lik
aic3=2*length(par)-2*lik
bic3=-2*1lik+length(par)*log(n)

#hist (x,breaks=12,freq=FALSE)
a<-est[1]
1<-est[2]
densityl<-function(x){
axb*x1*(1-exp(-1*x))~(a-1)*exp(-1*x)/( 1- (1-b)* (l-exp(-a*l*x)) )~2}
curve (density2(x) ,add=TRUE, col=3,1wd=2)

HHBHAHHHHRARS Gama FHHHFHHHHH B R R R R R R

11 <- function(z){
a <- z[1]
b <- z[2]
n <- length(x)
11= n*a*xlog(b)-b*sum(x) - n*log(gamma(a)) + (a-1)*sum(log(x))

par<-c(1,1)
fit<-optim(par, 11, method = "BFGS" ,
control=list(fnscale=-1) ,hessian=TRUE)

est<-fit$par

lik<-fit$value

estimd=est
erro4=sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))
1lik
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aic4=2xlength(par)-2x1ik
bic4=-2*1lik+length(par)*log(n)

#hist (x,breaks=12,freq=FALSE)
a<-est[1]
b<-est [2]
density2<-function(x){
dgamma(x,a,b)
}
curve (density2(x) ,add=TRUE, col=4,1wd=2)

#H##HHHH#AAAS Log—normal #####HHHHHH R R R

11 <- function(z){
mu <- z[1]
s <= z[2]
n <- length(x)
11= -n/2*log(2*pixs)-sum( (log(x)-mu) ~2/(2*s) )-sum(log(x))

par<-c(.1,.1)
fit<-optim(par, 11, method = "BFGS" ,
control=list(fnscale=-1) ,hessian=TRUE)

est<-fit$par

lik<-fit$value

estimb=est
errob=sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))
lik

aicb=2xlength(par)-2x1ik
bicb=-2*1lik+length(par)*log(n)
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#hist (x,breaks=12,freq=FALSE)
mu<-est [1]
s<-est [2]
density2<-function(x){
1/ (x*sqrt (2xpixs))*exp(-(log(x)-mu) "2/ (2%s))
}
curve (density2(x) ,add=TRUE, col=7,1lwd=2)
legend (’topright’,c(’MOEG1’ ,expression(MOEG2) , ’MOEG3’,’Gama’,’Log-normal’),
col=c(1,2,3,4,7),1lwd=2)

#Tabelas

#Estimativas
estiml
estim2
estim3
estim4d

estimb

#Erros Padrao
errol
erro?2
erro3
errod

errob

# Estatisticas de Wald
estiml/errol
estim2/erro2
estim3/erro3
estimé4/erro4d

estimb/erro5



#AIC (Criterio de Informacdo de Akaike)
aicl
aic2
aic3
aic4d

aich

#BIC
bicl
bic2
bic3
bic4d
bich

mean (x)
sd(x)
sd(x) /mean(x)
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