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Resumo

Curvas de crescimento são ferramentas para predizer o potencial fenot́ıpico de um
animal. Estas permitem a previsão do desempenho de caracteŕısticas de importância
econômica como peso corporal. Neste trabalho, o objetivo foi ajustar curvas de cres-
cimento em dados que simulam os pesos de suinos ao longo dos dias. Para isso, foram
utilizados 2.025 indiv́ıduos de duas famı́lias em cinco momentos distintos (0, 132, 265, 397,
560) dias. Os dados foram submetidos ao ajuste dos modelos von Bertalanffy, Loǵıstico e
Gompertz. O método utilizado para o ajuste foi o iterativo Gauss-Newton, por meio da
técnica dos modelos não-lineares utilizando-se o procedimento nls do programa computa-
cional R. Os parâmetros estimados foram α (valor assintótico), β (maturidade do animal),
k (taxa de maturação) e m (ponto de inflexão) . A interpretação biológica dos parâmetros,
o coeficiente de determinação, o quadrado médio dos reśıduos, o intervalo de confiança
a 95% das estimativas, o AIC (Informação de Akaike) e o BIC (Informação de Bayes),
foram utilizados como critérios para a escolha dos modelos que melhor se ajustaram aos
dados simulados. Dentre os modelos ajustados o modelo Loǵıstico foi o que apresentou
melhor ajuste.
Palavras-chaves: Curva de crescimento, modelo não-linear, seleção de modelos.



Abstract

Growth curves are potential tools to predict the phenotype of an animal.These allow
the prediction of the performance characteristics of economic importance such as body
weight. In this work, the goal was to adjust data in growth curves that simulate the
weights of cattle throughout the day. For this, we used 2,025 individuals from two fami-
lies in five different times (0, 132, 265.397, 560). The data were submitted by the models
to fit von Bertalanffy, Gompertz and Logistic. The method was used to adjust the ite-
rative Gauss-Newton, using the technique of nonlinear models using the procedure nls
computer program R. The estimated parameters were α (asymptotic value), β (maturity
of the animal), k (maturing rate) in (inflection point). The biological interpretation of
parameters, the coefficient of determination, mean square of the waste, the confidence
interval 95% of the estimates, the AIC (Akaike Information) and BIC (Bayesian Infor-
mation) were used as criteria for the choice of models that best fit the data. Among the
models fitted the logistic model was presented the best adjustment.
Key-words: Growth curve, non-linear model, model selection.
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1 Introdução

A análise de regressão tem o objetivo de verificar a existência de uma relação funcional

significativa entre uma variável com uma ou mais variáveis, obtendo-se uma equação que

explique a variação da variável dependente em relação aos ńıveis das variáveis indepen-

dentes. Gujarati (2006) afirma que alguns modelos podem parecer não-lineares nos parâ-

metros, mas são inerente ou intrinsecamente lineares pois com as devidas transformações,

podem-se tornar modelos de regressão lineares com novos parâmetros.

Na prática, um modelo não-linear é linearizado para facilitar a obtenção das estima-

tivas dos parâmetros (BATES e WATTS, 1988). O inconveniente de uma transformação

é que além do parâmetro perder sua interpretação intŕınseca, pode-se alterar a estrutura

e a distribuição do erro. Ou seja, se os erros do modelo original satisfazem às suposições

usuais de normalidade, independência e homogeneidade da variância, os erros do novo

modelo, em geral, não satisfarão tais suposições porque tais transformações podem mu-

dar a forma da distribuição dos mesmos ou fazer com que a variância desta distribuição

deixe de ser constante (CURRIE, 1982).

Segundo Oliveira (1995), modelos matemáticos não-lineares, desenvolvidos empirica-

mente, têm se mostrado adequados para descrever curvas de crescimento. Em bovinos, os

cinco mais utilizados são: Brody, Von Bertalanffy, Richards, Loǵıstico e Gompertz. Além

dos parâmetros que são estimados diretamente do modelo e que apresentam interpretação

biológica, podem ser obtidos também os parâmetros genéticos referentes aos indiv́ıduos,

como as herdabilidades e correlações, as quais podem ser utilizadas em programas de

melhoramento animal.

O objetivo deste trabalho foi obter estimativas para os parâmetros dos modelos não-

lineares de curva de crescimento Loǵıstico, Gompertz e von Bertalanffy através de métodos

numéricos, compará-los entre si e identificar o modelo que melhor se ajusta ao padrão de

crescimento utilizando para isso dados simulados.
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2 Fundamentação Teórica

2.1 Modelos de regressão linear

A análise de regressão é uma das técnicas de estimação mais usadas na estat́ıstica, com

aplicações na indústria, economia, estudos biológicos, entre outros. Um dos objetivos do

modelo de regressão é explicar a existência da relação funcional de uma ou mais variáveis

de interesse em função de outras variáveis explicativas. Sendo X à variável explicativa

(independente) e Y à variável resposta (dependente). Outros objetivos da análise de

regressão são estimação de parâmetros, predição e controle, assim é posśıvel determinar

como duas ou mais variáveis se relacionam, além de estimar a função que determina

a relação entre as variáveis e usar a equação ajustada para prever valores da variável

dependente.

Com base numa amostra, a equação estimada não responde ao pesquisador se a va-

riação da variável independente X influencia significativamente na variação da variável

dependente Y . Ela apenas estabelece uma relação funcional não determińıstica entre a

variável Y e X, para mostrar claramente o fenômeno em estudo (SOUZA, 2008).

É conveniente realizar um teste estat́ıstico para estimativas dos coeficientes da equação

de regressão estimada, por meio deste teste é posśıvel quantificar quanto da variação da

variável independente influência significativamente a variação da variável dependente,

neste caso, o teste F da análise da variância proposto por Fisher e Snedecor é o mais

utilizado (BATES e WATTS, 1988).

A regressão linear fornece estimativas para o vetor de parâmetros β = (β1, β2, ..., βp)
T

no modelo:

Yn = β1xn1 + β2xn2 + ...+ βpxnp + εn = (xn1, xn2, ..., xnp)β + εn (2.1)

em que a variável aleatória Yn, representa a resposta n, n = 1, 2, ..., N , tem uma parte

determińıstica, (xn1, xn2, ..., xnp)β, depende das variáveis regressoras e dos parâmetros e
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uma parte estocástica, representada pela variável aleatória εn, que é o erro aleatório. O

modelo linear (2.1) pode ser escrito na forma matricial como:

Y = Xβ + ε (2.2)

na qual Y é o vetor das variáveis aleatórias representando os dados observados, X é a

matriz de dimensões N ×P , das variáveis regressoras e tem posto coluna completo, sendo

P o número de parâmetros e N o número de observações do modelo

X =


x11 x12 x13 · · · x1P

x21 x22 x23 · · · x2P
...

...
...

. . .
...

xN1 xN2 xN3 · · · xNP


β é o vetor dos parâmetros com dimensão P × 1, e ε é o vetor das variáveis aleatórias

não observáveis de dimensão N × 1. O modelo matemático para as respostas pode ser

obtido através da parte determińıstica, Xβ, juntamente com uma função de parâmetros

e variáveis regressoras. Para o modelo (2.2) supõe-se em geral, que:

E [ε] = 0

ou

E[y] = Xβ (2.3)

Portanto, a função esperança para o modelo de regressão é chamada de Xβ e X de

matriz derivada, que se adquire derivando-se o modelo em relação a β.

Além dos pressupostos gerais acerca da correta especificação do modelo e da medição

sem erros das variáveis observadas, um pressuposto importante para todo o desenvolvi-

mento é de que os erros do modelo têm média zero (2.3), não estão correlacionados e têm

variância constante σ2. Uma condição adicional para os erros do modelo é de que estejam

normalmente distribúıdos. Admitindo-se que o ε é normalmente distribúıdo com:

V ar[ε] = E[εεT ] = Iσ2, (2.4)

em que a matriz identidade N × N é denotada por I, assim, a função densidade de

probabilidade conjunta para o y, dado o β e a σ2, é:

P
(
y|β, σ2

)
=
(
2π σ2

)−N
2 exp

(
− (y−Xβ)T (y−Xβ)

2σ2

)
(2.5)
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A ideia principal aqui é fazer inferência sobre σ2 e os P parâmetros de β. Para

as inferências sobre os parâmetros é necessário a utilização de métodos de estimação,

dentre os métodos de estimação mais utilizados na regressão estão o método dos mı́nimos

quadradros e de máxima verossimilhança.

2.2 Modelos de regressão não-linear

A definição de um modelo não-linear apresentada pela maioria dos autores, como

Draper e Smith (1998), Bates e Watts (1988), Ratkowsky (1983) e outros, é que pelo

menos uma derivada parcial da variável dependente, com relação a algum parâmetro

presente no modelo, depende de algum parâmetro.

2.2.1 Modelos de regressão intrinsecamente lineares

Segundo Gujarati (2006) alguns modelos podem parecer não-lineares nos parâmetros,

mas são intrinsecamente lineares, pois, as devidas transformações, podem se tornar mo-

delos de regressão lineares em novos parâmetros. Gujarati (2006) utilizando-se a função

de produção de Cobb-Douglas, detalha esse conceito fazendo-se Y= produção, X2= mão-

de-obra, X3= capital e ui o componente do erro aleatório. Pode-se escrever esta função

de três maneiras:

A primeira:

Yi = β1X
β2
2i X

β3
3i e

ui (2.6)

Aplicando-se o logaritmo neperiano em ambos os membros da equação (2.6), obtém-se

o modelo:

Wi = α + β2 lnX2i + β3 lnX3i +ui (2.7)

Com α = ln β1 e Wi = lnYi e as seguintes derivadas parciais em relação aos novos

parâmetros
∂ Wi

∂α
= 1;

∂ Wi

∂ β2
= lnX2i e

∂ Wi

∂ β3
= lnX3i

não dependem dos parâmetros, o que de acordo com a definição de linearidade, indica que

o modelo (2.6) é intrinsecamente linear e (2.7) é linear segundo os parâmetros α, β2 e β3

A segunda:

Yi = β1X
β2
2i X

β3
3i ui (2.8)
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Aplicando-se o logaritmo neperiano em ambos os membros da igualdade (2.8), o mo-

delo passou-se a:

Wi = α + β2 lnX2i + β3 lnX3i + lnui (2.9)

com α = ln β1 e Wi = lnYi as seguintes derivadas parciais em relação aos novos parâmetros

são:
∂ Wi

∂α
= 1;

∂ Wi

∂ β2
= lnX2i e

∂ Wi

∂ β3
= lnX3i

Pode-se concluir de acordo com a definição de linearidade, o modelo (2.8) é intrinse-

camente linear e que o modelo (2.9) é linear segundo os parâmetros α, β2 e β3.

Em uma terceira possibilidade, considerando-se o modelo (2.8)

Yi = β1X
β2
2i X

β3
3i ui

Sem o uso de transformações no modelo (2.8) tem-se que as derivadas parciais de Yi

em relação aos parâmetros dependem dos mesmos:

∂ Yi
∂ β1

= X
β2
2i X

β3
3i ;

∂ Yi
∂ β2

= β1X
β2
2i X

β3
3i ln (X2i) e

∂ Yi
∂ β3

= β1X
β2
2i X

β3
3i ln (X3i)

neste sentido não existe possibilidades de transformá-la em um modelo linear nos parâmetros

e nem satisfaz a definição de um modelo de regressão linear o modelo (2.2.1).

Os modelos não-lineares são linearizados para facilitar a obtenção das estimativas dos

parâmetros (BATES e WATTS, 1988). Segundo CURRIE (1982), se por um lado os erros

do modelo original satisfazem às suposições usuais de normalidade, independência e homo-

geneidade da variância, por outro, os erros do novo modelo, não satisfarão tais suposições

e as transformações farão com que os parâmetros percam sua explicação intŕınseca, e além

do mais, poderá alterar a estrutura e as distribuições dos erros.

2.2.2 Modelos de regressão intŕınsecamente não-lineares

Diz-se que um modelo de regressão é intrinsecamente não-linear nos parâmetros,

quando ele não é linear e nem intrinsecamente linear. Segundo Gallant (1987) uma das

mais comuns circunstâncias em análise estat́ıstica é aquela de dados observados que con-

siste em respostas univariadas Yt, conhecidas sendo dependentes com contribuição Xt que

pode ser representada pela seguinte equação de regressão:

yt = f (xt,θ) + εt, t = 1, 2, ..., N (2.10)
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em que θ = (θ1, θ2, ..., θP ) é um vetor P-dimensional de parâmetros desconhecidos e εt é o

erro aleatório aditivo, em que os erros são independentes identicamente distribúıdos com

média zero e variância σ2.

A sequência de valores de xt também é chamada de ajuste experimental. A função

modelo f = (xt,θ) é determinada pelo vetor de parâmetros e o ajuste experimental sobre

as suposições de que E[εt] = 0 , é o valor esperado de yt condicional a xt e θ (BATES e

WATTS, 1980).

E [yt |xt,θ] = f (xt,θ)

Como exemplo de uma função não-linear têm-se:

f (X, θ0, θ1, θ2) = θ0 + θ1 eθ2
X

Se pelo menos uma das derivadas parciais ∂f
∂ θi

depende de pelo menos um dos parâmetros,

então, f(.) é não-linear nos parâmetros.

∂f

∂ θ0
= 1,

∂f

∂ θ1
= eθ2X e

∂f

∂ θ2
= θ1Xe

θ2X

Sendo, assim, a linearidade ou a não linearidade de uma função está ligada aos

parâmetros, ou seja, uma função é dita linear nos parâmetros se y depende apenas de

uma variável X, isto é,

Y = f (X, θ0, θ1, ..., θk) + ε

Tem-se que f(.) é linear nos parâmetros θ0, θ1, ..., θk se

∂f

∂ θi
= g (X) , i = 0, 1, ..., k,

sendo g(X) dependente apenas de X.

2.2.2.1 Método de estimação por mı́nimos quadrados

O desenvolvimento dos métodos dos mı́nimos quadrados, de acordo com Memória

(2004), está relacionado à aplicações na astronomia para a determinação das órbitas de

cometas e planetas. Atualmente é utilizado nas mais variadas ciências, sendo uma técnica

de otimização matemática (“minimizar ou maximizar”), utilizada quando tem-se uma

distribuição de pontos e se quer ajustar a melhor curva a este conjunto de dados tentando-

se minimizar os erros ou desvios entre os valores observados e os valores projetados a partir

do modelo estimado.
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Define-se a soma de quadrados dos erros para o modelo não-linear fornecido pelos

dados como (DRAPER e SMITH, 1998):

S(θ) =
N∑
t=1

{yt − f(xt,θ)}2 (2.11)

Desde que yt e xt sejam observações fixas, a soma dos quadrados é uma função de

θ. A estimativa de mı́nimos quadrados θ̂ de θ é o valor que minimiza S (θ). Pode ser

mostrado que a estimativa de mı́nimos quadrados de θ é a mesma estimativa obtida pela

máxima verossimilhança (DRAPER e SMITH, 1998). Para encontrar o estimador de

mı́nimos quadrados θ̂ é necessário diferenciar a Equação (2.12) com relação a θ. Isso gera

P equações normais que precisam ser resolvidas para θ̂. As equações normais podem ser

tomadas na forma:

N∑
t=1

{yt − f (xt,θ)}
[
∂f (xt,θ)

∂θi

]
θ=θ̂

= 0 (2.12)

para t = 1, 2, ..., P em que a quantidade denotada pelos colchetes são as derivadas de

f (xi,θ) com os respectivos θt com todos os θ′s substitúıdos pelos correspondentes θ̂
′
s,

que têm o mesmo subscrito.

Para cada ajuste experimental considerando xt, a resposta condicional será:

ηt (θ) = E [yt |θ] = f (xt,θ) (2.13)

e os vetores

η (θ) = (η1 (θ) , η2 (θ) , ... ηN (θ))T , y = (y1, y2, ..., y3)
T e ε = (ε1, ε2, ..., ε3)

T ,

logo, pode-se escrever o modelo em forma vetorial como:

y = η (θ) + ε (2.14)

e a função de quadrados (2.12) como:

S (θ) = ‖y− η (θ)‖2 (2.15)

em que a norma de um vetor é indicador por ‖.‖.

O método dos mı́nimos quadrados é utilizado na estimação dos parâmetros em mo-

delos não-lineares, da mesma maneira que em modelos lineares. Porém, para o Sistema
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de Equação Normais não-linear, não existe uma solução expĺıcita a qual deve ser obtida

através de processos iterativos por aproximação em série de Taylor, usando-se um soft-

ware (GALLANT, 1987). A maioria dos algoritmos para computação das estimativas

de mı́nimos quadrados θ̂ e a maioria dos métodos inferenciais para modelos não-lineares

são baseados em métodos iterativos que consideram uma aproximação linear local para o

modelo (BATES e WATTS, 1980).

2.2.2.2 Aproximação linear

A função modelo do valor de um parâmetro θ0 é aproximada por:

f
(
xt,θ

0
) ∼= f

(
xt,θ

0
)

+
P∑
i=1

(θi − θ0i ) vi (xi)

em que:

vi (xi) =

∂f
(
x
t,θ

)
∂ θi


θ=θ0

Agrupando-se os componentes dentro dos vetores η (θ) , η
(
θ0
)
e vi, em que:

vi = (vi (x1) , vi (x2) , ..., vi (xn))T =

[
∂η

∂θi

]
θ=θ0

, i = 1, 2, ..., P

tem-se:

(ηθ) ∼= η
(
θ0
)

+
P∑
i=1

(
θi− θ0i

)
vi

(ηθ) ∼= η
(
θ0
)

+ V0
(
θ − θ0

)
(2.16)

em que V0 é a matriz de derivadas avaliada em θ0, tendo como colunas os vetores vis

ordenadamente. A matriz V0 também chamada de matriz jacobiana de ordem NxP de

(ηθ) avaliada em θ0:

V0 =


∂ η

1

(
θ

)
∂ θ1

∂ η
1

(
θ

)
∂ θ2

· · ·
∂ η

1

(
θ

)
∂ θP

...
...

. . .
...

∂ η
n

(
θ

)
∂ θ1

∂ η
n

(
θ

)
∂ θ2

· · ·
∂ η

n

(
θ

)
∂ θP


θ=θ0

O efeito dessa aproximação linear consiste juntamente segundo Bates & Watts (1980),

em substituir o local da solução pelo seu plano tangente em η (θ). A aproximação da

linearidade do modelo afeta diretamente a efetividade do algoritmo de mı́nimos quadrados

e a validade das inferências feitas no que se refere aos parâmetros de um modelo não linear.
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2.2.2.3 O método de Gauss-Newton

Gauss sugere uma aproximação linear à função esperança, como em (2.16), para me-

lhorar o θ0 como valor inicial para θ e continuar melhorando as estimativas, até que as

mudanças não mais existam. Esse método expande uma série de Taylor sobre θi (o subs-

crito i-ésima interação), segundo Ratkowsky (1983), como em (2.16). Rearranjando-se

(2.17) com (2.16), tem-se:

S (θ) = ‖y− η (θ)‖2 = [y− η (θ)]2 [y− η (θ)] =

∼= [y− (η (θi) + vi (θ − θi))]T [y− (η (θi) + vi (θ − θi))] =

= [(y− η (θi))− vi (θ − θi)]T [(y− η (θi))− vi (θ − θi)] =

= [y− η (θi)]
T [y− η (θi)]⇒

−2 [y− η (θi)]
T vi (θ − θi) + (θ − θi)T vTi vi (θ − θi)

O vetor gradiente g (θ) =

〈
∂s(θ)
∂θ1

,
∂s(θ)
∂θ2

, ...,
∂s(θ)
∂θP

〉T
é, então:

g (θ) = −2 vTi [y− η (θi)] + 2 vTi vi (θ − θi)

Igualando-se essa expressão a zero e rearranjando-se os valores, obtém-se:

θi+1 = θi +
[
V
T
i Vi

]−1
VT
i [y− η (θi)] (2.17)

Com valores iniciais para θ com i = 1, o processo continua até a convergência que ocorre

quando ‖θi+1 − θ‖ é menor do que alguma quantidade pequena pré-fixada.

Para Draper e Smith (1998), o método da linearização pode convergir muito lenta-

mente; pode oscilar bastante, continuamente mudando-se de direção e, muitas vezes, de

modo crescente, decrescendo-se a soma de quadrados. Entretanto, a solução pode es-

tabilizar eventualmente e pode não convergir sob qualquer condição e, constantemente,

divergir. Desde que tal modelo pode ser escrito da forma:

y = Xθ + ε,

o método de Grauss-Newton serve também para encontrar as estimativas em modelos de

regressão linear em que X é a matriz N ×P de variáveis regressoras, cuja primeira coluna

pode ser um vetor unitário, se a função modelo incluir um termo constante. A matriz
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jacobiana é:

V0 = X

para a função modelo acima.

Para qualquer valor arbitrário utilizado como estimativa inicial, por exemplo, θ0, o

vetor de estimativas atualizado θ1 é:

θi+1 = θ0 +
[
VT

0 V0

]−1
VT

0 [y− η (θ0)]

= θ0 +
[
XT X

]−1
XT [y−Xθ0]

= θ0 +
[
XT X

]−1
XT y−

[
XT X

]−1 [
XT X

]
θ0

= θ0 +
[
XT X

]−1
XT y− θ0

=
[
XT X

]−1
XT y

Segundo Draper e Smith (1998) se o processo iterativo é continuado é evidente que

a estimativa fica imutável. E o modelo de regressão linear para o estimador de mı́nimos

quadrados ficará do lado direito da igualdade. Desta forma, um modelo linear, converge

para o estimador de mı́nimos quadrados em uma única iteração para qualquer valor ini-

cial, segundo o método de Gauss-Newton. Existe vários métodos para a obtenção das

estimativas de mı́nimos quadrados dos parâmetros de um modelo de regressão não-linear.

Em prinćıpio, tais métodos podem ser utilizados quando o método de Gauss-Newton

apresentar problemas com relação à convergência segundo (BATES e WATTS, 1988).

Dentre eles pode-se primar pelos métodos: Gradiente, Marquardt, Newton-Raphson e

Steepest-descent.

2.2.2.4 Valores iniciais

Segundo Souza (1998) o uso de uma função resposta apropriada e valores iniciais

adequados está diretamente associado ao sucesso na convergência de um algoritmo para

um método interativo no processo de estimação não linear. O êxito na convergência de θ̂

não pode ser garantido por nenhum método iterativo (GALLANT,1987). O conhecimento

prático permite ao pesquisador saber que a falta de convergência depende da distância

do valor inicial à resposta correta e/ou do grau de parametrização da função resposta,

relativos ao conjunto de dados utilizados. Quando não ocorrer a convergência, deve-se

encontrar valores iniciais melhores (mais próximos de θ) e/ou utilizar modelos com menor

quantidade de parâmetros.
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Bates e Watts (1988) sugerem que técnicas descritivas sejam utilizadas para a checa-

gem do ajuste do modelo aos dados, bem como verificação de posśıveis inconsistências.

Para isso uma boa opção é plotar a resposta versus variável preditora, e observar o com-

portamento das variáveis, verificando-se os valores encontrados estão em harmonia com

os dados sugeridos, traçando-se a curva ajustada com os dados e verificando-se não há

nenhum resultado absurdo.

Em conformidade com Draper e Smith (1998), baseadas em qualquer informação

dispońıvel os valores iniciais podem ser aproximações preliminares, por exemplo, sugeridas

por experiências anteriores. Quanto melhor os valores forem, menor será o número de

interações necessárias para se encontrar a convergência. Para Bates e Watts (1988) e

Draper e Smith (1998) vários prinćıpios para determinar valores iniciais podem ser usados:

i) interpretar o comportamento da função esperança e das derivadas da função espe-

rança, em termos de parâmetros analiticamente ou graficamente;

ii) usar linearidade condicional se posśıvel;

iii) reduzir dimensões substituindo-se valores para alguns parâmetros;

iv) transformar a função esperança geometricamente ou analiticamente para alcançar

comportamento mais simples, perfeitamente linear. Pode-se desconsiderar o mesmo ape-

nas para a obtenção das estimativas iniciais, no caso em que o erro é aditivo.

2.3 Curvas de crescimentos

Dentre os diversos modelos não lineares, existem os modelos de curvas de cresci-

mento. Entre estes modelos de crescimento, os cinco mais conhecidos são, Von Berta-

lanffy, Loǵıstico e Gompertz, e ainda que existam variações quanto à interpretação e

conteúdo dos mesmos, as funções não-lineares para as curvas de crescimento contém di-

versos parâmetros em comum, onde é posśıvel agregar significado biológico a cada um

deles (SILVA, 2008).

O ajuste de curva de crescimento peso-idade para animais tem um papel importante no

planejamento da produção animal. No entanto, as curvas de crescimento ajustadas devem

ser coerentes com as interpretações biológicas do crescimento do animal. A análise de

curvas de crescimento consiste na análise de dados longitudinais por meio de ajustamento

de um modelo matemático que descreve todo o peŕıodo de vida do animal relacionando-

se seu peso com sua idade. O ajuste destas curvas tem sido abordado em inúmeros
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estudos e em diversas áreas de pesquisa. Pode-se definir os modelos de crescimento como

funções não-lineares que relacionam os pesos de um animal, medido em diferentes idades

(RAMOS, 2010)

Uma grande vantagem desses modelos é a simplicidade e facilidade na interpretação

dos parâmetros, pois em muitas situações, são requeridos menos parâmetros nos modelos

não-lineares do que nos lineares. Além disso, nos modelos não-lineares, os parâmetros

fornecem um maior conhecimento sobre o fenômeno em estudo, o que gera um bom ajuste,

com menos parâmetros.

Os parâmetros da curva de crescimento são utilizados para predizer taxas de cres-

cimento, necessidades alimentares, peso à maturidade e graus de maturidade, também

servindo-se como critérios de seleção para programas de melhoramento animal. Nesse

sentido, as curvas de crescimento refletem a relação entre a idade do animal e o seu im-

pulso de crescimento e maturidade, sendo importantes para pesquisas e recomendações

sobre eficiência de produção em programas de melhoramento, dessa maneira, para au-

mentar o lucro do produtor (MENDES, 2007).

Todos os modelos citados anteriormente são derivados da curva de Richards (2.18) e

a diferença entre eles consiste na variação do parâmetro de inflexão (m). Os modelos von

Bertalanffy (2.19) e Loǵıstico (2.20) apresentam parâmetros de inflexão (m) iguais 2/3 e

2 respectivamente, já no modelo Gompertz (2.21) esse parâmetro tende a 1 (THOLON e

QUEIROZ, 2009).

i) Richards:

yt = α(1−
(
βe−kt

)m
+ε (2.18)

ii) Von Bertalanffy:

yt = α
(
1− βe−kt

)3
+ ε (2.19)

iii) Loǵıstico:

yt = α
(
1 + βe−kt

)−m
+ ε (2.20)

iv) Gompertz:

yt = αe−βe
−kt

+ ε (2.21)

O parâmetro α, definido como peso assintótico ou peso adulto, representa a estimativa

de peso a maturidade, independente de flutuações de pesos devido a efeitos genéticos e

ambientais. Um outro parâmetro, k, corresponde ao ı́ndice de maturidade ou a estimativa
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de precocidade de maturidade e determina a eficiência do crescimento do animal. Quanto

maior for o valor desse parâmetro, mais precoce e o animal e vice-versa. O parametro m é

denominado parâmetro de inflexão. Este refere-se ao ponto em que o animal passa de uma

fase de crescimento acelerado para uma fase de crescimento inibitório e indica o ponto

a partir do qual o animal passa a crescer com menor eficiência. O β é denominado de

parâmetro de integração ou interceptação com o eixo-y, não possui interpretação biológica

e é utilizado apenas para adequar o valor inicial do peso vivo fazendo com que a curva

passe pela origem quando y 6= 0 e/ou t 6= 0, sendo t a expressão da idade e ε é o erro

identicamente distribúıdo, normal com média zero e variância σ2 (SILVA et al., 2001).

2.3.1 Critérios para seleção de modelos

A frase atribúıda ao estat́ıstico George E. P. Box “ Todos os modelos são errados, mas

alguns modelos são úteis” diz respeito à importância da escolha de um modelo, dentre

todos os posśıveis modelos, para se modelar um fenômeno. Usualmente em estat́ıstica,

se faz uso da análise de reśıduos após ajuste de um modelo aos dados, porém devido à

natureza de alguns modelos esta estratégia nem sempre é a mais adequada, para modelos

não-lineares com medidas correlacionadas no tempo se faz uso de diferentes critérios para

avaliar a qualidade do ajuste de modelos não-lineares (SILVA, 2009).

Ao se fazer comparações entre os modelos é importante levar em conta a dificuldade

computacional que está intrinsecamente relacionada à quantidade de parâmetros do mo-

delo e ao bom ajuste do modelo. Vários autores dentre eles Oliveira (1995), Paz (2002) e

Freitas (2005), utilizam como critérios para quantificar a qualidade de ajuste, a variância

residual do ajuste do modelo a cada animal, desvios e correlação dos peso observados

versus peso preditos nas várias fases da vida dos animais, erro de predição médio, o

coeficiente de determinação dentre outros critérios. O coeficiente de determinação para

modelos não-lineares pode ser concebido da seguinte forma (SCHABENBERGER, 2001):

R2 = 1− SQR

SQTc

em que, SQR é a soma de quadrados do reśıduo e SQTc é a soma de quadrado total

corrigida para o número de parâmetros do modelo. Deve-se tomar cuidado na avaliação

da qualidade do ajuste ao utilizar o coeficiente de determinação, pois a soma dos reśıduos

não necessariamente é igual a zero e a soma dos quadrados dos reśıduos mais a soma dos

quadrados da regressão não é necessariamente igual a soma dos quadrados total no caso

de modelos não-lineares, o que pode afetar o coeficiente de determinação.
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Na validação do desempenho dos modelos, o Critério de informação de Akaike -

Akaike’s Information Criterion (AIC) tem sido bastante utilizado para diferentes estrutu-

ras de covariâncias. Akaike (1974) relacionou a discrepância, medida que existe entre o

modelo verdadeiro e o modelo aproximado, com a máxima verossimilhança, que é o que

possui melhor ajuste para os dados observados.

O prinćıpio do Critério de Informação de Akaike (AIC) é selecionar uma combinação

de variáveis exploratórias a modelos para a função de correlação que minimize o valor

do AIC (AKAIKE, 1974) . É importante observar que, em muitas situações clássicas,

tais como regressão linear ou em modelos de séries temporais, o AIC não é uma condição

consistente para a seleção de modelos. Ou seja, com o crescente aumento do tamanho

das amostras, há uma alta probabilidade de que um modelo selecionado pelo AIC não

corresponda ao verdadeiro modelo.

O critério de informação de Akaike é expresso por:

AIC = −2 logL+ 2(p+ 1),

em que, L é o log de verossimilhança maximizado e p é o número de parâmetros. Segundo

este critério, o melhor modelo é o que possui menor valor de AIC.

A comparação de modelos também pode ser feita a partir de medidas de adequa-

bilidade, como o Bayesian Information Criterion (BIC) de Schwarz (SCHWARZ, 1978),

os quais são aproximações do fator de Bayes. O BIC resolve este problema através da

introdução de um termo de penalidade para o número de parâmetros do modelo dado

por:

BIC = −2 logL+ (p+ 1) ln(n)

em que, n é o número de observações, ou equivalente ao tamanho da amostra, p é o

número de parâmetros livres a serem estimados e logL é o valor maximizado da função

de verossimilhança para o modelo estimado. Menor valor do BIC indica o melhor ajuste

do modelo.
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3 Aplicação

Com o intuito de aplicar a teoria estudada, utilizou-se um conjunto de dados neste tra-

balho que foi extráıdo do site do 13th workshop QTL-MAS organizado pela universidade

de Wageningen-UR na Holanda de 20 à 21 de Abril de 2009, a url está dispońıvel em:

http : //www.qtlmas2009.wur.nl/UK/Dataset/, acesso em: 20 de Setembro de 2011,

sendo um conjunto de dados simulados de súınos com uma parte dos dados em men-

surações fenot́ıpicas e mais 3 partes de mensurações de cunho genético para a verificação

de metodologias na área de genômica. O banco de dados fenot́ıpico consiste de 2.025

indiv́ıduos de duas gerações.

Todos os indiv́ıduos têm informações de peso em cinco momentos distintos (0, 132, 265,

397, 560) dias correspondentes aos peŕıodos de produção. Os primeiros 25 indiv́ıduos são

os pais, 20 do sexo feminino e 5 masculino. Os restantes 2.000 indiv́ıduos são descendentes,

100 irmãos completos (FS) famı́lias, uma de cada combinação de um pai macho e fêmea.

Cada famı́lia FS tem 20 filhos. Para a análise do crescimento dos animais as informações

de parentesco não foram consideradas no modelo. Estes valores de rendimento podem ser

vistos como representante de peso durante o crescimento de um animal.

Foram usados os três modelos não-lineares descritos anteriormente, o Von Bertalanffy

(2.19), o Loǵıstico (2.20) e o Gompertz (2.21) para estimar o crescimento dos animais em

função da idade. Na Tabela 1 apresenta-se as derivadas em relação a cada parâmetro dos

modelos estudados para que se possa utilizar no ajuste do modelo aos dados.

Tabela 1: Derivadas parciais dos modelos (2.19), (2.20) e (2.21) em função do peso assin-
tótico (α), da constante de integração (β), da taxa de maturação (K).

Modelo dy/dα dy/dβ dy/dK
Von Bertalanffy (1− βe−kt)3 −3αe−kt(1− βe−kt)2 3αβte−kt(1− βe−kt)2
Loǵıstico (1 + βe−kt)−m —– αmte−kt(1 + e−kt)−m−1

Gompertz e−βe(−kt) −αe−kte(−βe(−kt)) αβte−kte−βe(−kt)

Os modelos foram ajustados às séries de peso por idade de cada animal, individual-
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mente, de acordo com o método de Gauss-Newton para modelos não-lineares. Foi utilizado

o procedimento “nls” do Software livre R para obtenção das estimativas individuais dos

parâmetros “e dos parâmetros médios a partir da totalidade dos dados dispońıveis”. Em

cada modelo, foram calculados o desvio médio entre o peso predito e o observado, e a

correlação entre os dois. O primeiro desses critérios serve como indicativo da presença

de v́ıcios em fases distintas da vida do animal. A correlação entre o peso predito e o

observado mostra como as variações dos pesos observados são representadas por variações

nos pesos preditos a cada idade. Os pesos preditos utilizados no cálculo dos desvios e

estimação das correlações foram obtidos em cada idade em que o animal foi pesado.

A comparação entre modelos quanto ao seu ajustamento aos dados, quando não existe

um modelo verdadeiro, pressupõe o teste da hipótese nula de que todos os modelos são

igualmente bons para este fim, contra a hipótese alternativa de que um ou mais deles

são melhores que os outros. Desta forma, foram estabelecidos alguns critérios para com-

paração dos parâmetros, embora a escolha de um modelo como o melhor para descrever

os dados fosse subjetiva, já que alguns desses critérios podem ser mais importantes que

outros, dependendo da aplicação que terão os resultados.

Na Figura 1, apresenta-se as curvas observadas em função do tempo para cada animal

com mensuração válida. Por meio desta figura percebe-se que o crescimento é não-linear,

indicando-se a necessidade de aplicação de modelos não lineares para descrição dos dados.

Figura 1: Relação entre o peso dos animais ao longo dos dias.
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Em função do comportamento dos dados foi posśıvel ajustar os modelos não-lineares

e obter as estimativas dos parâmetros considerando-se todos os dados, para cada um dos

modelos (2.19), (2.20) e (2.21) que relaciona peso com a idade do animal. A Figura 2

esboça o ajuste do modelo Loǵıstico.

Figura 2: Representação gráfica do ajuste do modelo Loǵıstico.

As estimativas dos parâmetros com respectivos erros-padrão, teste t e intervalos de

confiança para cada parâmetro dos 3 modelos avaliados se encontram na Tabela 2. Por

meio desta tabela, é posśıvel perceber que o modelo Loǵıstico foi o que apresentou menor

amplitude no intervalo para os parâmetros estimados. Todos os parâmetros diferiram

de zero pelo teste t, indicando-se que os mesmos são significativos nos modelos. As

estimativas dos parâmetros foram distintas apresentando-se maior discrepância no modelo

de Von Bertalanffy em relação aos outros dois modelos. Os limites inferiores e superiores

dos intervalos de confiança a 95% de cada estimativa de parâmetro possuem estreita

amplitude de estimação e modelo Loǵıstico foi o que apresentou a amplitude mais estreita

dentre os modelos ajustados (Tabela 2).

A qualidade de ajustamento foi, inicialmente, avaliada por dois critérios: Soma de

quadrado do reśıduo (SQR) e o coeficiente de determinação (R2). As comparações entre

as médias dos modelos, nesses dois critérios, foram feitas considerando-se, para o cálculo

das médias, apenas as observações em que a convergência foi atingida em todos os modelos.

Outros dois critérios utilizados na comparação da qualidade de ajustamento foram obtidos

em cada classe de idade foram a Informação de Akaike (AIC) e a Informação de Bayes

(BIC). Na Tabela 3 encontram-se os valores das estat́ıstica AIC , BIC, R2 e SQR. Assim
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Tabela 2: Estimativas de peso assintótico (α), maturidade do animal ao nascimento (β),
taxa de maturação (k), o erro padrão (E. Pad), Parâmetro (Par.), Estimativas (Estim.)
e seus respectivos intervalos de confiança(Min. IC e Max. IC)

Modelo Par. Estim. E. Pad. t p Min. IC Max. IC
α 202,9 38,86 5,2208 < .0001 143,0808 322,6858

Von Bert. β 0,8825 0,0035 247,5057 < .0001 0,8756 0,8904
K 0,001073 0,0001 9,2434 < .0001 0,0008 0,0013
α 34,61 0,7139 48,4807 < .0001 33,3145 36,1141

Loǵıstico β 38,99 1,4850 26,2576 < .0001 36,2985 42,0931
K 0,008797 0,0002 47,7542 < .0001 0,0084 0,0092
α 67,60 4,3910 15,3944 < .0001 59,9085 77,8216

Gompertz β 4,894 0,0537 90.9852 < .0001 4,7921 5,0123
K 0,003034 0,0001 23,0769 < .0001 0,0028 0,0033

o melhor modelo ajustado é aquele que apresentar menores valores para AIC, BIC e SQR

e maior valor para R2.

Tabela 3: Estat́ısticas da qualidade de informação de ajuste, valores da soma de quadrado
dos reśıduos (SQR) e coeficiente de determinação (R2), AIC (Informação de Akaike) e BIC
(Informação de Bayes).

Von Bertalanffy Loǵıstico Gompertz
SQRes 59661.19 59218.41 59372.77
R2 0.8741 0.875 0.8747
AIC 26593.60 26556.36 26569.37
BIC 26619.67 26582.43 26595.44

Os coeficientes de determinação obtidos foram altos para os modelos em que houve

convergência, ficando-se em torno de 87% o que indica que todos os modelos apresentaram

desempenho semelhantes. Porém, foi observado na Tabela 3 que o melhor ajuste foi do

modelo Loǵıstico, o qual apresentou os menores valores para AIC, BIC, SQR e o maior

valor para R2.

Após o ajuste dos modelos e a escolha do melhor modelo, procedeu-se com a aná-

lise gráfica referentes as Figuras 3 e 4. Nestas figuras apresenta-se os reśıduos versus

idade(dias) e valores observados vs valores preditos, para o modelo Loǵıstico, por este ter

sido o melhor modelo dentre os modelos ajustados.

Na Figura 3, percebe-se uma heterogeneidade de variâncias ao longo do tempo, o que

sugere que apesar do modelo Loǵıstico ter sido o melhor modelo, é plauśıvel se pensar em

estudar modelos que comportem em sua estrutura heterogeneidade de variâncias. Pelo

comportamento gráfico da Figura 4, valores preditos versus valores observados, pode-se

estudar outros modelos mais complexos, pois devido a variabilidade não capturada entre



29

Figura 3: Representação gráfica dos reśıduos
versus dias

Figura 4: Representação gráfica dos reśıduos
versus dias.

os tempos, o comportamento não é linear entre as observações e as predições.
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4 Conclusão

Por meio deste trabalho verificou-se a importância dos ajustes de modelos não-linaeres,

representados através das curvas de crescimentos, pois além de simples e fácil inter-

pretação, tem se mostrado muito útil para caracterizar a espécie em estudo. Os modelos

ajustados, o Loǵıstico, o Von Bertalanffy e o Gompertz se mostraram apropriados para

descrever a curva de crescimento para os dados simulados de súınos. Após a análise dos

dados, através dos critérios e dos métodos estat́ısticos o modelo que melhor descreveu o

crescimento dos animais foi o Loǵıstico, o mesmo obteve ajuste superior a 80% utilizando

a metodologia de aproximaçãoo linear, sendo o mais indicado para representar a curva

de crescimento médio, logo à importância da modelação matemática do crescimento é

incontestável.
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THOLON P.; QUEIROZ, S.A. Modelos matemáticos utilizados para descrever curvas



33

de crescimento em aves aplicados ao melhoramento animal. Ciência Rural, v.39, n.7,

p.2261-2269, out 2009.


