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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar a demonstracdo dos teoremas de Euler,
Fermat e Wilson, bem como, alguns exemplos que mostram suas aplicabilidades. Tais
teoremas s&o de suma importancia em Teoria dos Numeros, sendo base para relevantes
resultados. Para tanto, foram apresentados alguns resultados prévios sobre os nimeros
tais como principio de inducdo finita, maximo divisor e minimo maultiplo comum e
nameros primos. Foram abordados também o conceito de congruéncia e suas principais

propriedades, as quais sdo Uteis no contexto em que o trabalho se insere.

Palavras-chave: Numeros Inteiros, Congruéncias, Fermat, Euler, Wilson.



Abstract

The main objective of this paper is to present the proof of the theorems of Euler, Fermat
and Wilson, as well as some examples that show their applicability. These theorems are
of paramount importance in number theory, and basis for relevant results. Thus, we
present some preliminary results about numbers such as the principle of finite induction,
divisor and least common multiple and primes. We also addressed the concept of
congruence and its main properties, which are useful in the context in which the work is

located.

Keywords: Integer, congruences, Fermat, Euler, Wilson.
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Capitulo 1

Introducao

Em principio, os niimeros surgiram apenas com o intuito de contar. Talvez esse surgi-
mento tenha se dado por volta de 4000 a.C., com aparecimento das primeiras cidades
egipcias e sumérias, onde se desenvolveu o comércio, a agricultura e a criagao de ani-
mais. Todavia, a concepcao de niumero ja existe desde a idade da pedra, onde ha
registros marcados em ossos e pinturas em cavernas. Porém, o avanco dessa area
do conhecimento nao se deteve apenas a contagem. Ha tempo que o ser humano é
incansavel pela busca de métodos matemaéaticos que o ajudem a resolver problemas
provenientes de muitos ramos da vida cotidiana e até mesmo problemas mais sofisti-
cados, aplicados as demais ciéncias. O papiro de Rhind ou papiro de Ahmes, um
documento egipcio, que data de cerca de 1650 a.C, ja detalha a solugao de 84 pro-
blemas ligados a aritmética, progressoes, geometria, etc. Ou seja, ja existia ali uma
matematica bem mais complexa do que aquela que nascera apenas no intuito de contar

coisas e objetos.

Uma colecao de livros muito famosa e uma das mais lidas do mundo é “Os elemen-
tos” de Euclides de Alexandria® (360 a.C. — 295 a.C.), esta é muito conhecida pelo
conteiudo de geometria que aborda, tornando-se referéncia no ensino desse ramo da
matematica até o inicio do século XX; contudo, se engana quem pensa que esta obra é

exclusivamente sobre geometria. Dois volumes (I e V) de um total de treze volumes

1Foi um professor, matematico platonico e escritor possivelmente grego, muitas vezes referido como

o "Pai da Geometria”. Ele era ativo em Alexandria durante o reinado de Ptolomeu I (323 — 283 a.C.).



2 Introducao

sao dedicados ao estudo da algebra e outro trés volumes (VII, VIII e IX) sdo voltados a
teoria dos nimeros. Uma observacao importante é que os gregos consideravam nimero
como sendo os ntmeros naturais, pois os nimeros inteiros negativos sé foram aceitos
muitos séculos depois. O primeiro uso dos niimeros negativos que se tem noticia data
de cerca 628 d.C. e é atribuido a um matematico que viveu na [ndia Central chamado
Brahmagupta (589 — 668), onde ele interpretou tais nimeros como dividas.

Talvez os nimeros negativos tenham sido os mais polémicos da histéria da matematica.
Muitos matematicos ao encontrarem solugoes negativas de equagoes consideravam es-
sas solugoes como impossiveis ou absurdas. Por exemplo, Diofanto (cerca 325 — 409)
ao calcular a solucao de equagoes do tipo 3z 4+ 20 = 5, considerava o problema como
absurdo. Tal situacao perdurou por muitos séculos, prova disso é que Michael Stifel
(1487-1567), em pleno século XVI, nao aceitava que um numero negativo pudesse ser
solugao de uma equagao. No entanto, Leonard Euler (1707 — 1783) manipulava nimeros
negativos com naturalidade. Esse foi o dilema que passara a matematica, enquanto al-
guns aceitavam os nimeros negativos, outros questionavam sua validade. Mas a partir
do século XVIII esse cenario comegou a mudar com a descoberta de uma interpretagao
geométrica para os numeros positivos e negativos, ou seja, numero negativo era seg-
mento de direcao oposta ao positivo. Foi a partir dai que os matematicos comegam a
enxergar as inumeras aplicabilidades dos niimeros negativos e sua importancia para o
desenvolvimento da matematica.

Um subconjunto dos niimeros inteiros (Z) que possue caracteristicas bem interes-
santes ¢ o conjunto dos nimeros primos. Pierre de Fermat (1601 — 1665), um grande
matematico francés, conjecturou que todo ntimero da forma 22" 4+ 1 é primo, em que n
é um numero natural qualquer. Mas, Euler, um século depois, mostrou que para n = 5,
a férmula é falha, pois 22° = 4294967297 é divisivel por 641. Até os dias atuais nao se
base de uma formula que gere todos os ntimeros primos. Todavia, sabe-se que existem
infinitos ntimeros primos, pois tal resultado foi provado por Euclides no volume IX de

Os Elementos.

Fermat provou que a soma de um cubo jamais resulta outro cubo, ou seja, nao



existem x,y e z inteiros nao nulos (solugao nao trivial) tais que z3 + y3 = 23. E gen-
eralizando seu teorema, propos e garantiu ter demonstrado o caso geral, isto é, que
a equacao =" 4+ y™ = z" nao possui solucao inteira nao trivial. Nota-se que tem um
problema de facil enunciado, porém desafiou matematicos por mais de trés séculos.
Infelizmente ele faleceu sem publicar a demonstracao de um dos mais célebres teore-
mas da historia da matematica, conhecido mundialmente como O Ultimo Teorema de
Fermat. Tal teorema foi demonstrado, em 1995 por Andrew Wiles, um matematico
britanico, que usou muito resultados que nao eram conhecidos na época de Fermat, por
esses motivos, fica uma divida no ar: serd mesmo que o Matematico francés realmente
havia demonstrado o belissimo teorema? Ou seria uma maneira de desafiar os outros
matematicos da época? A resposta a essa pergunta, talvez, jamais teremos.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: no Capitulo 2 deste trabalho abor-
daremos os principais resultados relacionados aos niimeros inteiros, bem como algumas
das principais propriedades inerentes as operacoes de soma e adicao. Enunciaremos e
em muitos casos demonstraremos resultados importantes sobre divisibilidade, madzrimo
divisor comum, niumeros primos e outros inerentes. Dentro deste conjunto, daremos
significativa importancia a um subconjunto com caracteristicas bastante especiais — os
nimeros primos.

No Capitulo 3, apresentaremos os principais resultados relacionados as congruéncias,
de modo que se possa apresentar os resultados principais do trabalho, ou seja, o Pe-

queno Teorema de Fermat, o Teorema de Fuler e o Teorema de Wilson.



Capitulo 2

Numeros Inteiros

Entre os conjuntos numéricos, consideramos o conjunto dos nimeros naturais, N, o
mais familiar. A denominacao “natural” vem do fato, de eles, os naturais, surgirem
atrelados em nossa experiéncia desde os estudos da infancia. Nao serd feita aqui uma
apresentacao axiomética de N. Indicamos a referéncia [2] para um estudo sobre N,
na qual axiomas e propriedades referentes as operacoes de adigao e multiplicacao sao
abordados.

Vamos considerar propriedades bésicas e iniciais inerentes ao conjunto N, mas es-
tudadas em um ambiente mais amplo — o conjunto Z —, as quais formarao um ponto
de partida para obtencao de outras propriedades menos elementares que serao consi-
deradas ao longo do texto.

Existe um processo natural de construcao do conjunto Z, a partir do conjunto N,

tomando como base a relagao de equivaléncia ~ sobre N x N dada por
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=bc.

Considera-se entao

Z=NxN/~.

A partir de entao, é possivel verificar todas as propriedades iniciais apresentadas a
seguir. Esse processo é apresentado em detalhes em um curso de introducao em teoria
dos nimeros.

Daremos a seguir uma breve fundamentacao axiomatica do conjunto dos ntimeros
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inteiros. Para mais detalhes sugerimos a referéncia [2].

Sobre o conjunto dos niimeros inteiros
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}

13

existem duas operacoes de adicao “ + 7 e multiplicacao 7, as operacgoes usuais de

adicao e multiplicacao, satisfazendo as seguintes propriedades:
(A;) Associatividade da adigao: dados a,b,c € Z

a+(b+c)=a+ (b+c).
(Ay) Comutatividade da adigao: dados a,b € Z

a+b=0b+a.

(A3) Elemento neutro da adigao: existe um elemento em Z chamado zero, indicado
por

a+0=a, VaeZ

(A,) Existéncia de inverso aditivo: dado a € Z existe um tnico elemento —a € Z,

chamado de inverso aditivo de a, tal que
a+ (—a) =0.
(M;) Associatividade da multiplicagao: dados a,b,c € Z
a-(b-c)=(a-b)-c.
(M;) Comutatividade da multiplicagao: a,b € Z

a-b=">b-a.

(M3) Existéncia de elemento neutro da multiplicagao: existe um tnico elemento

em 7, denotado por 1, tal que

a-1=a, Yacl.



2.1. Algumas Propriedades Elementares 7

(M,) Distributividade da multiplicagao sobre a adigao: dados a,b,c € Z

a-(b+c)=a-b+a-c.

(M5) Lei do cancelamento da multiplicagao: dados a,b,c € Z, com a # 0, tem-se
que
a-b=a-c=b=c

2.1 Algumas Propriedades Elementares

Os resultados que seguem podem ser deduzidos dos axiomas acima citados.

Proposicao 2.1 Sejam a,b e c inteiros quaisquer. Valem:

(1) a-0=0.

(2) Sea+b=a+c, entao b=c. (propriedade cancelativa da adicao)

(3) Sea-b=0, entio a=0 oub=0. (integridade de Z)

Demonstragao: (1) Temos que
a-0+a-0=a-(0+0)=a-0=a-0+0,

ou seja,

a-0+a-0=a-0.

Como a-0 € Z, entao existe —(a-0) € Z tal que —(a-0)+(a-0) = 0. Logo, adicionando
a ambos os membros da igualdade a-0+a-0 = a-0, e usando a propriedade associativa

da adicao, obtemos
(—(@a-0)+a-0)+a-0=—(a-0)+a-0,

isto é,

0+a-0=0 = a-0=0.
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(2) Similar ao que foi feito na demonstragao do item (1), vamos adicionar —a a ambos

os membros de a + b = a + ¢. Desse modo,

(—a)+ (a+b)=(-a)+(a+c) = ((—a)+a)+b=((—a)+a)+ec

Portanto,

O0+b=0+c = b=c

(3) Peloitem (1), temos que a-0 = 0, e por hipétese, a-b = 0; por isso, a-b = a-0. Se
a = 0, o resultado segue naturalmente. Caso contrario, usando a lei do cancelamento
da multiplicacao,

a-b=a-0 = b=0.

A préxima proposicao nos lembra algo que conhecemos desde o estudo bésico sobre

os inteiros. Sao resultados que envolvem as regras dos sinais.

Proposicao 2.2 Se a e b sao inteiros quaisquer, entao:

(1) —(—a) =a.
(2) (=a)-(b) = —=(a-b) =a-(=0).
(3) (—a)-(=b)=a-b.

Demonstragao: (1) Notemos que por defini¢ao, se a,b € Z e a + b = 0, entao

a = —b. Por isso, como a + (—a) = 0, segue imediato que

(2) Temos

ou seja,
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Da mesma forma,

de modo que

Portanto,
(—a)- (b) = =(a-b) =a-(=b).

(3) Usando inicialmente o item (2),

(—a)- (=b) = —=(a- (=b)) = =(=(a-b)).
Agora, pelo item (1), sabemos que —(—a) = a para todo a € Z. Portanto,
(—a)-(—=b)=a-b.

[ |
Sobre o conjunto Z também esta definida uma relacao “menor ou igual”, simbolizada
por “ < 7. H& trés importantes propriedades desta relagao, que sao:

Propriedade reflexiva: para todo inteiro a,
a < a.

Propriedade anti-simétrica: dados os inteiros a e b, se a < b e b < a, entao a = b.
Propriedade transitiva: dados os inteiros a,b e ¢, se a < be b < ¢, entao a < c.

Com estas propriedades satisfeitas, diz-se entao que a relacao “ <7 é uma relagao
de ordem!.

Usa-se o simbolo a < b (1é-se: a é menor que b) para indicar que a < b, mas a # b.
Além disso, é comum usar os simbolos b > a ou b > a para indicar que a < b ou a < b,
respectivamente. Um ntimero a € Z é dito positivo quando 0 < a; e é dito negativo
se a < 0.

A relacao “ <7 permite comparar quaisquer dois elementos de Z, ou seja,

'Este conceito pode ser considerado sobre um conjunto nio vazio qualquer (cf. [?]).
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Lei da Tricotomia: para quaisquer inteiros a e b, tem-se que
a<b, a=b ou b<a.

Duas propriedades da relacao “ <7 que se relacionam com as operagoes de adig¢ao
e multiplicacao sao as seguintes:

Compatibilidade com a adigao: se a,b,c € Z, entao
a<b = a+c<b+ec
Compatibilidade com a multiplicagao: dados a,b,c € Z, se 0 < ¢, entao
a<b = ac<bc.

Definiremos posteriormente a poténcia nao negativa de um inteiro a € Z*. Para apre-

sentar o teorema que segue, vamos adiantar um caso particular, considerando que

a-a=a’

Teorema 2.1 Seja a um numero inteiro. Temos que:
(1) Sea <0, entdo —a > 0.

(2) Sea >0, entao —a < 0.

(3) > > 0. (todo quadrado é nao negativo)

(4) 1>0.

Demonstracao: (1) Se a < 0, entdo somando —a a ambos membros e usando a

compatibilidade com a adigao, obtemos
—a+a< —a+0=0,

ou seja, —a > 0.
(2) E similar ao item (1).
(3) Sea > 0, entao multiplicando ambos os lados desta desigualdade por a e por meio

da compatibilidade com a multiplicacao, segue que

a-a>a-0=0 = a®>>0.
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Agora, se a < 0, entao pelo item (1), —a > 0 e, assim, (—a)(—a) > 0. Mas, pelo item
(3) da Proposicao 2.2, sabemos que (—a)(—a) = aa = a*. Portanto, a* > 0.
(4) Como1l=1-1e1l#0, entdo pelo item (3), temos que 1 > 0. [

Os resultados a seguir sao obtidos diretamente do Teorema 2.1.
Corolario 2.1 Se a e b sao inteiros quaisquer, valem:
(1) Sea <b, entio —a > —b.
(2) Sea>0eb<0, entio ab < 0.

(3) Sea<0eb<0, entio ab > 0.

Definigao 2.1 Consideremos um inteiro a. O valor absoluto® de a (ou médulo de

a), em simbolos |a|, € definido como seque:

a se a>0,
la| =
—a se a<0.

Segue imediatamente da defini¢do que |a| > 0, para todo a € Z, e que |a] = 0 se,

somente se, a = 0. Por exemplo, |5| =5 e |-8| = 8.

Proposicao 2.3 Para a,b,c € Z, valem as propriedades:
(1) fa-bf = lal-b].

(2) —laf <a<|al.

3) la|<e¢ & —c<a<ec

(4) la+0b| <la|+ |b]. (Desigualdade triangular)

Demonstracao: (1) Sea >0eb> 0, entdao ab > 0 (compatibilidade com a multi-
plicacdo). Assim,

la - bl =ab=lal-|b|.

2Esta definicdo se estende para qualquer niimero real .
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Sea>0eb<0,entao ab < 0. Logo,
|a - bl = —(ab) = a(=b) = |a| - [b].

Oscasosa<0,b>0ea<0,b<0sao tratados de modo similar.
(2) O resultado desse item é obtido diretamente da definigao.
(3) Suponhamos que |a| < ¢. Logo, pelo item (1) do Corolédrio 2.1, concluimos que

—|a] > —e¢. Assim, do item (2), obtemos
—c< —la] <a<|a <

ou seja,

—c<a<ec

Reciprocamente, vamos supor que —c < a < ¢. Se a > 0, entao

la| =a < c.
Se a < 0, entao
la] = —a < c.
(4) Pelo item (2), temos que
—lal<a<lal e —bl<b<1b].

Somando membro a membro estas desigualdades, segue que (compatibilidade com a
adigao)

—(lal +b]) < a+b<la| +b].
Portanto, pelo item (3),

la + b| < |a| + |b].

[ |

A partir de agora, a hipétese basica inicial sobre os inteiros que destacamos é o
Principio da Boa Ordenagao dado no Axioma 2.1. Trata-se de uma forte ferramenta
usada em algumas demonstragoes matematicas. Esse axioma servird como fundamento

para uma série de resultados sobre os ntimeros inteiros.
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Definigao 2.2 Seja X um subconjunto ndao vazio de Z. Diz-se que X é limitado

inferiormente quando existe um elemento xg € Z tal que

ro<zxz, VzrelX.

Diz-se também que X € limitado inferiormente por xo e que este € um limitante

inferior de X.

Exemplo 2.1 O conjunto X; = {1,2,3,4} é limitado inferiormente, pois o = 1 é um
limitante inferior de X;. Em geral, todo subconjunto finito nao vazio X de Z é limitado

inferiormente. J& o conjunto Xy = {...,—2,—1,0, 1,2, } ndo tem um limitante inferior.

&

Nota-se que um limitante inferior de um conjunto X nao necessariamente pertence
a X.

Com esta defini¢ao, temos o axioma:

Axioma 2.1 (Principio da Boa Ordenagao — PBO). Todo subconjunto nao vazio

X de Z limitado inferiormente possui um menor elemento (ou elemento minimo).

Para o conjunto dos naturais, o PBO se reduz a afirmacao: todo subconjunto nao
vazio X de N possui um menor elemento.
Diferente de um limitante inferior, um elemento minimo de um conjunto X, por

definicao, pertence a X.

Proposicao 2.4 Na condi¢cao do Azxioma 2.1, o elemento minimo xqg € X € unico.

Demonstracao: Se xg e 1y sao elementos minimos de X, entao zo < yy e yg < 9.
Mas, isto em Z implica em xy = y, poia a relacao “ < 7 é anti-simétrica. [ |

Indicaremos o elemento minimo xy de X por

ro = min X.

Como aplicagao inicial do PBO, temos:
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Proposicao 2.5 Seja a um nimero inteiro. Se a > 0, entdo a > 1.

Demonstragao: Provaremos a afirmacao por absurdo. Assim, suponhamos que exista
m € Z com 0 < m < 1. Desse modo, o conjunto X = {m €Z:0<m < 1} C Z é nao
vazio e limitado inferiormente e, pelo PBO, X possui um menor elemento zy. Como

xg € X, segue que 0 < xy < 1; multiplicando estas desigualdades por zy, obtemos
0<zo<1 = 0<a)<z<1,

ou seja, 0 < z2 < 1, o que implica que 23 € X e x% < x9, contrariando a minimalidade

de zg. [ |
Corolario 2.2 Seja a e b inteiros quaisquer. Se a > b, entdo a > b+ 1.

Demonstracao: Como a — b > 0, entao pela proposicao anterior, a — b > 1, ou seja,

a>b+1. [ |

2.2 Indugao finita (ou matematica)

A partir do Principio da Boa Ordenacao, pode-se considerar o principio da inducao
finita ou principio da inducdo mateméatica em suas duas formas. E um resultado
utilizado em muitas demonstragoes (demonstragoes por indugao) referentes a resultados
validos em conjuntos infinitos de inteiros.

No que segue, P(n) é uma sentenca aberta que depende da varidvel n sobre um
subconjunto nao vazio de Z limitado inferiormente, ou seja, uma sentenca que contém
n de maneira que toda vez que se substitui n por a € Z, se obtém uma sentenca P(a)

que é, sem ambiguidade, verdadeira ou falsa.

Teorema 2.2 (Inducao Finita — 1¢ Forma). Seja P(n) uma sentenca sobre o

conjunto {n € Z :n > ng}, em que ng € Z, tal que:
(1) P(ng) € verdadeira.

(2) Se P(n) é verdadeira para n > ng, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.
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Logo, P(n) € verdadeira para todo n > ny.

Demonstragao: Vamos considerar o seguinte conjunto

X={neZ:n>ng e P(n) éfalsa}.

Suponhamos por absurdo que X # ). Como X é limitado inferiormente (por ng, por

exemplo), entao pelo PBO, existe mg € X (elemento minimo) tal que

Como mg € X, temos que mg > ng e P(myg) é falsa. Logo, mgy # ng, pois, por hipdtese,
P(ng) é verdadeira. Por conseguinte, my > ng e, pelo Corolério 2.2, mg — 1 > ny.
Sendo mg o menor elemento de X, segue que my — 1 ¢ X. Portanto, P(my — 1) é

verdadeira; mas pela condigao (2),

P(m0—1+1):P(m0)

é verdadeira e, assim, my ¢ X, o que é uma contradigdo. Logo, X = ) e, portanto,

P(n) é verdadeira para todo n > ny. [

Exemplo 2.2 Mostrar usando indug¢ao matematica que

1
1+2+3+--~+n:@, Vn>1

Solugao: Seja P(n) a seguinte sentenca sobre N,

1
P(n):1+2+~~~+n:@.
Como 1 = w, temos que P(ng = 1) é verdadeira. Assim, por hipdtese de indugao,

vamos supor que P(n) seja verdadeira, e provemos que P(n + 1) também o é, ou seja,

P(n) = P(n+1).
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Para n + 1, usando a hipétese de que 1 4+ 2 + - +n = 2220

1424 -+n+1 = 142+ +n)+n+1

1
= —n(n;— )—i—n—}-l

n(n+1)+2(n+1)
2

(n+1)(n+2)
5 )

o que prova que P(n + 1) é verdadeira. Consequentemente, P(n) é verdadeira para

todo n > 1. &
Exemplo 2.3 Mostrar usando indugao finita que
2" <nl, Vn>4.

Solugao: Como 2% = 16 < 4!, entdo a afirmacao é valida para ng = 4. Suponhamos

agora que p(n) : 2" < n! é valida V n > 4. Logo
2" < pl = 207 < 2pl
Ora, como n > 4, entao 2 < n + 1. Logo,
2t < opl < (n4 D)n! = 2D < (n+ 1)n! = (n +1)!
Com isso, provamos que p(n + 1) é vélida, o que implica que,
2" <nl, Vn>4

O principio de indugao finita é uma importante ferramenta matematica que pode
ser utilizada para demonstrar muitos resultados em praticamente todos os ramos dessa

ciéncia. Veremos a seguir a prova de um resultado da geometria plana.

Exemplo 2.4 Mostrar que a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n
lados é

Sp=(n—2)-180°, n > 3.
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Solugao: Para n = 3, temos que o poligono é um triangulo e sabemos da geometria

euclidiana que a soma dos angulos de um triangulo ¢ 180°, ou seja,
s3 = (3—2)-180° = 180°

Agora, suponhamos que a afirmagao é valida para n > 3, isto é, s, = (n —2) - 180° e
consideremos o poligono convexo agpa; .. .a, que possui n + 1 lados. Podemos tracar
outro poligono através deste suprimindo-se o vértice a; de modo a obter o poligono

aias . ..a, que contém n lados, cuja soma dos angulos internos é por hipotese
sp = (n —2)-180°.

Como a soma dos angulos internos do poligono original (s,;1) é a soma dos angulos

do triangulo agaias com a soma dos angulos internos do poligono s,,, temos que
Spi1 = Sp + 180° = (n — 2) - 180° + 180° = (n — 1) - 180°,

o que finaliza a prova s
Os casos apresentados acima se referem a sentengas com apenas uma variavel. Adi-
ante trataremos de sentengas com duas variaveis, onde uma prova por inducao consiste

em fixar uma variavel e usar inducao sobre a outra.

Definigao 2.3 Dado a € Z* e m € NU{0}, define-se a poténcia nao negativa de a da

sequinte forma:
1 se m =20,

a™'.a se m>1.

E claro que por definicio, dado a € Z* e m € NU {0}, entdo
a=a-a---a (m vezes).

Proposicao 2.6 Seja a € Z*. Entao,

(1) a"-a™ =a™", Vm,neN

(2) (@)™ =a™", VY m,néeN.
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Demonstragao: Vamos demonstrar apenas a propriedade (1), fixando m e usando

m+1

inducao sobre n. Por definicao de a™*", temos para n = 1,

Agora, suponhamos que o resultado seja vélido para n, isto é, a™ - a™ = a™™™. Assim,
para n + 1, obtemos
am.a™ = a"-a-a™ (pois a” - a = a1 . g = g"+1)

a-am-a

a™m . q (fazendo uso da hipétese)

qmm+1)-1

— an-l—m—l—l

Logo, a™ - a™ = a™™™ para todos m,n € N. [ |

2.3 Divisibilidade em 7

Nesta secao apresentamos os principais resultados referente a divisibilidade. Tais re-
sultados sao de suma importancia para que se possa compreender os focos principais
deste trabalho que sao os teoremas de Fermat, Euler e Wilson. Apresentaremos o al-
goritmo da divisao, uma importante ferramenta no estudo de teoria dos nimeros. De

uma forma geral, consideramos as principais propriedades de divisibilidade.

Defini¢ao 2.4 Sejam a,b € Z. Diz que b divide a ou que b é divisor de a (ou ainda

que a é maltiplo de b) e denotamos por b | a, quando existe ¢ € 7 tal que

a=b-c. (2.1)

O caso em que b nao divide a serd indicado por:

bta.

Exemplo 2.5 Tem-se que 3 | 6, pois, 6 = 3-2. E, por outro lado, 4 1 7, pois ndo

existe ¢ € 7 tal que 7 =4 - c.
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Notemos que, 1 |a, Va€Z,poisa=1-a.

Um nimero a € Z chama-se par quando 2 | a. Em particular, concordamos que
zero é par. O numero a é dito impar quando ele nao é par, isto é, se a nao é divisivel
por 2. Por exemplo, os nimeros —4 e 14 sao pares; enquanto 9 e 25 sao impares. Diz-se
que a e b tém a mesma paridade quando a e b sao ambos pares ou sao ambos impares.

Observa-se que para b # 0, entdo o inteiro ¢ que figura em (2.1) é tnico. Além
disso, a | 0 se, e somente se, a = 0. Por isso, costuma-se excluir o caso em que o divisor

é zero — e é o que faremos sempre.
Proposigao 2.7 Seb|a ea #0, entio |b| < |al.

Demonstracao: Seb | a, entao existe ¢ € Z tal que a = b-c. Logo, |a| = |b- ¢| = |b||] .

Como ¢ # 0, entao |c| > 1. Assim, multiplicando esta desigualdade por |b], obtemos

[b] < [0] - [e] = la].

Proposicao 2.8 Em Z valem as sequintes propriedades:
(1) Os tnicos divisores de 1 sao 1 e —1.
(2) Dados a,b€Z, sealbeb]|a, entao, a = £b.

Demonstragao: (1) Tomemos b € Z um divisor de 1, ou seja, a | 1. Pela proposigao

2.7, temos que |b] < 1. Assim,
0<[b|<1=|b=1=b==l
(2) Por hipétese,
b=X-a e a=MX-b, com A\, €Z.
Substituindo o valor de a = Ay - b em b = \; - a, obtemos que:

b:>\1(b)\g):>b:>\1>\2b:>1:)\1)\2,
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pois, b # 0. Ou seja,

1:)\1')\2:>>\1|1:>)\1::l:1,

Logo,

b==+1-a==2a= b= =a.

[ |
Na proxima proposicao encontram-se outras propriedades elementares da divisibi-

lidade.

Proposicao 2.9 Sobre os nimeros inteiros valem as sequintes:

(1) Sea|beb|c, entioal|c (transitividade da divisibilidade).
(2) Sea|b, entio ax | bz,

(3) Seal|bealc, entioa|br+cy, Vz,y€Z.

Demonstracao: Faremos apenas as demonstragoes (1) e (3).
(1) Temos que:

b=a-\ e c=0b-X, comA, A €EZ.

Logo,
C:b'/\QZCL')\')\2:>(I'(/\1'>\2).

Portanto, a | c.
(3) Temos:

b=0(1-a e c¢c=[y-b, com B, Py € Z.

Agora, para x, y € Z,

box=(pri-z) e cy=(B2y).
Somando membro a membro as duas ultimas igualdades, obtemos:
b-axtc-y=B-z+p0y)-a,

ou seja, a | bx + cy, pois f1 -+ Po -y € Z. |
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2.4 Algoritmo da divisao

O algoritmo da divisdo (ou divisao euclidiana), que consideramos um dos mais famili-
ares resultados dos inteiros, cujo resultado é base para muitas propriedades algébricas

relevantes em Z, sera demonstrado tendo ponto de partida o seguinte lema:

Lema 2.1 (Propriedade Arquimediana) . Consideremos dois inteiros a e b com

b # 0. Entao, existe n € Z tal que nb > a.

Teorema 2.3 (Algoritmo da Divisao) Sejam a,b € Z, com b # 0. Entado, existe

unicos q,r € 7, tais que
a=gb+r, com 0<r<|b. (2.2)
Demonstragao: Consideremos o conjunto
S={a—-0bk:kelZ}.
Pelo Lema 2.1, existe um inteiro ng tal que
—a <ng(—=b) = a>ngb = a—neb>0.
Desse modo, o conjunto L dado por
L={a—-bg:q€Z e a—bg>0}

é nao vazio, pois r = a — ngb € L. Como L é limitado inferiormente, segue pelo PBO

que L possui menor elemento, digamos r. Como r € L, entao r > 0 e
r=a—>bg, com q€Z.

Mostremos agora que r < |b|. Suponhamos por absurdo que r > [b]. Se b > 0, entdo

|b| = b; logo, r —b>0¢e

r—b=a—gb—b=a—-0b(qg+1).
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Dai, r—b € Ler—>5b<r, oque contradiz a minimalidade de r. Se b < 0, entao

|b| = —b; assim, r+b>0e

r+b=a—-5b-(q¢—1),

ouseja, r+be Ler+b<r oqueé uma contradicao. Desse modo, a = ¢gb + r com
g €Ze0<r < b, oque prova a existéncia dos inteiros ¢ e r. Para mostrarmos a

unicidade desses inteiros, consideremos ¢, € Z tais que

a=qgb+r e a=qb+r

CcOo1m

0<r<lb] e 0<r <|b.

Assim,

gp+r=qb+r, = r—ri=>0blq —q),

ou seja, b | (r —ry). Como |r —ry| < |b], segue que r —r; = 0, ou seja, r = ry. Por
conseguinte, q; = ¢, uma vez que b # 0. [ |
Os numeros ¢ e r em (2.2) se chamam, respectivamente, quociente e resto da

divisao de a por b.

Observacao 2.1 No Teorema 2.3, temos os seguintes casos particulares:

(a) Se a =0, entao ¢ =r = 0.
(b) Sea>0ea<b,entaog=0er=a.

Exemplo 2.6 Determinar o quociente e resto da divisao de a por b quando:

a)a=41 e b=T.

b) a=-10 e b=6.

c) a=-1243 e b= —4.



2.4. Algoritmo da divisao 23

Solugao: a) Como4l =7-5+6e6 <7, entdog=>5er =0.
b) Para o caso em que a = —10 < 0 e b = 6, vamos efetuar a divisdo natural de 10

por 6. Apds isso, manipulamos a expressao convenientemente. Assim,
10=1-64+4 = —-10=-1-6—-4.

Como —10=-1-6—-4=-1-6—4+ 6 — 6, obtemos
10=1-64+44 = —-10=-1-6—-4
= —-10=—-1-6—-44+6-6
= —-10=6-(-1—-1)+2
= —10=6-(—-2)+2
= q¢q=-2 e r=2.

¢) Sendo a = —1243 e b = —4, efetuamos a divisdo de 1243 por 4 e usamos artificio

analogo ao do caso 2. Temos:
1243 =310-4+3 = —1243=310-(—4)—3
= —1243=310-(—4)—-3+4—14
= —1243=—-4-(310+1)+1
= —1243=-4-311+1

= ¢q=311 e r=1.

Exemplo 2.7 Mostrar que:

(a) a€Z épar & a=2k, kel

(b) a €Z éimpar & a=2k+1, kelZ.
(c) A soma de dois nimeros impares é par.
(d) A soma de dois nimeros pares € par.

(e) A soma de um nimero par com um nimero impar € impar.
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(f) O produto de dois nimeros pares € par.

(g) O produto de dois nimeros impares € impar.

Solugao: Sé daremos a solugao de (c) e (e).

(¢) Sejam « e  dois nimeros impares, digamos a = 2¢; + 1 e f = 2¢o + 1. Assim,

a+ =2+ q)+2=2q+q+1),

ou seja, a + 4 é um nimero par.
(e) Se a e (8 sao par e impar, respctivamente, entdo o = 2k; e [ = 2ky + 1, de

modo que

Oé+ﬁ:2k1+2k’2+]_:2(l{fl—l—k’g)—'—l,

isto é, a + (8 é fmpar. [ 3

2.5 Maximo Divisor Comum — MDC

Dada uma quantidade finita de ntmeros inteiros, é evidente que cada um desses
nimeros possui divisores, e além disso, tais niimeros possuem em comuim um ou mais
divisores (pelos menos o ndmero um ¢é divisor comum). Nesta se¢do, estudaremos
maneiras de encontrarmos o maior desses divisores, o qual chamaremos de maximo
divisor comum. Os resultados referentes a maximo divisor comum sao imprescindiveis
no estudo dos ntmeros inteiros. Eles serao usados na secao de congruéncias, inclusive

da demosntracao do teorema de Euler.

Definigao 2.5 Sejam a,b € Z com a # 0 ou b # 0. Diz-se que d € N é mdximo

divisor comum (mdc) entre a e b quando as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) d|la e d|b.

(b) Sec|la e c|b, entioc|d.
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Em outras palavras, maximo divisor comum de a e b € um nimero natural que os

divide e ¢ divisivel por todo divisor comum de a e b.

Observacgao 2.2 Se a = b= 0, vamos acordar que o mdximo divisor comum de a e b

é 0.

Em alguns casos particulares, é imediato verificar a existéncia do mdc. Por exemplo,

se a é um numero inteiro nao nulo, tem-se claramente que:
(a) |a| é um mdc de b =0 e a.
(b) O ndmero 1 é um mdc de 1 e a.
(c) |a] é um mdc entre a e ele préprio.

Além disso, para todo b € Z, temos que

alb & (a,b)=]a.

Nosso objetivo é provar que o natural d na condi¢ao acima existe e é Uinico.

Lema 2.2 Se os inteiros a e b tém um mdzrimo divisor comum, entdo ele € unico.

Demonstragao: Se d; e dy sao maximos divisores comuns de a e b, entao, por defini¢ao,
d1 = )\1d2 [§ dg = )\le, com )\1, )\2 € N.

Substituindo o valor de dy = Ayd; em d; = A\ids, obtemos pela Proposicao 7?7 que
dy = (MAg) dy, ou seja,

1:)\1)\2 = )\1:)\2:1.

Por conseguinte, d, = d». &
Dados dois inteiros a e b ambos nao nulos, vamos indicar por mdec(a,b) o maximo

divisor comum entre eles, quando este existir. Temos,

mdc(a,b) = mdc(—a, b) = mdc(—a, —b) = mdc(a, —b). (2.3)
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Além disso, se a = 0 e b # 0, entdo, como observado anteriormente, mdc(0,b) = |b|.
Por isso, vamos assumir que a e b sao sempre positivos.

O préximo teorema além de garantir a existéncia de mde de dois inteiros, mostra
que mdc(a,b) é uma combinagao muito proveitosa de a e b. Esta combinac¢ao nao é

Unica, por exemplo,

mdce(18,4) = 2 = 1-18+(—4)-4
= —1-18+5-4.

3

Teorema 2.4 (Existéncia de mdc) Para quaisquer nimeros naturais® a e b, eriste

d = mdc(a,b). Além disso, existem xo,yo € Z tais que

d = axg + byp. (2.4)

Demonstragao: Consideremos o conjunto

X ={ar+by:x,yecl}

Obviamente, existem em X elementos que sao estritamente positivos. Por exemplo,
parax =y = 1,obtemosa-1+b-1=a+b>0ea+be X. Seja W o subconjunto de
X constituido pelos elementos de X estritamente positivos. Desse modo, pelo PBO,
W possui menor elemento d € W. Vamos mostrar que d = mdc(a,b); como d € W,
existem xg, Yo € Z tais que

d = axo + byo. (2.5)

Usando o algoritmo da divisao com os elementos a e d, temos

a=dg+r, com 0<r<d. (2.6)

Substituindo o valor de d em (2.5) em (2.6), segue que
r = a—dq
= a— (axo+ byo)q

= a— aqro — bqyo.

3J4 estamos usando as igualdades em (2.3) e o fato de mdc(0,b) = |b| com b # 0.
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Dali,

r=a(l —qxo) +b(—qyo) = reWw.

Mas, sendo r < d, entao, pela minimalidade de d, devemos necessariamente ter r = 0,
isto é, a = dg, o que mostra que d | a. Similarmente, prova-se que d também divide b.
Agora, se c € Z é tal que ¢ | a e ¢ | b, entdo a = ¢\ e b = cAy com A\, Ay € Z. Como

d = azgy + by,
d= (C/\l)l'o + (C)\Q)y() = C()\lxo + )\Qyo) = C | b.

Portanto, d = mdc(a, b). |
A expressao em (2.4) é conhecida como identidade de Bézout para os elementos

aeb.
Algoritmo de Euclides sobre 7Z

Quando os inteiros a > 0 e b > 0 sdo “pequenos”, entdao determina-se d = mdc(a, b)
sem muitas dificuldades. Mas, como determinar d quando a e b sao niimeros considera-
velmente grandes? Por exemplo, quanto vale mdc(594, 382)7 Nao é razodvel determinar
os divisores positivos de a = 594 e b = 382 e verificar o maior entre os divisores comuns.
Isso seria tedioso!

O Lema 2.3 mostra que o algoritmo da divisao poder ser usado para calcular d =
mdc(a,b), quaisquer que sejam os inteiros a e b. O mesmo implicard em um método (o

algoritmo de Euclides) para determinar d, o qual consiste em divisdes sucessivas.

Lema 2.3 Sejam a e b inteiros, b # 0, e ¢ e r o quociente e resto da divisao de a por

b, respectivamente, ou seja,
a=b-q+r, com 0<r<|b. (2.7)
Entao, mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracao: Por (2.7), todo divisor de b e r é também divisor de a. Por outro
lado, se d € N é tal que d | a e d | b, entdo, como r = a — ¢b, segue que d | r. Isto é

suficiente para que se tenha mdc(a,b) = mde(b,r). [ |
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Portanto, pelo Lema 2.3, o problema de determinar mdc(a,b) reduz-se a calcular
mde(b, ).

Consideremos os inteiros a e b, com a > b > 0. Pela divisao euclidiana, temos que
a=b-qu+r;, com 0<r; <b.

De acordo com o lema anterior, sabemos que mdc(a,b) = mdc(b,ry). Temos dois casos

a considerar:

1. Se r; =0, entao

mdc(a,b) = mde(b, 1) = mdc(b,0) = b.
2. Se r; # 0, entao efetuando a divisao de b por 1, obtemos

b=ri-q+mry, com 0<1ry<ry.

Da mesma forma,

3. Se ry = 0, segue que

mdc(a,b) = mde(b,r1) = mdc(ry,m3) = mde(ry,0) = 7.

4. Se ry # 0, entao efetuando a divisao de r; por ro, temos que

rm=rmry-q3+1r3, com 0<rg<nr.

Mais uma vez, procedendo como acima, obtemos
mdc(a,b) = mde(b,r1,) = mde(ry, re) = mdc(ra, 13),

e assim sucessivamente.
Assim, deve existir um indice n tal que r, # 0 e r,.;1 = 0, pois caso contrario,

obteriamos uma sequéncia infinita b, 1,7, ... de modo que

b>ry>ryg>--->0,
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0 que nao é possivel. Por isso,

mdc(a,b) = mde(b, 1) = mde(ry, ro) = -+ = mdc(ry, rpe1) = mde(ry, 0) = r,.

Portanto, o ultimo resto nao nulo r,, é o mdc de a e b.

O método apresentado acima para o cdlculo de mdc(a, b) = r,, chama-se Algoritmo

de Euclides.

Exemplo 2.8 Calcule d = mdc(1020,284). Além disso, determinar z( e yo € Z tais

que

d = 102070 + 284v,.

Solucao: Como 1020 > 284, vamos usar o algoritmo da divisao, dividindo a = 1020

por b = 284. Assim,

1020 = 284-3+168 = mdc(1020,284) = mde(284,168),

284 = 168-14116 = mdc(284,168) = mdc(168,116),

168 = 116-1+52 = mde(168,116) = mde(116,52),

116 = 52-2+412 = mde(116,52) = mde(52,12), (28)
52 = 12-444 = mde(52,12) = mde(12,4),

12 = 4-3+0 = mde(12,4) = mdc(4,0) =4

Portanto, mde(1020,284) = 4. Vamos encontrar zy, yo € Z tais que

4 =1020 - 2o + 284 - yo.
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Isso consistira em isolar os restos nao nulos das divisoes de baixo para cima das igual-
dades em (2.8), substituindo-os sucessivamente. Logo,
4 = 52—4-12 = 52—4-(116 —2-52)
= 9.52—-4-116
= 9-(168—1-116) —4-116
= 9-168—-13-116
= 0-168 — 13- (284 —1-168)
= 22-168 —13-284
= 22-(1020 —3-284) — 13-284

= 22-1020 — 79 - 284.

Assim, 4 = 22-1020—79-284. Por conseguinte, podemos escolher o = 22 e 1o = —79.&

Se a,b,c € Z, entao se verifica facilmente que mde(a,b,c) = mde(dy,c), em que

d; = mdc(a,b). Em geral, se aq, as,. .., a, € Z (todos nao nulos), entao
d =mdc(ay,as, ..., a,) = mdc(dy,as, ..., a,).
em que d; = mdc(ay, az). Além disso, existem xy, z, ..., z, € Z tais que

dlzal-x1+a2~x2—i—---+an~x2

Exemplo 2.9 Calcular dy = mdc(404,228,142) e determinar x1,xo,x3 € 7 para os

quais d = 404x, + 22815 + 142x3.

Solucao: Vamos considerar a = 404 e b = 228. Similar ao que foi feito no exemplo

anterior, encontra-se d; = mdc(404,228) =4 e

4 =39-228 — 22 - 404. (2.9)

Agora,

142 = 35-442 = mde(142,4) = mdc(4,2) = 2,
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ou seja, mdc(142,4) = 2. Dessa forma, dy = mdc(404,228,142) = 2 e, usando a

igualdade em (2.9), obtemos
2 = 142—-35-4 = 142—35-(39-228 — 22-404)
= 142 — 1365228 + 770 - 404,
ou seja, 2 = 770-404—1365-228+1-142. Portanto, zo = 770, yg = —1365 e 2= 1.&

Quando mdc(a,b) = 1, diz-se que a e b sdo primos entre si, ou relativamente

primos.

Proposicao 2.10 Sea,b € Z, entao a e b sao primos entre si se, e somente se, existem
x,y € 7 tais que

ax + by = 1.

Demonstragao: Suponhamos que mdc(a,b) = 1. Pela identidade de Bezout, existem
x,y € 7, tais que

1 =ax + by.
Reciprocamente, suponhamos que existam x,y € Z tais que

1 = ax + by. (2.10)

Consideremos

d = mdc(a,b).

Assim,

a:d-/\1 (§] b:d'>\2, /\17A2€Z.

Substituindo os valores de a e b em (2.10), obtemos:

l=d- M -z+d-dg-y=d- (M -2+ X\ -y),
ou seja, d | 1 e, com isso, d = 1. [ |
Corolério 2.3 Sejam a,b,c € Z com mdc(a,b) =1. Sea|beb|c, entao

a-ble.
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Demonstragao: Por hipdtese, mdc(a,b) = 1. Também, ¢ = A\ - a e ¢ = Ay - b. Logo,

c-b=X-a-b e c-a=X-b-a
Pela identidade de Bezout, temos:
l=azx+by, x,y€Z.
Multiplicando ambos os membros da tltima igualdade por ¢, temos:
c=a-cx+b-cry=AN-b-a)-z+N-a-b)-y=(a-b)- (M- -x+X-y)
Fazendo, \3 = A\ - x + Ay - y € Z, obtemos que

c=(a-b)-A3=(a-b)|c

2.6 Minimo Mailtiplo Comum — MMC

Dada uma quantidade finita de ntimeros inteiros, é obvio que tais niimeros possuem
multiplos, e mais, esses niimeros vao possuir multiplos comuns, o menor desses multiplos
chamaremos minimo miltiplo comum. Por exemplo os multiplos do niimero 5 sao
5,10, 15,20, 25,..., os miltiplos do nimero 10 sao 10,20, 30, 40, 50, ..., logo o minimo
multiplo comum de 5 e 10 é o nimero 10. Nesta secao estudaremos alguns resultados
importantes acerca de minimo miltiplo comum (mmc). Tal conceito assemelha-se com

o conceito de maximo divisor comum entre eles.

Definicao 2.6 Sejam a e b inteiros ambos nao nulos. Um nimero m € N € dito
minimo mailtiplo comum (mmc) de a e b quando as segquintes condigoes sao satis-

feitas:
(a) alm e b|m.

(b) SeceN étal queal|c e blc, entaom]|c.
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O minimo multiplo comum de a e b é denotado por mmc(a, b).

Teorema 2.5 Sejam a,b € Z* ed = mdc(a,b). Entao, existe minimo multiplo comum

de a eb. Além disso, se m = mmc(a,b), tem-se que
a-b
m=—.
d

Demonstragao: Consideremos m = % e provemos que m = mmc(a,b). Como d | a e

d | b, entao a = dA\; e b= d)y com A\, Ay € N. Assim,

Da mesma forma, tem-se que a | m. Tomemos agora m; outro multiplo comum de a e
b, isto é, m; = aay e my = bay, com aq, s € N. Pela identidade de Bézout, existem

inteiros x e y tais que

d = ax + by.
Logo,
ma . mld
m  md

myax + mqby
ab

abasz + abaqy
ab

= wmr+oy €z,
ou seja, m | my. Isso mostra que o minimo multiplo comum m entre a e b existe e que
ab

Exemplo 2.10 Calcular mmc(224, 30).

Solugao: Calculemos primeiramente d = mdc(224,30). Assim, aplicando o algoritmo

de Euclides com a = 224 e b = 30, concluimos que mdc(a,b) = 2. Assim,

224 - 30

m = mmc(224,30) = = 3360.
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Assim como foi feito para maximo divisor comum, pode-se calcular o minimo

multiplo comum para varios inteiros. Se aj,as,...,a, sao inteiros nao nulos, entao
mmec(ay, as, ..., a,) é calculado em n — 1 passos através da sequéncias de ntimeros
my = mme(ay, az), Mo =mmc(my,as), ..., My_1 = mmc(My_o, ay)
e m,_1 € o minimo multiplo comum entre a, as, ..., a,.

Exemplo 2.11 Calcular mmc(6, 14, 22, 36).

Solucao: Temos que:

mde(6,14) = 2 = my = mmc(6,14) = 42
mde(42,22) = 2 = my = mme(42,22) = 462.

mdc(462,36) = 6 = m3 = mmc(462,36) = 2772.
Portanto, mmc(6, 14,22, 36) = 2772. s

2.7 Numeros Primos

Uma classe muito importante de inteiros é a classe dos niimeros primos. Do ponto de
vista de divisibilidade, esses niimeros sao os mais simples e, além disso, conforme o
Teorema Fundamental da Aritmética, todo inteiro a € Z — {0,+1} pode ser escrito
como produto de primos. Em outras palavras, os primos sao suficientes para gerar
todos os inteiros diferentes de 0 e £1. Isso mostra a importancia deles na teoria dos
numeros.

Os numeros primos sempre foram cercados de mistérios. Para se ter uma ideia,
ainda nao se conhece uma férmula matematica simples que gere todos eles. Alguns
matematicos, a exemplo de Fermat, até que tentaram estabelecer essa relagao, mas
sem muito exito, pois nao conseguiram generalizar e provar suas teses.

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados sobre os niimeros primos, destacando

de forma especial o Teorema Fundamental da Aritmética.

Defini¢ao 2.7 Um nimerop € Z—{0,+1} diz-se primo quando seus unicos divisores

positivos sao 1 e |p|. Caso contrdrio, p € dito composto.
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Por exemplo, —3, 5 e 13 sao primos, enquanto 9, 8 e 12 sao compostos.

Observa-se que a € Z composto significa dizer que
a=be, com 1<bc<]lal.

Além disso, p é primo se, e somente se, —p é primo. Por isso, vamos considerar apenas
7 7 Y Y
primos positivos.

De uma maneira geral, chamaremos de divisores triviais de a os nimeros 1 e a.
Proposicao 2.11 Sejam p um primo e a,b € Z. Entao,
(1) Septa, entao mde(p,a) = 1.
(2) Sepla-b, entaop|a oup|b.

Demonstragao: (1) Se p t a, entdao o unico divisor comum de p e a é 1, pois, os
tnicos divisores de p sdo 1 e p. Logo, mdc(p,a) = 1.

(2) Por hipdtese, temos p | a-b. Se p | a, ndo hd o que provar. Caso contrario, ou
seja, se p t a, entao segue do item (1) que mde(p,a) = 1. Pela identidade de Bézout,
sabemos que

l=ax+py, com uz,y€Z.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade por b, obtemos
b = abx + pby.
Mas, como p | a - b, entéo p | b. [ |
Por inducao, para aq,as, ..., a, € Z e p primo,
plaay---a, = pla

para algum ¢ = 1,... n. De fato, para n = 1, o resultado é imediato. Agora, suponha-
mos, por hipotese de inducao, que o resultado seja valido para n > 1. Desse modo,
para ai, s, ..., 0y, Gneq € Z, temos

plaas---anany = pl(arag--ay)angr

= pl(@maz---a,) ou p|apr.

Logo, por hipétese, p | a; para algum i =1,... . n+ 1.
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Teorema 2.6 Se a > 1, entao existe um primo p tal que p | a.
Demonstragao: Consideremos o conjunto
W={aeN:a>1 e pta V pprimo}.

Se W # (), entao pelo PBO, existe d € W com d = min W. Como d | d, entao d nao
pode ser primo. Por isso, d = bc com 1 < b, ¢ < n. Desse modo, b ¢ W, pois d = min W.
Por conseguinte, como b > 1, entdo deve existir um nimero primo p tal que p | b. Mas,
como b | p, entdo p | d, isto é, d ¢ W, o que ¢é impossivel. Essa contradi¢gdo mostra que

existe um primo p, com p | a. [ |

Teorema 2.7 (Teorema Fundamental da Aritmética — TFA) Todo nimero na-
tural* a > 1 pode ser escrito de forma tnica, a menos da ordem dos fatores, como

produto de primos.

Demonstragao: Ha duas coisas a serem demonstradas: a primeira é a existéncia dos

primos; e a segunda € a unicidade da fatoragao.

(Existéncia) Consideremos o conjunto
M={neN:n#pps-p,} CN,

para primos pi, pa, ..., pn. Ou seja, M é constituido por todos os naturais que nao sao
produtos de primos. Se mostrarmos que M = (), entao a existéncia dos niimeros primos
estard provada. Suponhamos por absurdo que M # (); logo, pelo PBO, M possui um
menor elemento m € M. Dessa forma, m nao pode ser primo e, por conseguinte, é

composto. Assim, podemos escrevé-lo como
m=a-b com 1<a,b<m.

Como a < meb<m,entao a ¢ M e b ¢ M, pois m = min M. Portanto, a e b sao
primos ou sao produtos de primos. Logo, m = a - b é um produto de primos, o que é

uma contradicao.

4A fatoracio de a > 1 implica diretamente na fatoracio de —a.



2.7. Numeros Primos 37

(Unicidade) Suponhamos agora que

a=pP1-P2--Pn=4q1" 42" Qm,

sendo p1,...,Dn,q1, - - -, Gm SA0 primos. Assim, por (?7), temos que
plg
para algum j = 1,...,m. Sem perda de generalidade, podemos supor que p; | ¢;. Mas,

como ¢; também é primo, entao p; = q;. Desse modo, pela lei do cancelamento, segue

que
P2 Pn=4q2" " Qm.

Da mesma forma, temos py | ¢; para algum j = 2,...,m. Assumindo que py | ¢o,

obtemos

P3 - "Pn =43 " Gm-

Continuando este processo, e assumindo que n > m, temos

L =pms1- - Pns

o que é impossivel. Similarmente, se n < m, entao

1 = Pn+1 """ Pm,

o que também ¢é impossivel. Portanto, m =n e ¢; = p; paracadai=1,...,n. |
Como os primos que surgem na fatoracao de um dado a € N, a > 1, nao sao

necessariamente distintos, temos:

Corolario 2.4 Todo nimero natural a > 1 pode ser escrito de forma tunica, a menos

da ordem dos fatores, na forma

— 1 T2 T

em que p1 < pa < -+ < P, Sao numeros primos e r; € N, para cada i =1,...,n. |
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As vezes, se um dado primo pg nao surge com expoente maior do que zero na

fatoracao de a € N, a > 1, é conveniente escrever a na forma
1 72 Tn 0
a=Dpy Py ---Pn " Pg

Por isso, de uma forma geral, podemos considerar r; € NU{0}, para cada i =1,...,n.

Por este motivo, dados a,b € N, com a > 1 e b > 1, sempre é possivel escrevé-los como
_ 71 72 T _ S1 S S
a=p'-py...pt e b=piopy’.py,

sendo py, ..., p, primos distintos e r;,s; € NU {0}.

Por exemplo, a =300 =22 x 3 x 52 e b= 154 = 2 x 7 x 11. Portanto,
a=2%-3-52.7.11" ¢ b=2-3"-5"-7x11.

Teorema 2.8 Se n > 1 ¢ composto, entao n possui, necessariamente, um divisor

primo p tal que p < \/n.

Demonstragao: Sendo n um nimero composto, entao
n=a-b, com 1<a,b<n.

Se a > +/n e b>/n, entao

n=b-c>+n-v/n=n,

o que é impossivel. Portanto, a < v/n ou b < y/n, digamos que 1 < a < y/n. Pelo TFA,
existe um primo p tal que p | a (p < a) e, por conseguinte, p | n. [ |
Em outras palavras, o Teorema 2.8 nos mostra que, para verificarmos se um dado

nimero n > 1 é primo, ¢é suficiente verificarmos a divisibilidade de n pelos primos

p<Vn.

Exemplo 2.12 Para o nimero n = 103, temos que v/ 103 < 10 e os primos menores
ou iguais a 10 sao 2,3,5 e 7. Como nenhum destes primos divide n, concluimos que n

é primo. &



Capitulo 3

Os Teoremas de Euler, Fermat e
Wilson

E muito frequente em matematica nos defrontarmos com problemas que envolvem
nimeros inteiros demasiadamente grandes, tais nimeros sao quase impossiveis de serem
manipulados fazendo uso apenas das operagoes bdsicas da aritmética (adi¢ao, sub-
tragao, multiplicagao e divisao). Por exemplo, encontrar o resto da divisao de 2°° por
7 utilizando apenas as operacoes basicas nao ¢ uma tarefa tao facil.

Fermat, no século XV, conjecturou que todo ntimero da forma 22" + 1, com n € N,
é sempre primo, o que se constata facilmente paran =0,1,2,3 e 4. Mas, para n = 5,
por exemplo, tem-se que 22 + 1 = 232 4+ 1. que j4 é um ntmero relativamente grande
para que se possa concluir se o mesmo possui ou nao divisores diferentes de 1 e dele
proprio, utilizando as operagoes béasicas, muito embora Euler tenha mostrado que para
n = 5, a formula nao é mais valida.

O conceito de congruéncia é uma forte ferramenta em teoria dos nimeros, em

particular, é importante para o trato de problemas como o destacado acima.

3.1 Congruéncias

O conceito de congruéncia é de grande importancia na Teoria dos Numeros, na Algebra,
e suas aplicacoes. Muitos problemas e estudos podem ser reduzidos a aritmética mo-

dular, e nesse ambiente eles sao tratados em um conjunto finito.

39



40 Os Teoremas de Euler, Fermat e Wilson

Definicao 3.1 Sejam a e b € Z e n inteiro positivo. Dizemos que a e b sdo congru-
ente médulo n quando n | (a —b). Caso contrdrio, ou seja, se n{ (a —b), dizemos

que a e b saio tncongruentes maodulo n.

Usaremos a nota¢do a = b(modn) para denotar que a é congruente a b médulo n,

e sua negacao por a Z b(modn).

Exemplo 3.1 Temos que, 15 = 5(mod5), pois 5 | (15 — 5). Também, 10 # 3(mod 4),
pois 41 (10 — 3).

Proposicao 3.1 Se a e b sao numeros inteiros e n inteiro positivo, temos que a =

b(modn), se e somente se, existir um inteiro \ tal que
a=b+A-n.

Demonstracao: Se a = b(modn), entdo n | (a — b), donde segue da defini¢ao de

divisibilidade que existe A € Z tal que
An=a—b&sSa=b+N-n.
Reciprocamente, suponhamos que existe A € Z com a = b+ X - n, temos
An=a—b=n|(a—0b) = a=bmodn).
|

Proposicao 3.2 Sejam a, b, ¢ e d inteiros quaisquer e n natural fixo. Entdo, sao

vdlidas as sequintes sentencas.

(1) a = a(modn).

(2) Se a =b(modn), entdo b = a(modn).

(3) Se a=b(modn) e b= c(modn), entao a = c(modn).

(4) Se a = b(modn) e ¢ = d(modn), entdo a + ¢ = b+ d(modn) e ac = bd(modn).
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(5) Ser a = b(modn), entdo a + ¢ = b+ c¢(modn).

(6) Se a = b(modn), entdao a* = b*(modn), V k€ N.

(7) Se a+c=b+ c(modn), entdo a = b(modn).

(8) Se mdc(c,n) =1, entdo ac = be(modn) < a = b(modn).

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas (4) e (6).

(4) Por hipétese, temos que a = b+ A1 -n e c=d+ Ay -n. Assim,
a+b=(b+d)+ M+ X) -n=a+c=b+d(modn).
Também,
ac=(b+ A -n)-(d+ A2-n)=bd+ (bAy+ d\; + M\ Aan) - n.

Por isso, ac = bd(mod n).

6) Sabe-se que para qualquer k € N
(6) que para qualg :
a* =t =(a—b)- (" +ad"F b ab RN,

Desse modo, se a = b(mod n), entdo a — b é miltiplo de n e, portanto, a* — b* também
0 é, ou seja, a* = b*(modn). |

Os resultados da proposicao anterior téem muitas aplicacoes aritméticas, em par-
ticular, é importante para o calculo do resto da divisao de um numero relativamente

grande por outro. O exemplo a seguir ilustra isso.

259 por 7.

Exemplo 3.2 Determine o resto da divisao de
Solugao: Como 2% = 1(mod 7), entdao usando o item (6) da Proposigao 3.2, segue que
(2°)1° = 1'%(mod 7) = 2% = 1(mod 7).

Agora, pelos itens (1) e (4) da mesma proposicao,

2% .22 =1.2%(mod 7) = 2°° = 4(mod 7).
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Como 0 < 4 < 7, entao o resto da divisao de 2°° por 7 é igual a 4. &

Como ja foi citado no inicio, Fermat conjecturou que todo nimero da forma
F,=2"+1

é sempre primo. Ele estava certo paran =0,1,2,3 e 4, pois

KR =2 +1 =3,
=22 4+ 1 5,
F, = 22 1+ 1 17,
By, = 227 4+ 1 257
Fy = 2% + 1 = 65537

Para n = 5, temos que Fy = 232 + 1 = 4294967296. Como saber se esse nimero
relativamente grande possui outros divisores, além dos triviais? Euler mostrou que Fj
é divisivel por 641. Vejamos como podemos constatar isso utilizando congruéncias.

Temos que 641 = 2% +5* =527 4+ 1. Dai, 2* = 641 — 5*. Por outro lado,

641 = 0(mod 641),

ou seja,

641 — 5* = —5*(mod 641),

donde segue que

(641 — 5%)22% = —5 . 2% (mod 641).

Além disso,
5

92° _ 932 _ o4 928
— (641 — 54228
= —5%-2%(mod 641)
= _(5.27)4
— (641 1)
—1(mod 641).

. . o . 5
Isso significa que 641 divide 2% + 1.
Os ntimeros da forma F,, = 22" 4+ 1, com n > 0, sao chamados Nimeros de Fermat.
Atualmente, s6 se conhece cinco Numeros de Fermat que sao primos, os mesmos que o

proprio Fermat conhecia. Além disso, sabe-se que F;, nao é primo para 5 < n < 16.
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A partir das aplicacoes acima, pode-se perceber a importancia do uso das con-
gruéncias na resolucao de alguns problemas envolvendo nimeros inteiros relativamente
grandes. Essa ferramenta ganha ainda mais destaque quando entra combinada com os

teoremas de Fermat, Euler e Wilson.

3.1.1 O Pequeno Teorema de Fermat

O teorema que segue é fortemente usado em teoria dos nimeros. Apesar de levar o
nome de Fermat, a demonstracao do mesmo foi publicada por Euler. O leitor deve
ficar atento para nao confundir esse resultado com o Ultimo Teorema de Fermat, o

qual mencionamos no inicio.

Teorema 3.1 (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é um ndmero primo e a é um

nimero inteiro tal que p 1 a, entdo a?~' = 1(mod p).
Demonstracao: Vamos considerar o conjunto de nimeros inteiros
A ={a,2a,3a,...,(p—1)a}.

Uma primeira coisa a se observar é que os elementos de A sao dois a dois incongruentes
entre si médulo p. De fato, dados o, € A, digamos a = Aa e f = Asa, com
A, A2 € {1,2,...,(p— 1}, temos que se a = F(mod p), entao p | (A\; — Ag)a. Mas como
p é primo e p { a, entdo p | (A; — A2), 0 que nao é possivel, pois [(A\; — A2| < p. Isso
mostra que a e § sao incongruentes médulo p. Por outro lado, mostra-se que nenhum
elemento de A é congruente a zero moédulo p. Sendo assim, temos que cada elemento

de A é congruente a apenas um, e somente um elemento do conjunto
B=1{1,2,3,...,p— 1},

Sem perda de generalidade, podemos supor que

a = 1 (mod p),
2a = (mod p),
3a = 3

(mod p),

(p—1)a = (p—1) (modp).
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Multiplicando membro a membro as congruéncias acima, obtemos pelo item (6) Proposigao
3.2 que

a-(2a)-(3a)---(p—1)-a=1-2-3---(p—1)(modp),

ou seja,

ap—1(1.2.3.--(p—1))51-2-3--'(p—1)(m0dp)7

de modo que
a”t(p—1)!'= (p—1)(modp).

Assim, como mde((p — 1)!,p) = 1, entao
a’~! = 1(mod p).
|

Corolario 3.1 Se p é uma numero primo e a € um numero inteiro qualquer, entdo

a? = a(mod p).
Demonstragao: Se pta, entao do teorema anterior, temos que
a’~' = 1(mod p).

Assim,

a?'-a=1-a(modp) = a” = a(mod p).

Por outro lado, se p | a, entao é claro que p | a? e, por conseguinte, p | a? — a, ou seja,

a? = a(mod p). |
Exemplo 3.3 Mostrar que 27° + 37 ¢ divisivel por 13.

Solugao: Do Teorema de Fermat com p = 13 e a = 2, temos que 2'2 = 1(mod 13).

Por isso, (2'?)° = 1°(mod 13), isto &,
2% = 1(mod 13).

Agora,

2° = 6(mod 13) = 2'° = 36(mod 13).
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Assim, 260. 210 = 1. 36(mod 13), de modo que
2™ = 36(mod 13). (3.1)
Da mesma forma, com a = 3 temos 3'? = 1(mod 13), de onde obtemos
(3"%)° = 1°(mod 13) = 3% = 1(mod 13).
Além disso,
3% = 1(mod 13) = 3 = 1(mod 13) = 3'° = 3(mod 13).
Logo, 319 3% = 3. 1(mod 13), isto &,
= 3™ = 3(mod 13). (3.2)
Somando membro a membro as congruéncias de (3.1) e (3.2),
270 + 3™ =36 + 3(mod 13) = 2™ + 37 = 39(mod 13).
Como 39 = 0(mod 13), entao por transitividade,

270 + 3™ = 0(mod 13).

3.1.2 O Teorema de Euler

Euler foi um grande matematico suico do século XVIII, nascido na cidade da Basiléia.
Ele viveu os tltimos dezessete anos de sua vida com total deficiéncia visual devido
o excesso de estudos, mas mesmo assim nao parou de produzir seus artigos, sendo o
matematico que mais publicou artigos, sendo considerado até hoje o mais prolifero
entre todos os matematicos.

Esta secao sera dedicada ao teorema de Fuler. Antes, comecaremos com alguns

resultados necessarios a sua demonstracao.

Defini¢ao 3.2 A funcio ¢ : N — N dada por p(1) =1 e p(n) = s, em que s € o
nidmero de inteiros positivos m com 1 < m < n e mde(m,n) = 1, chama-se fungdo

de Euler.
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Exemplo 3.4 Temos que p(8) = 4, pois 1,3,5 e 7 sao menores do que 8 e relativa-

mente primos com ele. Similarmente, p(15) = 8 [ 3
Observacao 3.1 E facil ver que se n = p é um nidmero primo, entio ¢p(p) =p — 1.

Definicao 3.3 Um sistema reduzido de residuos modulo n ¢ um conjunto de
$(n) nimeros inteiros do conjunto R = {ry,rs,...,r4m)}, tais que cada elemento de R

¢ relativamente primo com n, e se i # j, entdo r; # r;(mod n).

Exemplo 3.5 O conjunto R = {1,2,3,4} é um sistema reduzido de residuos mddulo

5. Jd o conjunto R' = {1,5} € um sistema reduzido de residuos mddulo 6.
Exemplo 3.6 mama colocar um contra exemplo.

Teorema 3.2 Seja a > 0 € Z tal que mdc(a,n) = 1. Se Ry = {r,r2,...,7¢m)} € um
sistema reduzido de residuos modulo n, entao Ry = {a-ri,a-7r9,...,a - rgm)} também

é um sistema reduzido de residuos mddulo n.

Demonstragao: Primeiramente, nota-se que Ry = {a-ri,a-79,...,a T4} possui
exatamente ¢(n) elementos. Por isso, basta mostrar que estes elementos sao relativa-
mente primos com n e que sao dois a dois incongruentes maédulo n.

Como mdc(a,n) = 1 e mde(r;,n) = 1, entdao mdc(a - r;,n) = 1. Por outro lado,
vamos supor que i # j. Como por hipétese, mdc(a,n) = 1, entao se a-r; = a-r;j(modn),
temos que r; = rj(modn), o que implica em ¢ = j, pois Ry = {r1,7r2,...,7¢m) } € um
sistema reduzido de residuos médulo n. Assim, i # j e i = j, o que é uma contradigao.

Portanto, a - r; # a - rj(modn). Isso finaliza a demonstracao. [

Teorema 3.3 (Teorema de Euler) Sejama,n € Z, comn > 1, tais que mdc(a,n) =

1. Entdo a®™ = 1(modn).
Demonstracgao: Pelo Teorema 3.2 temos que os elementos de

R1:{a-rl,a-rg,...,a-r¢(n)}
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constituem um sistema reduzido de residuos médulo n se mde(a,n) = 1 e Ry constituir
um sistema reduzido de residuos médulo n. Ou seja, a - r; é congruente a um, e apenas
um, dos r;, com 1 < j < ¢(n), e portanto, o produto dos a - r; deve ser congruente ao

produto dos r; médulo n, isto é,

(@-r1)-(a-r2)-...-(a-Trem) =11-T2 ... Tom(modn),
Ou seja,
a?™) . (ry-rg oo Tom)) =T1-T2 .. - Ty (modn). (3.3)

Faga,

#(n)

Tl'Tg'...'T¢(n): Ti.

i=1

Como,
¢(n)

mde( [[ri,n) = 1.
=1
Podemos fazer o cancelamento em (3.3), obtendo:
a®™ = 1(modn).

[ |
O leitor deve ter notado, que o Teorema de Euler é na verdade uma generalizacao

do Pequeno Teorema de Fermat, uma vez que, se n = p é um ntimero primo, tem-se

¢(p) =p—1.
Exemplo 3.7 Mostre que 7-5%° = —1(mod 8).
Solucao: Usando o teorema de Euler, temos que:
5' = 1(mod8) = 7-5* = 7-1(mod8) = 7-5% = 7(mod 8).

Por outro lado,

7=15(mod8) e 15 = —1(mod38).

Donde seguem por transitividade, que:

7-5% = —1(mod 8).
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3.1.3 O Teorema de Wilson

John Wilson (1741 — 1793) conjecturou que se p é um nimero primo, entao p divide
(p — 1)! + 1, ou, equivalentemente, que a divisao de (p — 1)! por p deixa resto —1.
Tal enunciado se encontra no livro Medidationes algebraicae, publicado em 1770 por
Eduard Waring (1734-1798), no entanto, o resultado ainda nao havia sido provado. A
prova foi dada em 1771 por Legendre. Veja a segui como o resultado pode ser escrito e
provado utilizando as notagoes e os resultados de congruéncias. Mas antes anunciremos

dois lemas importantes na demonstracao do teorema de Wilson.

Lema 3.1 Seja p > 0 um nimero primo. Para cada a € C = {1,2,...,p — 1} existe

um nimero b € C tal que ab = 1(mod p).

(falta)
Lema 3.2 Seja p um numero primo. Os unicos elementos do conjunto

C={12,....p—1}
que satisfazem a equagdo x*> = 1(mod p) sao 1 e p — 1.
Demonstragao: Tomemos a € C' de modo que a? = 1(mod p), isto é,
pl@=1)=pla-1) (a+1).
Como p é um nimero, entao
pl(@a=1) ou p|(a+1),
Como a € C', temos que
1<a<p—-—1=2<a+1<p.

Donde segue que p = a + 1, o que implica que a =p — 1.
Analogamente, considerando que p | a — 1, e como a — 1 < p, para todo a € C,
sO nos resta a possibilidade de a — 1 = 0, o que implica a = 1, finalizando assim a

demonstracgao. [ |
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Teorema 3.4 (Teorema de Wilson) Se p é um nimero primo, entdo

(p — 1) = —1(mod p).

Demonstragao: Se p = 2 ou p = 3, temos a validade do teorema. De fato:

2—1)!=1(mod2) e (2—1)!=1(mod?2).

Supondo agora p > 3. E consideremos o conjunto

C=1{23,....(p-2)}

De acordo com os lemas 3.1 e 3.2, podemos tomar os pares ai,as € C, tais que
a; # as e aj - ay = 1(mod p).

Consequentemente, efetuando o produto dos elementos desse conjunto, temos que:

2:3-...-(p—2) = 1(modp).

Por outro lado, ¢é facil ver que

p—1=—1(modp).

Utilizando as propriedades de congruéncias, obtemos:

2:3-...-(p—2)-(p—1)=1-(—1)(modp).

Finalizando a demonstragao, temos

(p— 1) = —1(mod p).

Exemplo 3.8 Mostrar que a divisao de 15! por 17 deiza resto 1.

Solucao: Pelo Teorema de Wilson sabemos que

16! = —1(mod 17) = 16 - 15! = —1(mod 17),
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Por outro lado,

—1 = 16(mod 17),

Por transitividade,

16 - 15! = 16(mod 17),

Como mde(16,17) = 1, temos

15! = 1(mod 17).

Logo, o resto da divisao de 15! por 17 é igual a 1. &
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