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Resumo

Neste trabalho, sao apresentados resultados basicos sobre a Teoria dos Anéis, teoria
essa que estuda as estruturas algébricas mais gerais com duas operagoes binarias. Tais
resultados tém como foco principal os Teoremas de Isomorfismos para Anéis. Tais teo-
remas sao uma forma de se estabelecer algumas identificacoes algébricas entre anéis,
desde que um desses seja um anel quociente. Inicialmente, foram apresentados resul-
tados importantes sobre a Teoria dos Grupos, os quais servem de suporte para aqueles

apresentados sobre anéis.

Palavras-chave: Grupos, Anéis, Isomorfismo.
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Capitulo 1

Introducao

A Algebra Moderna ¢ o ambiente de estudo das estruturas algébricas', dentre as quais,
se destacam de modo especial grupo, anel e corpo. Essas estruturas tém aplicagoes
em varios ramos cientificos, tais como a Matematica, a Quimica, a Informética, por
exemplo. Dentre essas aplicagoes podemos citar a Criptografia na seguranga da inter-
net, que estuda os métodos para codificar uma mensagem, de maneira que apenas o
legitimo destinatario consiga interpreta-la, a Teoria dos Cddigos, que dedica-se ao es-
tudo das formas organizadas de se acrescentar algum dado adicional a cada informagao
que se deseja transmitir ou armazenar, a Teoria das Simetrias, que é muito tutil para
a cristalografia e a fisica tedrica que se baseia na algebra de Lie. Vale ressaltar que
nem todas essas aplicacoes sao estudadas num curso de graduacgao, nem encontradas

em livros introdutorios, pois precisam de um aprofundamento maior.

A Teoria dos Grupos surgiu a partir de diversos estudos a fim de provar se equagoes
algébricas de qualquer grau sao resoliveis por radicais. J& era sabido que as de grau
um e dois possuiam um método denominado de férmula de Bhaskara que gerava suas
solucoes. Quanto as de grau treés, entre 1500 e 1515, o matematico italiano Scipione

Del Ferro (1456-1526) descobriu um procedimento para resolver a equagao cubica

w* +pr=¢q com (pgq>0),

!Uma estrutura algébrica é um conjunto A nao-vazio com uma ou mais operacoes.
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ou nos tempos atuais

O que gerou varios estudos a fim de provar essa questao da resolubilidade citada acima.

Por volta de meados do século XVIII, o matematico Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) comegou a dar um norte a esse problema ao usar a teoria das permutacoes
envolvendo as raizes da equacao. Em 1824, o mateméatico noruegues Niels Henrik
Abel (1802-1829) prova todas as conjecturas de Lagrange no que concerne a nao haver
nenhuma formula geral por radicais para resolver as equacoes de grau maior ou igual
a 5. Mas, um questionamento ainda despertava interesse: por que as equagoes de grau
maior ou igual a 5 nao sao, de modo geral, resoliveis por radicais, mais alguns tipos o
sao, como ja se sabia bem antes de Abel? E o que caracterizava matematicamente essas
ultimas? As respostas vém com o matematico Francés Evariste Galois (1811-1832),
que em sua obra aparece pela primeira vez o conceito de grupo, inclusive com essa
nomenclatura. Resumidamente, o que Galois fez foi associar a cada equagao um grupo
formado por permutacoes de suas raizes e condicionar a resolubilidade por radicais a
uma propriedade desse grupo. E como para toda equagao de grau menor ou igual a 4 o
grupo de permutagoes que lhe é associado goza dessa propriedade e para n > 4 sempre
ha equagoes cujo grupo nao a satisfaz, a questao da resolubilidade por radicais estava
por fim esclarecida.

O conceito algébrico de Ideais foi proposto primeiramente por Dedekind em 1876
na terceira edigdo do seu livro Vorlesungen tiber Zahlentheorie (Semindrios em Teoria
dos Numeros). Eles foram uma generalizagao para o conceito de nimero ideal desen-
volvido por Ernst Kummer. Mais tarde o conceito foi expandido por David Hilbert e
especialmente por Emmy Noether.

Contudo, novas estruturas algébricas ainda estavam por vir. Apds varias tentati-
vas de organizacao logica, e de axiomatizar a algebra, um delas feita pelo matematico
Benjamin Peacock (1791-1858), publicada em 1830, vieram as ideias do irlandés R.

Hamilton (1805-1865) que se engajou na tarefa de criar um sistema numérico que de-



sempenhasse no espago tridimensional o mesmo papel, algebricamente falando, que o
sistema dos nimeros complexos desempenha no espago bidimensional (o plano). Pas-
sando dez anos de estudos, ele descobriu que estes novos nimeros tinha que ser do
tipo

a+bi+cj+dk, com = 2=k =-1
e que teria que abrir mao da comutatividade da multiplicacao. A criacao desses novos
nimeros, denominado de quaternions, mostrou que as leis classicas da dlgebra podem
nao ser aplicaveis em certos casos. Desse trabalho de Hamilton e de outras colaboracoes,
ja no século XIX, surgiram varias “novas estruturas algébricas”.

Essas novas estruturas algébricas denominadas de anéis, receberam esse nome no
final do XIX, através do trabalho introduzido pelo matematico D. Hilbert (1852-1943),
diferentemente da definicao abstrata de anel que s6 veio em 1914 dada pelo alemao
A. Fraenkel (1891-1965). No entanto, foi Emmy Noether que, 30 anos mais tarde,
construiu a teoria axiomatica de anéis. Em 1921, nesta perspectiva abstrata, Noether
conseguiu unificar anéis de polinémios e anéis de niimeros — sao conceitualmente semel-
hantes! Noether tem também os seus anéis: anéis Noetherianos. Seu principal teorema,
o de que todo anel de divisao finito é comutativo e, portanto um corpo, foi provado
por Wedderburn, em 1905.

Ao passo que foi axiomatizada toda essa teoria, surgiu também o conceito de Iso-
morfismo, que é estudado tanto na Teoria dos Grupos quanto na Teoria dos Anéis, com
o intuito de ampliar conhecimentos a partir de um fenéomeno para varios outros, ou
seja, se dois objetos sao isomorfos, entao qualquer propriedade que é preservada via
isomorfismo a um dos objetos, também é para o outro. Dai, se um isomorfismo ¢é de
uma parte relativamente desconhecida da matematica, para com outra mais conhecida,
onde muitos teoremas ja estao provados, fica facil via isomorfismo resolver os proble-
mas desse territorio desconhecido, com base nos muitos métodos conhecidos do outro
objeto.

Dentro do conceito de isomorfismo, existe o teorema fundamental dos homomorfis-

mos e dois corolarios do mesmo, aos quais demos total énfase no nosso estudo. Esses,
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por sua vez, foram formulados e definidos em sua generalidade por Emmy Noether que
publicou em 1927 todas as suas descobertas. Outra versao mais enxuta desses teoremas
pode ser encontrada na obra de Richard Dedekind.

Trés anos depois, B. L. Van der Waerden publicou um influente trabalho, o primeiro
livro de algebra abstrata, que ja continha toda a tradicional abordagem sobre a Teoria
dos Grupos e Teoria dos Anéis. Por exemplo, os trés teoremas do isomorfismo de anéis
aparecem explicitamente.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, sao apresentados
os resultados principais sobre grupos, destacando de forma especial os conceitos de sub-
grupos, classe de lateral e homomorfismo de grupos. No Capitulo 3, sao considerados
os resultados sobre anéis com conceitos inerentes tais como subanel, ideal, homomor-
fismo e, principalmente, os Teoremas dos Isomorfismos. No final, sdo apresentadas as

conclusoes.



Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, temos como objetivo introduzir os aspectos elementares das estruturas
algébricas com uma unica operacao *. Desse modo, sera interessante, neste momento,
estudar uma estrutura algébrica (G, *), para a qual, além de outras propriedades tem
a de que toda equacao linear da forma a x x = b, com a,b € GG, tenha solugao em G.
Vale ressaltar que alguns dos conceitos preliminares que serao apresentados podem

ser encontrados em qualquer uma das referéncias [2], [4] e [5].

2.1 Definicao e Exemplos de Grupos

Definicao 2.1.1 Um conjunto nao vazio G munido de uma operacao * € um grupo

quando as propriedades sequintes sao satisfeitas:
(G1) A operagao € associativa, isto €,

ax(bxc)=(axb)*xc, VY a,bceQG.

(Go) Euxiste elemento neutro para x, isto €,

dee G tal que axe=exa=a, VY aedG.

(Gs) Todo elemento em G ¢ invertivel em relagdo a operacao x, isto €,

Vae @G, Fde€qG tal que axa' =d xa=e.
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O grupo G assim definido serd indicado por (G, *). As vezes, para simplificar a
notagao, o indicaremos simplesmente por G. Isto naturalmente exige que nao haja
duvida quanto a operacao considerada sobre G.

Chama-se frequentemente a operacao x de produto. Entretanto, isto nao tem
a principio relagao com os produtos que conhecemos sobre os conjuntos numéricos
cléssicos. Usa-se a-b ou ab (notagao multiplicativa) ao invés de axb. Neste caso, diz-se
que o grupo G é multiplicativo. Em geral, isso sera considerado no desenvolvimento
dos resultados sobre grupos, devendo-se apenas a uma questao de praticidade, pois tais
resultados independem da notacao usada para indicar a operacao considerada em G.
Especificamente, vamos considerar exemplos de grupos com operacoes indicadas por

+, — os grupos aditivos.

Defini¢ao 2.1.2 Um grupo (G,*) é comutativo ou abeliano quando
axb=bxa, Va,bed,

ou seja, quando a operagcao em G for comutativa.

Exemplo 2.1.3 Com as operagoes usuais de adicao, temos que
(Z,+), (@+), R+) e (C+)
sao exemplos classicos de grupos abelianos. &

Exemplo 2.1.4 O conjunto Z, = {0, 1, 2,...,n— 1} é um grupo abeliano sob a

operacio a+b=a+b, Y a,becZ,.

Solucgao: Inicialmente, ressaltamos que, de acordo com os resultados sobre a relagao

de congruéncia médulo n, mostra-se que

Q|
4
(ol
I
IS
=+
S8
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define uma operacio sobre Z,. Agora, dados @, b,¢ € Z,, temos que,

a+(b+c) = a+b+c

O elemento 0 € Z,, é tal que

a+0=a+0=a=0+a,

ou seja, 0 é o elemento neutro da operacao. Por fim,

E+n—a:ﬁ:6,

de modo que n — a é inverso aditivo de a@. Isso mostra que (Z,,+) é um grupo, que é

abeliano, pois

)

Exemplo 2.1.5 Sejam o conjunto G = R — {—1} e a operagdao “ x 7 em G definida

por axb=a+ b+ 3. Mostrar que (G, *) é um grupo.
Solugao: Dados a,b,c € G,
ax(bxc)=a+b+c+6=(axb)*c,
ou seja, a operacao é associativa. Agora, o elemento e = —3 € ( satisfaz
axe=a=exa,

de modo que e = —3 é um elemento neutro da operacao. Por fim, b = —6 —a € G é

tal que

axb=—-3=bxa.
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Logo, b = —6 — a é inverso de a. Por conseguinte, (G, *) é um grupo, e como
axb=a+b+3=bxa,
segue que G ¢é abeliano. &

Exemplo 2.1.6 O conjunto G = M,,,»(R) de todas as matrizes reais de ordem n xm

é um grupo abeliano sob a adigao usual. De fato,
a) X+Y+2)=(X+Y)+2Z, VXY ZedG.

b) X+0=0+X, VX €G, emque

0 .0
0= o (a matriz nula).
0 .0
c) Para
a1 ... Aim
X = eq,
an1 Anm
a matriz
—ai1 ... —Qim
Y = ed
—Qp1 ... —Apm

é tal que X +Y =Y + X = 0. Isso mostra que G é um grupo. A comutatividade

da adicao em G é imediata. [

Exemplo 2.1.7 Consideremos o conjunto G = M,,(R) de todas as matrizes reais de
ordem n. Sabe-se que o produto usual de matrizes é associativo, ou seja, dadas as
matrizes X, Y, Z € G,

X-Y-Z2)y=(X-Y) Z

Além disso, a matriz identidade de ordem n,
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é o elemento neutro do produto, pois
X I,=1,- X=X, VXeaqd.

Agora, como 0 € G (a matriz nula de ordem n) e para tal ndo existe ¥ € G, com
0-Y =1,, entao G = M, (R) nado é um grupo. Alids, dado X € G, existe Y € G tal

que X -Y = I, se, e somente se, det X # 0. s

Exemplo 2.1.8 No exemplo anterior, observamos que em G = M,(R), pois a pro-

priedade da existéncia de inverso nao ¢ satisfeita. No entanto, o conjunto
GL,(R)={X € M,(R) :det X #0} C G

é um grupo multiplicativo. De fato, pelo que foi exposto antes, é suficiente mostrar que
GL,(R) é fechado sob o produto (ja usando o fato que I,, € G). Se X,Y € GL,(R),
entao det X # 0 e detY # 0; como o determinante do produto de duas matrizes é
o produto de seus determinantes, entao det(X -Y) = det X - detY # 0, ou seja,
XY € GL,(R). Logo, GL,(R) é fechado sob o produto e, assim, é um grupo.
Chama-se GL,(R) grupo linear de grau n sobre R. Nota-se que, para n > 1,

o grupo GL,(R) nao é abeliano. Similarmente, tem-se os grupos lineares GL,(Q) e

GL,(C). &

Exemplo 2.1.9 O conjunto G = R, munido da operacao  definida por axb = va - b

nao é um grupo, pois a operacao nao é associativa. De fato, paraa =2, b=3 e c =4,

temos
(2%3)xd=V6x4= \/476
e
2% (3x4) =2xV/12 = \/%
isto €, (2% 3) %4 # 2% (3x4). )

Vamos destacar agora propriedades de um grupo G que seguem quase que imedi-
atamente da definicdo. As duas primeiras referem-se as leis do cancelamento, e a outra

a existéncia de solucao de uma equagao linear em G.
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Proposicao 2.1.10 Seja (G,*) um grupo. Entao, as leis do cancelamento a esquerda

e a direita sao vdlidas em G, isto €, dados a,b,c € G,

axb=axc = b=c e bxa=cxa = b=-c

Demonstracao: Como existe a; € G tal que a1 xa = e = a x a;, temos

axb = axc = a;*x(axb) = a;x(axc) (operando a esquerda com a)
= (apxa)xb = (agxa)xc  (pois * é associativa)
= exb = exc (pois a; xa = e),
isto é, b = ¢. Da mesma forma, mostra-se que b a = ¢ * a implica em b = c. |

Proposicao 2.1.11 Seja (G, *) um grupo. Dados a,b € G, as equagoes lineares axx =

bexxa=0>btém unicas solugoes em G.

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia e unicidade de solugao apenas para
equacao a = x = b; o outro caso é tratado similarmente. Seja a; € G, com a; xa = e.

Logo, o elemento xo = a; xb € G é tal que

a*(a;*b)=(axa))xb=exb=0,

isto é, xg é uma solucao de axx = b. Suponhamos agora que yy € G seja outra solugao.
Por isso, axxyg =b e axyy =b, ou seja, axxg = axyy. Logo, pela Proposigao 2.1.10,

temos xy = Yo, mostrando a unicidade de solucao. [

Proposicao 2.1.12 Seja (G, *) um grupo. Entao,

(1) Ewxiste tinico elemento e € G tal que

exa=axe=a, VYVacQG.

(2) Para cada a € G, existe um tinico o' € G tal que

adxa=axad =e.
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Por isso, em um grupo (G, *), o elemento neutro da operacao e o inverso de cada
elemento em G sao unicos. Chama-se o elemento neutro de “ « 7 a identidade de G.

! ou —a, conforme

Quanto ao inverso a’ de a, denotaremos de modo especifico por a~
a operacao em G seja multiplicativa ou aditiva, respectivamente. Por exemplo, para o
grupo (Z,+), oinverso de a =3 é —a = —3 (34 (—3) = 0 = e); e para o grupo (R*,+),

oinversodea=3¢éa'=3"1=1 3-3'=1=e¢).

Observacgao 2.1.13 No decorrer de todo texto, a identidade de um grupo G serad
indica por e. Além disso, se {G;}ica é uma familia de grupos, entao e; indicard a

identidade do grupo G;.

Observacgao 2.1.14 Em decorréncia da Proposicao 2.1.11, temos que um elemento
e € (G é aidentidade do grupo (G, *) quando exa = a para algum a € G. Similarmente,

para verificar que @’ € G é o inverso de a € (G, basta mostrar que a’xa = e ou axa’ = e.

“wo»

Proposicao 2.1.15 Seja G um grupo abeliano e uma operacao em G. Entdo,

(1) () '=a, Vaecd.
(2) (a-b)'=b"-a"', YVabed.

Demonstracao: (1) Dado a € G, um elemento b € G é, por definigao, o inverso de a
ou vice-versa, quando
a-b=b-a=e.

Comoa-a'=a"t-a=e, entao a=(a"')"L

(2) Vamos mostrar que
(a-b)-bt-a)y=0b"-ab (a-b)=e. (2.1)

Usando a propriedade associativa da operagao em G, pode-se omitir os paréntesis em

(2.1), de modo que

(@-b)-(b'-at) = a-b-btat = a-e-a?
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’ bt-aYH-(a-b) = bt-ata-b = bleb
= e
Por conseguinte, (a-b)~' =b"1-a7L. |
O resultado do item (2) da Proposigao 2.1.15 pode ser generalizado da seguinte
forma: para ai,as,...,a, € G,

-1 -1 -1 -1 -1
(al.a2...an) :an .an_l...aq .al .

De fato, por inducdo, para n = 2 (o caso n = 1 é direto), temos (a; -as) ™' = a5’ -a;’.

Supondo o resultado valido para n > 2, vamos verificar que vale para n + 1, tal que
-1 -1
(ar-ag - an-ani1) = ((a1- a2+ -ay) - api)
—1 -1
1,1 —1 -1

_ -1 —
= Qpyq tQp Gy gt Gy -Gy .

2.2 Subgrupos

Dado um grupo G, faz-se necessario estudar algumas de suas propriedades através de

seus subconjuntos, que também tenham estrutura de grupos. E o que faremos a seguir.

Defini¢ao 2.2.1 Sejam (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos
que H é subgrupo de G se, e somente se, H munido da operagao induzida de G € também

um grupo.
Vale neste caso, fazer mais algumas ressalvas.

Observagao 2.2.2 Um subgrupo H de um grupo G sera sempre indicado em simbolos
como sendo,

H<G.

Observacgao 2.2.3 O elemento neutro de H serd indicado por ey e é o mesmo advindo
do grupo G, ou seja,

ey = €.

J& o elemento inverso de h € H, é o mesmo tanto em H quanto em G.
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Exemplo 2.2.4 Se e é o elemento neutro de G, entdao obviamente {e} é um sub-
grupo de G. E imediato, também, que o préprio G é um subgrupo de si mesmo Estes

subgrupos, ou seja, {e} e GG, s@o chamados de subgrupos triviais de G. s
Exemplo 2.2.5 Com a operacao de soma usual temos a cadeia de subgrupos
7Z<Q<R<C,
ja com a multiplicagao usual temos
Q< R*< C~.
)

Ha& casos, porém, em que para se determinar que um subconjunto H de G é real-

mente um subgrupo precisa-se de um critério, o qual sera citado na proposicao seguinte.

Proposicao 2.2.6 Sejam (G, -) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Entdao,

H € subgrupo de G se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes é verdadeira:
(1) hy-ho€H e hi'€H, Vh,hy€H.
(2) hi-hyt €H, Y hi,hs €H.
Exemplo 2.2.7 O subconjunto
H:{( “ b ) eMm@)}
c —a

é subgrupo do grupo aditivo G = My (R). De fato, consideremos A, B € H, digamos

Assim,

Por isso, ‘H é subgrupo de G. &
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Exemplo 2.2.8 O subconjunto H = {A € GL (n,R) : det A = 2} nao é subgrupo de

(GL (n,R),-). De fato, para A, B € H, tal que
det A=2 e detB =2,

temos

det (AB) =det A-det B=2-2=14

isto é, H nao ¢é subgrupo de (GL (n,R),-), pois det (AB) ¢ H. &

2.3 Homomorfismos de Grupos

As fungdes que transformam uma soma (produto) de elementos do dominio, na soma
(produto) de suas imagens, ou seja, que preservam as operagoes entre duas estruturas
algébricas do mesmo tipo, sao chamadas de homomorfismos e sera o objeto de estudo

neste momento.

Definicao 2.3.1 Consideremos dois grupos (G,*) e (J,-). Uma fungio f : G — T

¢ dita homomorfismo quando
flaxb)=f(a)-f(b), Va,beQaq.
Pelo método de inducgao finita, podemos mostrar que dados x1,%s,...,x, € G,
flaixaorxwy) = f(z1) f(22) - f(za).

Exemplo 2.3.2 Sejam 1 e G5 dois grupos quaisquer. A fungao f : G; — G5 dada

por f(x) =e,V x € G; é um homomorfismo — homomorfismo trivial. )

Exemplo 2.3.3 Seja G um grupo qualquer. A aplicagao Idg (z) =2,V z € G é um

homomorfismo — homomorfismo identidade. &

Exemplo 2.3.4 Dados os grupos G; = (Ry,:) e Go = (R,+), com as operagoes

usuais. Mostremos que a aplicagao

é um homomorfismo.
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Solucao: Tomemos z,y € R,. Assim

h(z-y)=logz-y=logz+logy =h(zx)+h(y),

provando que A é um homomorfismo. L 3

Exemplo 2.3.5 Considere os grupos G; = (Z,+) e Gy = (R,+). A aplicagao f :

Z — R dada por f(z) = x + 2 ndo é um homomorfismo. De fato, para x,y € Z,

temos

fla+y)=a+y+2,
e

f@)+fy)=r+y+4
ou seja,

fr+y)# f(@)+f(y).
&

Proposicao 2.3.6 Sejam G e Gy grupos multiplicativos e f : Gi — G5 wm homo-
morfismo de grupos. Assim, considerando e; o elemento neutro de G1 e ey 0 de G,

vale que:

(1) f(el) = €2.

(2) fa™)=f()", VYred.

Demonstragao: (1) Como e; € G é tal que ey - e; = e1,temos

ee. = erep = fle) = fler-e) (usando a definigdo de homomorfismo)
= f(er) = f(e1)-f(er) (operando & esquerda com f (eq) ")
= fle) = e

(2) Pelo item (1), temos que:

f (61) = €2.
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Assim, dado z € Gy,

zoxl = e = f(z-ah) = f(e) (usando (1))
= flz-azh) = e (usando a definigao de homomorfismo)
= f(x)-f@) = e (operando & esquerda com f (1))
= f(z7) = f(o)™

2.3.1 Nucleo e Imagem de um Homomorfismo

Apresentaremos a seguir os conceitos de niicleo e imagem de um homomorfismo f :
G — J, os quais desempenham um importante papel na teoria dos grupos. No que
concerne a imagem, veremos pelo item (2) da Proposi¢ao 2.3.11 que Im (f) é subgrupo
de J. Veremos também do item (1) dessa mesma proposicao que o nucleo de f além

de ser um subgrupo de G, tem por (3) uma estrutura muito mais interessante.

Definicao 2.3.7 Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. O niicleo desse

homomorfismo, denotado por N (f) ou ker (f), € o sequinte conjunto,

N(f)={z€G; f(z) =e}.

Vale ressaltar que como f(e;) = ey (cf. Proposigao 2.3.6), entdao e; € N (f).
Portanto, ao menos o elemento neutro de G pertence ao nucleo de f, isto é, o nicleo

¢é diferente do vazio.

Definicao 2.3.8 Seja f : G —> J um homomorfismo de grupos. A imagem desse

homomorfismo, denotada por Im (f), é o sequinte conjunto
Im (f) ={f () € ;2 € G}

Mais adiante, veremos na (proposi¢ao 2.3.11) que o nicleo de f esta contido em G

e a imagem de f em J, e mais, que sao subgrupos dos respectivos grupos G e J.

Exemplo 2.3.9 Determinar o ntcleo e a imagem do homomorfismo f : R, — R

definido por f(z) =logxz. (cf. exemplo 2.3.4).



2.3. Homomorfismos de Grupos 17

Solugao: Dado x em R, temos
reN(flefx)=easlogr=0c1=1.

Portanto,
N(f)={z € G f(z) = e} ={1} ={es}.

Além disso, consideremos y € R de modo a verificar se existe para ele, x € R, tal que

f(z)=uy.

Sendo++,
flx)=y<elogr=y<z=10" e R,.
Logo,
f(0%) =y, VyeR,
implicando que
Im(f) = {f(2) : 7 € R} = R.

&

Exemplo 2.3.10 Considere os grupos G = (R? +) e J = (R,+). Mostrar que a

funcao
g: R? — R
(z,y) —

¢ um homomorfismo, determinando em seguida seu ntcleo e imagem.

Solugao: Sejam oy = (71,91) € ay = (T9,y2) pontos em R?. Assim,

a1 +ay = (x1,y1) + (z2,92)
= (r14+z2, 01 +12).

Por conseguinte,
glar+as) = g(z1+ 22,41 + 1)

= I1+ T2
= g(x1,y1) + g (z2,92)

= g(a)+g(az)
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Logo, a aplicacao é um homomorfismo. Encontremos seu ntucleo e imagem respectiva-
mente.

Dado a = (x,y) € R?. Ora,
aeN(g) egla)=e<g(ry) =0&x=0.

Portanto,

N(g9) ={a e Rz =0} ={(0,y) e Ry eR}.
Por outro lado, é facil notar que segundo a funcao dada
glay)=a VyekR,

o que implica

&

Proposicao 2.3.11 Seja f : G; — Gy um homomorfismo de grupos. FEntao sao

validas as sequintes afirmativas:

(1) N (f) < G1 (o niicleo de f é subgrupo de Gy).

(2) Im(f) < J (aimagem de f € subgrupo de G3) .

(3) f ¢éinjetora < N (f) ={e1}.

Demonstragao: (1) Pela Proposicao 2.3.6, sabemos que
f(e1) = ea.

Também,

et e N(f)=N(f)#2

Sejam agora, a,b € N (f). Assim,

fla)=e e f(b)=eo. (2.2)
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Em seguida, analisemos a seguinte situacao:

fla-o7Y) = f(a) - f(b7')  (usando a definigao de homomorfismo)

= f(a)-(f ()" (Pela proposicio 2.3.6)

= ey (en)”" (usando (2.2))
= e
Portanto,
a bt eN(]),
acarretando que,
N(f) <G.

(2) Consideremos 41, y2€ Im (f), digamos

yi=f(a) e yo=f(b),comabeq. (2.3)
Assim,
fla-b7Y) = f(a)-f(b1) (usando a definicio de homomorfismo)
= fla)-f(b)"" (usando (2.3))
= Yy
Portanto,

yioyz € Im(f),
em outras palavras,
Im (f) < Gs.
(3) Suponhamos que f seja injetora. Assim, dado x € Gy,
reN(f) & f(x) = e (defini¢ao de nucleo de um homomorfismo)

= f(e1) (pela proposigao 2.3.6)

o que implica f (z) = f (e1). Por hip6tese, como f é injetora, podemos concluir que
x = ey, isto é,

N(f):{el}-
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Reciprocamente, suponhamos que N (f) = {e1} e sejam z1,2, € G; de modo que

f(@1) = [ (z2). Assim,
Fla) =f(z2) = fla1) flan) =ex=f (z1-23") = e

Por isso,

-1t EN(f) = 2125t =€) = 21 = 9.

Logo, f ¢ injetora. [



Capitulo 3

Introducao a Teoria dos Anéis

Vimos até o momento o estudo de estruturas algébricas munidas apenas de uma
operagao. A partir de agora, tomando por base tudo que foi visto, estudaremos es-
truturas algébricas mais especificas. Trabalharemos num conjunto .4 munido de duas
operacoes que satisfazem algumas condi¢oes naturais, condigoes estas que nos leva a

definicao seguinte:

3.1 Definicao e Exemplos de Anéis

Definicao 3.1.1 Dado um conjunto nao vazio A provido de duas operagoes uma de
soma e outra de multiplicacao denotadas respectivamente por “+7 e por “-7. Dize-
mos que a terna (A, +,-) é um anel quando as sequintes propriedades com respeito das

operacoes em questao sao veridicas:
(G1) A operagao € associativa, isto €,

a+(b+c)=(a+b)+c¢, VYabceQG.
(Go) Ewxiste elemento neutro para x, isto €,

deeG tal que a+e=e+a=a, VacgG.

(G3) Todo elemento em G € invertivel em rela¢io a operagdo +, isto €,

Vae@G, 3deqG talque a+d =d +a=e.

21
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(G4) A adig¢ao é comutativa, isto €,

a+b=b+a, VYabeQG.

(Ps) A multiplicagao € associativa, isto €,

(a-b)-c=a-(b-c), Va,bceA.

(Ps) A multiplicagao € distributiva com respeito a adi¢do, isto €,
a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c, Va,bcec A
Definigao 3.1.2 O anel (A,+,+) é chamado de comutativo quando permite a comu-
tatividade de seus elementos com respeito a multiplicacao, isto €,
a-b=b-a, Va,be A.

Quando nao houver ambiguidade nem confusao de sentido, podemos omitir as re-
spectivas operagoes e representar um anel (A, +, ) apenas por A.

Também no anel A, a notacao multiplicativa a - b pode ser escrita como sendo ab e
a soma a + (—b) por a — b, quaisquer que sejam a,b € A.

O elemento neutro da adigao descrito no item (G,) da defini¢ao 2.1.1, serd denotado

por 04 ou apenas 0. Assim,
a+(—a)=04=0, Va,eA

Definigao 3.1.3 Diz-se que um anel A possui unidade quando sua multiplica¢ao ad-

mite um elemento neutro e de modo que
ac =a=-eca, VacA.

A unidade de um anel A é o elemento neutro da multiplicacao e sera denotado por

14 ou 1, nao tendo nada a ver com o elemento inteiro 1.
Exemplo 3.1.4 Com as operacoes usuais de soma e multiplicacao usuais, temos que
(Z7 =+, ) ; (Q7 =+, ) 5 (R7 =+, ) € (C7 +7 )

sao exemplos classicos de anéis numéricos com unidade 1. s
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Exemplo 3.1.5 A estrutura algébrica A = {04} definida pelas operagoes
0a+04=04 e 1a+1la=1y

¢ um anel comutativo com unidade 04 que recebe o nome de anel trivial. Desse modo,

este caso é o inico em que 14 = 0y4. &

O anel A = {04} nao desperta muito interesse. Assim, vamos sempre supor que a

unidade de um anel, caso exista, seja 14 # 04.

Exemplo 3.1.6 O conjunto Z, = {0, 1,...,n— 1}, munido das operagdes @ + b =

a+bed-b=a-b.éo anel das classes de resto médulo m com unidade T. [

Exemplo 3.1.7 Consideremos o conjunto 7Z [\/5] como sendo

Z|V2] = {a+b\/§;a,b€Z}.

Sejam x,y € Z [\/ﬂ tais que = a; + b1vV2 e y = ay + byv/2, com ay, as, by, by € Z.

Vamos definir as operagoes “ + 7 e “ -7 em Z [\/5] da seguinte forma:

x+y:(a1—l—a2)+(bl+b2)\/§

-y = (a1 + ag + 2b1by) + (ar1by + asby) V2.

Munido destas operacoes, Z [\/ﬁ] ¢ um anel comutativo com unidade, onde 04 =
04-01/2 corresponde ao ntimero inteiro 0 e 14 = 1404/2 ao inteiro 1. Numa abrangéncia

geral, para cada inteiro d,
ZIVd] = {a+b\/;l:a,b€ Z}

com as operagoes vistas acima ¢ também um anel comutativo com unidade. Em par-

ticular, para d = —1 obtemos o anel
ZV—-1={a+bi:abeZ},

o qual recebe o nome de anel dos inteiros de Gauss. &
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De maneira analoga e considerando as mesmas operacoes usadas no anel Z [\/&] ,

para cada inteiro d

Q[Vd] = {a—i—b\/g;a,b - Q}

também ¢ um anel comutativo com unidade (a unidade sendo o inteiro 1).

Exemplo 3.1.8 Como vimos no exemplo 2.1.6 do capitulo anterior, o conjunto das
matrizes reais de ordem n denotado por A = M, (R) é um grupo abeliano com a
operacao de soma usual. Além disso, sob a operacao de multiplicacao usual de matrizes,

sabe-se que

X -I,=X=1I1,-X, VX eA

Por outro lado, para quaisquer X,Y € A temos em geral
X Y#Y X

Logo, A é um anel comutativo nao-abeliano.

Outro fato importante a expor aqui é que esses respectivos resultados podem ser
ampliados tanto aos inteiros e racionais quanto aos complexos e a elementos de qualquer
natureza, desde que a matriz possuia ordem n. Portanto, com as operacoes de adicao

e multiplicagao sao anéis das matrizes também M,, (Z), M,, (Q), M,, (C), M, (B).

Nestes casos citados acima, nota-se que para n = 0 a unidade do anel sera

0 ... O
04 =
05 ... O

nrn

Por sua vez, se n > 1 a unidade em B sera dada pela matriz

14 ... O4
1y =

O ... 14

nrn
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3.2 Propriedades de um Anel

Destacaremos algumas propriedades inerentes a um anel A. Estas por sua vez, sao
consequéncias imediatas das propriedades de suas operagoes. Quanto a adigao, por
exemplo, ja foram vistas algumas propriedades elementares na proposicao 2.1.10, na
proposicao 2.1.11, e na proposicao 2.1.12 do capitulo anterior. Portanto, destacaremos

agora algumas propriedades sob a multiplicacao.

Teorema 3.2.1 Seja A um anel. Entao para quaisquer a,b € A,
(1) Op-a=a-04=04.

(2) a-(=b)=(=a)-b=—(a-b).

(3) (—a)- (~b) —a-b.

Demonstragao: (1) Sabemos que 04 + 04 = 04. Desse modo, pela propriedade

distributiva da multiplicagao sobre a adigao de A, temos
CL~0A:(Z'(0_A—|—0_A):CL-OA—i-a'OA. (3.1)

(A, +) é um grupo. Assim, para (a-04) € A existe — (a-04) € A, tal que — (a-04) +

(a-04) = 04. Portanto, adicionando — (a - 04) aos membros de (3.1), obtemos

—(a-04)+(a-04) = —(a-04)+(a-04)+ (a-04)=
04 = 04+ (a-04)
= (a-04).

De maneira analoga, prova-se que 04 - a = 04.

(2) Pela propriedade anterior,

(—a)-b+ab=(—a+a) - b=0y-b=0y4,

ou seja,

(—a)-b=—(ab). (3.2)
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Por outro lado,

a-(=b)+a-b=a-(—b+0b)=a-04 =04,

isto é,
a-(=b)=—(a-b). (3.3)

De (3.2) e (3.3), as igualdades a - (—b) = (—a) - b = — (ab) , tornam-se verdadeiras.

(3) Da propriedade (2), vimos que

(—a) - (=b) +(=(a-b)) = (=a)-(=b)+ ((—a)-b)

Logo,

Proposicao 3.2.2 Seja A um anel qualquer. Como A munido da operagdo soma é

um grupo abeliano, vale para m,n € Z as sequintes propriedades:

(1) ma+n-a=(m+n)-a, VacA

(2) m-(n-a)=(m-n)-a, VaeA

3) m-a)-(n-b)=(m-n)-(a-b) VabeA

4) (—m)-a=m-(—a)=—(m-a), Va€eA

Demonstremos apenas as igualdades vistas em (2) e (3).
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Demonstracao: (2) Para algum a € A e usando o fato de A ser um anel, temos
m(na) — m(a/++al)
1
n parcelas
= (a+--+a)+---+(atat+---+a)
mp;;celas
= (a+a+---+a)ta+--+(ata+---+a)+a
mpa‘;celas
= mlila+ta+---+a)+a
= mata+---+a+ta)
npa‘rrcelas
= (m-n)-a.
(3) Dados a,b € A tais que
m p;r,celas n pz;r,celas
= 9'(b+"'+b)+"'+a'(b+"'+bl
mp;;celas
= m(a-(b+---+D))
= m g'b—l—--'—i—a@
npa::celas
= (m-n)-(a-b).
|
3.3 Subanéis

Nesta secao, estudaremos algumas propriedades de um anel A através de seus subcon-

juntos. Esses também com estrutura de anel.

Definigao 3.3.1 Sejam A um anel e B um subconjunto nao-vazio de A. Dizemos que

B € um subanel de A, se B munido das operagoes de adi¢cdo e multiplicacao induzidas

de A, € também um anel.

Observagao 3.3.2 Um subanel B de um anel A serd sempre indicado em simbolos

como sendo,

B C A.
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Exemplo 3.3.3 Seja A um anel qualquer. Entao, os subconjuntos B; = {04} e By =

A sdo subanéis de A— subanéis triviais. &

Exemplo 3.3.4 Com as operagoes usuais, sao subanéis os conjuntos numéricos Z, Q, R, C.

Desse modo, temos a seguinte cadeia de subanéis

7ZcCcQcRcC.
)
Exemplo 3.3.5 Se n € N, entao temos a seguinte cadeia de subanéis
M, (Z) ¢ M, (Q) c M, (R) c M, (C).
&
Exemplo 3.3.6 Para cada inteiro d, Z[v/d] é um subanel de Q[/d]. L

Vimos até o momento exemplos classicos de subanéis. Agora, apresentaremos uma
ferramenta bastante proveitosa para verificar quando um subconjunto nao-vazio B é

um subanel de um anel A.

Teorema 3.3.7 Sejam A um anel e B um subconjunto nao-vazio de A. Dizemos que

B € um subanel de A se, e somente se, para quaisquer a,b € B
abeB e a—bekB.

Demonstragao: Suponhamos que B seja um subanél de A. Assim, (B, +) é um grupo

abeliano e,como consequéncia disto,
a—beB, YabebB.

Por hipétese também, ab € B, para quaisquer a,b € B. Por outro lado, se ab € B e
a — b € B para quaisquer a,b € B, entao (B,+) é um grupo abeliano. Também, como
ab € B e B C A, as propriedades comutativa e distributiva da multiplicacao sobre a
adigdo em A, sao vélidas em B. Logo, (B,+,-) é um anel e, consequentemente é um

subanél de A. [
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Exemplo 3.3.8 O subconjunto H = Z [\/ﬂ = {a +bv2;a,b € Z} é um subanel de
R.De fato, sejam z,y € H tais que z = a; + b1v/2 e y = as + by/2. Desse modo,

Ty = (@1 + b1\/§) (GQ + b2\/§)
= (CLl + 2b1b2) + (a1b2 + (lgbl) \/§ € H,

r—y = (m1 + nl\/i) — (mg + 7’L2\/§)
= (ml—m2)+(n1+n2)\/§€7{.
Portanto, H é subanel de R. &

Exemplo 3.3.9 Sejam A = M5 (Q) e B um subconjunto de A tal que
0 a
B = ca,b € i
Claramente, B # (). Também, Se x,y € A tais que
0 aq 0 )
r = e y= )
0 bl 0 b2

com ay, as, by, by € Q. Entao,
0 arb
Ty = o2 ebB,
0 biby

0 _
T—yY= i eB.
0 by — by

Logo, B é subanel de A. 3

3.4 Homomorfismos de Anéis

Estudaremos homomorfismos de anéis com o mesmo objetivo com o qual estudamos
homomorfismos de grupos. Desse modo, destacaremos a seguir, algumas aplicagoes
f A — B que preservam as respectivas operacoes entre os anéis A e B, da seguinte

forma:

Defini¢ao 3.4.1 Sejam (A, +,-) e (B,+,-) dois anéis. Uma fungio f : A — B é

dita homomorfismo de A em B quando as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
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(@) fx+y)=f(2)+f(y), Vaz,yeA

(b) flx-y)=f(x)-f(y), Va,yeA

Tanto em (a) quanto em (b) da definicao acima, as operagoes de adigdo e multi-
plicacao do lado esquerdo da igualdade refere-se ao anel A enquanto as do lado direito
ao anel B.

Notemos também que a condigao (a) implica que f é um homomorfismo do grupo
(A, +) no grupo (B, +). Portanto, podemos recorrer a alguns resultados sobre homo-

morfismos de grupos, para com isso definirmos que

f04) =08 e f(-a)=—f(a), VaecA,

fla—y)=f(x)—f(y), VacA

Exemplo 3.4.2 Dados A e B dois anéis quaisquer. A funcao f : A — B definida
por

f(l’):OB, VeeA

¢ um homomorfismo — o homomorfismo trivial. s
Exemplo 3.4.3 Para um anel A qualquer, a aplicacao f : A — A dada por
Idg(z) =2, VzeA
¢ um homomorfismo — o homomorfismo identidade. s
Exemplo 3.4.4 Para cada n > 1, a funcao f : Z — Z,, definida por
f(m)=m, YmecZ

¢ um homomorfismo de anéis. De fato, para z,y € Z, temos

fla-y)=7gy=7-5=f(x) f(y).

Logo, f é um homomorfismo. )
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Exemplo 3.4.5 Consideremos a fungao g : Z — 2Z dada por g (x) = 2z, V = € Z.

Mostrar que nao ocorre um homomorfismo de anéis.

Solugao: Sejam z,y € Z tais que
glety)=2@+y)=20+2y=g(x)+g(y),

ou seja, g ¢ um homomorfismo entre os grupos (Z,+) e (2Z,+) . Por outro lado,

g(z-y)=2zy

g(x)-g(y) = day.
Portanto, a nao ser para o caso em que x = 0 e y = 0, g nao ¢ um homomorfismo entre

os anéis (Z,+,-) e (2Z,+.-), desde que g (z - y) # g (x) - g (y) . s

Proposicao 3.4.6 Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entao a imagem

Im(f) € subanel de B.

Demonstracao: Dados y1,ys € Im (f), digamos

h=/f(a) e yo=f(b),coma,bed. (3.4)
Assim,
fla-b) = f(a)-f(b) (usando a definigdo de homomorfismo)
= Y1 Y2 (pela equacao (3.4))
Portanto,

y1-y2 € Im(f).
Por outro lado,
fla=0b) = f(a)— f(b) (usando a definigdo de homomorfismo)
= Y1~y (pela equagao (3.4))

assim

Y1 —y2 € Im(f).
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Logo,
Im (f) C B.

3.5 Ntucleo de um Homomorfismo

Definimos na teoria dos grupos os conceitos de nucleo e imagem de um homomorfismo,
os quais podem ser estendidos também a teoria dos anéis. No que concerne a imagem
de um homomorfismo f : A — B de anéis, j4 sabemos da proposigao 3.4.6 que Im(f) é
subanel de B. Ja para nucleo, veremos (cf. exemplo 3.7.4) que este tem uma estrutura

muito mais interessante que a de apenas um subanel.

Definigcao 3.5.1 Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo entre eles.
Definimos como sendo o nicleo de f, denotado por N(f) ou Ker(f), o sequinte

subconjunto de A dado por
N(f)={zeA: f(z)=0s}.

Exemplo 3.5.2 O ntcleo do homomorfismo f : A — B visto no exemplo 3.4.2, é o

proprio anel A. &

Exemplo 3.5.3 O nitcleo do homomorfismo identidade visto no exemplo 3.4.3 é trivial,
isto é,
N(f) =104}
)

Exemplo 3.5.4 Determinar o nticleo do homomorfismo f : Z — 7Z, definido por

f(m)=m. (cf. Exemplo 3.4.4).

Solugao: Seja m € Z. Assim,

meN(f) & f(m)=0s
& m=0
& men-Z.
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Logo,

L

Exemplo 3.5.5 Seja A =17 [\/ﬂ = {m +nv2:m,n € Z} e consideremos f : A —
A assim definida: f (m + n\/ﬁ) = m — nV2. f é um homomorfismo de anéis pois
segundo as operacoes definidas no exemplo 3.1.7, se a,b € A tais que a = m 4+ nv?2 e
b=r-+ S\/Z entao
fla+d) = f((m+nv2)+ (r+sv2))

- f((m+r)+(n+s)\/§)

= (m+7r)—(n+s)Vv2

= [(a)+f(b)

fla-b) = f((m+nv2)-(r+sv2))
= [ ((mr+2ns) + (ms +nr)v2)
= (mr+2ns) — (ms +nr) V2

= [(a)-f(b).

Portanto, f é de fato um homomorfismo de anéis. Vamos determinar agora N (f) . Dado
a € A tal que @ = m + nv/2, assim,
aeN(f) & f(m+nv2)=0

& m-nyv2=0-0V2

& m=n=0.
Logo,

N (f) ={0}.

&

Exemplo 3.5.6 Sejam os anéis A = C e B = M;,(R) e a funcao f : A — B dada

por
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f é um homomorfismo. De fato, dados =,y € C tais que x = a + bi e y = ¢ + di,
definiremos

r+y=(a+c)+(b+d)i

x -y = (ac—bd) + (ad — bc) i.

Desse modo,
at+c —(b+d)
fla+y) =
b+d a-+c

()G

= [(x)+f(y)
(ad—bc ac — bd
c —d
d c
f(x

Portanto, f é um homomorfismo. Seja agora © = a + bt € C. Temos que

ac —bd — (ad — bc) )

TEN() © f(a+bi):<8 g)

de onde segue que x = 0. Logo,

)

H& algo de especial no que se refere aos nucleos encontrados no exemplo 3.5.5 e
no exemplo 3.5.6. Através deles, podemos definir na teoria dos anéis o conceito de

homomorfismo injetor. Vejamos a seguir.
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Proposicao 3.5.7 Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Dizemos que f €

injetivo se, e somente se, N (f) = {04}

Demonstragao: Suponhamos que f seja um homomorfismo injetivo e tomemos x €

N (f). Assim, f (z) = 0g. J& vimos que f (04) = 0. Logo, segue por hipdtese que

f(x)=f(04)=2=04

Portanto,
N (f) ={04}-

Por outro lado, tomemos como hipdtese que N (f) = {04}. Desse modo, dados z1, x5 €

A tais que
[ (@) = f(z2) = f(21) — [ (22) =05 = [ (21— 22) = 0.
Por isso,
x1— 2 EN(f) = 21 — 29 =04 = 17 = 2.
Logo, f € injetivo. [

3.6 Isomorfismo de Anéis

Existem anéis A e B que sao os mesmos do ponto de vista algébrico. Em outras
palavras, existe uma funcao homomorfismo f de A em B, que preserva todas as pro-
priedades entre estes anéis. Formalmente, estas fungoes levam a defini¢ao de isomor-

fismo.

Definigao 3.6.1 Sejam A e B dois anéis. Um homomorfismo f : A — B bijetivo

chama-se tsomorfismo.

Vale ressaltar que como um isomorfismo é um tipo especial de homomorfismo, entao
todas as propriedades inerentes aos homomorfismos vistas ate o momento se aplicam

também aos isomorfismos.
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Proposicao 3.6.2 Se f : A — B € um isomorfismo de anéis, entio f~': B — A

também € isomorfismo de anéis.

Demonstracao: O fato de f ser uma bijecao garante que f~! também é uma aplicacao
bijetora, s6 que obviamente de B em A. A demonstracao deste fato serda deixado a
cargo do leitor. Seguindo, vemos que se f um isomorfismo do grupo aditivo A no
grupo aditivo B, entdao f~! é um isomorfismo do grupo aditivo B no grupo aditivo A,
pois f~! conserva as operacoes. De fato, tomemos y;,y, € B. Como f é sobrejetora,

y1 = f (z1) e y2 = f (x2), para convenientes elementos x, x5 € A. Dali,

o) =1 (m) =21 e [ (32) =22

Entao:
TP +y2) = fH(f (o) + f(22))
F7H(f (21 + 22))
T+ X9

= ST )+ )

Por outro lado, resta-nos provar que f~! preserva as multiplicacoes. Sejam c,d € B.

Como f é sobrejetora, ¢ = f(a) e d = f(b), para elementos a,b € A. Vale observar

que
a=f"(c) e b=f"(d)
Posto que,
fHed) = fH(f(a)- f(b)
fH(f (a- b))
a-b
= - ),
concluindo a demonstracao. [ |

Devido a esta demonstracao que acabamos de fazer, podemos dizer que dois anéis
A e B sao isomorfos quando ocorre um isomorfismo entre eles. Simbolicamente,

escrevenos

A~ B.

O isomorfismo f : A — B preserva todas as propriedades do anel A, fato que

nao ocorria quando tinhamos apenas um homomorfismo. Por isso, os anéis A e B sao
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considerados os mesmos. Assim, o elemento a € A é identificado, via o isomorfismo
f, com o elemento f(a) € B, ou seja, o elemento a é tido como se fosse igual ao
elemento f (a), j& que possuem as mesmas propriedades algébricas. Denotamos essa
correspondéncia por

a+— f(a).

Exemplo 3.6.3 Se A é um anel entdo a aplicacao I'dy : A — Atal que Idy (x) =,V
x € A é um isomorfismo de anéis, pois além de ser bijetora, é também um homomor-

fismo, uma vez que

Idy(x+y)=x+y=1da(z)+ Ida(y)

Ida(e-y) =2y = Ida () Ids(2).

)

Exemplo 3.6.4 A aplicagao f : 7Z [\/ﬂ — 7 [\/ﬂ ¢ um isomorfismo de anéis, pois
segundo o exemplo 3.5.5 f é um homomorfismo. Além disso, N (f) = {0}. Desse
modo, pela proposicao 3.5.7, f é injetivo. Por outro lado, a aplicacao também é
sobrejetora. De fato, dado y = m+nv2 € Z [\/5] , basta tomar x = m—nv2 € Z [\/ﬂ

de modo que

f(x)zf(m—nﬁ>:m+n\/§:y.

Portanto, f é um homomorfismo bijetivo, ou seja, é um isomorfismo de anéis. s

Exemplo 3.6.5 De acordo com o exemplo 3.5.6, a fungao f: C — M, (R) definida

por

a

a
f(a—l—bi)z(b ),Vaerz'e(C,

é um homomorfismo. Além disso, como N (f) = {0}, pela proposi¢ao 3.5.7, f é
injetivo. Por fim, como Im (f) = My (R), temos que f é bijetivo e, assim, é um

isomorfismo. &
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Exemplo 3.6.6 De acordo com o exemplo 3.4.4, a aplicacao f : Z — Z, é um

homomorfismo cujo nicleo segundo o exemplo 3.5.4 é
N(f)={0, £m, +2m,...}.

Como N (f) # 04, pela proposigao 3.5.7, f nao é injetivo. Portanto, f nao é bijetivo

e, assim, nao se verifica um isomorfismo entre os anéis. [

Para enunciar o teorema fundamental dos homomorfismos para anéis e seus corolarios,
precisamos antes definir um dos instrumentos mais poderosos para o desenvolvimento

da teoria dos anéis. E o que sera feito a seguir.

3.7 Ideais em um Anel Comutativo

O conceito de ideal pode ser aplicado a toda qualidade de anel, no entanto nos re-
stringiremos a usa-lo apenas em anéis comutativos, devido a sua importancia nestes

casos, bem como as limitagoes que os objetivos deste trabalho estabelecem.

Definigao 3.7.1 Seja A um anel comutativo. Um subconjunto T C A, T # & serd
chamado de ideal em A se, para quaisquer x,y € T e a € A, verificam-se as relagoes

sequintes:
(1) z—yel
(2) a-z €.

Exemplo 3.7.2 Se A é um anel comutativo, entdo {04} e o préprio A sdo ideais em

A — ideais triviais. &

Exemplo 3.7.3 No anel Z, os subconjuntos nZ = {0, £n,+2n, ...}, sdo ideais em Z,
qualquer que seja o inteiro n, pois se b,c € nZ, tais que b = r-n e ¢ = s-n para
quaisquer inteiros r e s, entao

b—c = r-n—s-n

= n(r—s),
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com r — s € Z. Por outro lado, seja a € Z e x € nZ, entao, x = ng, com q € Z. Dali,
ax = a(nq) = (ag)n =n(aq), com aq € Z.
Portanto, ax € nZ. Logo, nZ é um ideal em Z. L3

Exemplo 3.7.4 O nucleo de um homomorfismo de anéis f : A — B é um ideal em

A.

Solugao: Como f(04) = Og, entdo 04 € A e, portanto, N (f) # 0. Sejam agora
z,y € N (f). Entao f (z) = f (y) = 05. Logo,
fla—y) = [f(@)—[fQ)

e portanto, z —y € N (f). Por fim, dado x € N (f), entao f (x) = Og e, portanto,

qualquer que seja a € A

fla-z) = fla)-f(z)

= [(a) 05
= OB?
o que mostra que a - x € N (f). Portanto, N (f) é um ideal em A. &

3.8 0O Teorema Fundamental dos Homomorfismos

para Anéis

Vamos considerar, o principal teorema que versa sobre homomorfismos de anéis e seus
respectivos corolarios. Para tal, notemos primeiramente que, se f : A — B é um
homomorfismo de anéis, entao N (f) é um ideal de A (cf. exemplo 3.7.4). Por isso,

_A 4
My ¢ um anel.

Teorema 3.8.1 (1° Teorema do Isomorfismo) Seja f : A — B um homomor-

fismo de anéis. Entao,

A
W_Im(f).
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Demonstragao: Definamos

D — Im(f)

_A
N(f)

A fungao @ esta bem definida. De fato, se T,y € ﬁ tais que T =7, entao

z =y (mod N (f)),

isto 62 = y + a, com a € N (f).Ora, se a € N (f) pela definigao de niicleo de um

homomorfismo de anéis f (a) = 0g. Dali,

Portanto, ® esta bem definida. Sejam agora =,y € ﬁ. Logo,
PT+y) = P(z+y)
= [(z+y)

= f(z)+f(y)
= O(7)+2(y)

®-y) = oY

Portanto, ® é um homomorfismo. Além disso,
o) =2@H) = [fl@)=fl) = [fle—-y) =05
Desse modo, © —y € N (f), isto é, x = y + a, para algum a € N (f). Com isso,

T=gta=7y
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Pois @ = 0. Assim, ® é injetora. Por outro lado, ® é claramente sobrejetora. Logo, ®

¢ um isomorfismo, ou seja, Aﬁ ~ Im (f). [ |
N : I/

Exemplo 3.8.2 Usando o primeiro teorema do isomorfismo, mostrar que os anéis 7
n

e Z, sao isomorfos, para cada n € Z.

Solucao: Usando a definicao de isomorfismo, consideremos a funcao

7
D : — — Z,
nZ

r+nt — T
Nao ¢ dificil mostrar que ® estd bem definida. J& sabemos do exemplo 3.4.4, que
a fungado f : Z — Z, definida por f(m) = m, para todo m € Z é claramente
um homomorfismo sobrejetor de anéis. Sabemos também do exemplo 3.5.4, que dado
m € Z, temos que N (f) = nZ. Desse modo, concluimos pelo primeiro teorema do

isomorfismo que

&

Este exemplo pode ser mostrado também usando a prépria definicao de isomorfismo,

fato que sera deixado a cargo do leitor.
Exemplo 3.8.3 Consideremos o anel

A:{(ﬁ b>;a,beR}cM2(R)

e seja Z o seguinte ideal de A
0 b
7= beR .
0 0
A . . .
Mostrar que T é isomorfo ao corpo dos numeros reais R.

Solugao: Facilmente, verifica-se que A é subanél de M; (R). Tomando agora

d
z:<c >€.A, com c¢,deR
0 c
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e sendo z,y € Z tais que

0 b 0 b
T = ! e y= ? , com by, by,c,d€ER,
0 0 0 0
0 b 0 by
r—y = —
0 0 0 0

implica que

0 Cbl
= el
0 0

A
Portanto, Z é um ideal de A. Seguindo, vamos descrever os elementos do anel T Dado

<a b)G.A,
0 a

temos que
a b a 0 0 b
= + .
0 a a 0 0
Ora, como
0 b
er,
0 0
entao

a b a 0
+7 = + 7.
<0 a) (O a)

Além disso, para a,b € R,

a 0 b 0
+7 = +7
o) (o)
se, e somente se,
0 b 0 —b 0
- = (" €T,
0 a 0 b 0 a-—0»

ou seja, se, e somente se, a — b = 0, de modo que a = b. Logo,

A {(20) roes)
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Agora, verifica-se que a funcao f : A — R dada, para qualquer
a b
xr = ( ) e A
0 a

f(z)=a,

por

¢ um homomorfismo, pois dados z1 z € A tais que

aq bl a2 b?
I = e T2 = )
0 aq 0 as

entao
o ay + ag bl+b2
R ()
= a1+ ag
= f(@1) + [ (22)
(S
. ap - ag bl'bg
e = (%0 7))
= aj- a9

= f(x1)- f(x2).

Portanto, f é um homomorfismo que claramente é sobrejetor. Para finalizar, dado
a b
x = € A,
0 a

reN(f) & f(r)=0 < a=0.

N(f) = {(8 Z)eA:beR}

= 1

entao

Portanto,

Assim, concluimos do primeiro teorema para homomorfismos que

A
— ~ R.
T

Finalizaremos esta secao dando énfase a dois corolarios do Teorema 3.8.1.
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Corolério 3.8.4 (2° Teorema do Isomorfismo) Sejam B um subanel de um anel

A eZ um ideal de A. Entao

B B+ZI
BNZ I

Demonstragao: Notemos primeiramente que dados by + 21, by +is € B + Z, com

b1,bo € B e i1,is € T temos que

(by +11) (by +1i2) = biby +biig +i1by +i1iy € B+T
~—~ N ~
eB €T
(§
(b1—|—ll>—(b2+22) = by —by+i; — i e B+T.
G <
€ €

Desse modo, B + Z é um subanel de A. Por outro lado, como B é um subanel de A e

Zumidealde A,sez,ye€Zeb+ieB+Z,ondebe B, iecZ entao

r—yel

b+i)z = Wb

8

_l’_
:g.
m
N

Portanto, Z é um ideal de B+ Z. Agora, se x,y € BN Z, entao tanto x,y pertence ao
subanél B do anel A e dai resulta que x —y € B, quanto x,y pertence ao ideal Z, donde

segue que x —y € Z. Ora, como x — y pertence a B e também a Z,
r—yeBNIL.

Sejama € Bex e BNZ. dai, x € Bex €T o que implica ax € B, e ax € Z, ja que 7

¢ um ideal por hipdtese. Por consequinte,
ar € BNZT.

Portanto, BN Z é um ideal de B. Consideremos agora, a funcao
. B+T

r — x+1=T7.
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Dados z,y € B+ Z, teremos

fle+y) = x+y = TH+7Y

flewy) = Ty = T3

Desse modo, f é um homomorfismo. Observem também que se T € BT”, entao T =

r+Z,comx=b+a,emquebée B, acZ. Logo,

T = (b+a)+Z1
= b+ID)+(a+7)
= b+17I,

pois a +Z = Z. Portanto, f(b) = b+ Z = T e assim, f é sobrejetiva. Por fim, dado

x € B e sendo Z o zero do anel quociente BTJFI, temos

reN(f) & f(x)=T & z4+I=1,

isto é,
reN(f) & z€Z e z€B & reBNL.

Portanto, N (f) = BNZ, o que torna vélido

B B+ZI
BNZT I

Para encerrar, apresentaremos o terceiro teorema do isomorfismo, cuja demon-

stracao nao sera apresentada.

Corolario 3.8.5 (3 Teorema do Isomorfismo) Sejam J e T ideais de um anel

A tal que J C I. Entao,

AT
77 2 AT
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3.9 Conclusao

Neste trabalho foram apresentados alguns resultados basicos sobre a Teoria dos Anéis,
mais especificamente, tendo como foco principal os resultados sobre isomorfosmos de
anéis. Tal objetivo foi o de explorar conceitos que, em geral, nao sao vistos em um
curso de Licenciatura.

Tais resultados nos possibilita adentrar de forma mais eficaz num estudo de es-
truturas algébricas com duas operacoes bindrias o que, de certa forma, generaliza os

resultados obtidos sobre grupos.
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