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Resumo

Neste trabalho caracterizamos os grupos finitos de ordem menor ou igual a oito, que
sao finitamente gerados por dois elementos. Os grupos ciclicos finitos ou infinitos sao
facilmente classificados por dois grupos classicos: Os grupos aditivos (Z, +) e (Z,, +).
Para os grupos finitos nao-ciclicos, o Teorema de Lagrange surge como ferramenta in-
dispensével para classifici-los. Os grupos G = (a,b) considerados apresentam relagoes
importantes entre seus geradores, os quais permitem caracteriza-los por meio de resul-

tados basicos da teoria dos grupos.

Palavras-chave: Grupos, Grupos ciclicos, Grupos Finitamente Gerados, Homomor-

fismo de Grupos.
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Introducao

O conceito de grupo é seguramente uma das idéias centrais da Matematica . A teoria
dos grupos tem sua origem no trabalho de Galois (1811-1832). A idéia central da teoria
por ele desenvolvida é de considerar as varias maneiras pelas quais é possivel permutar
as raizes de um polinomio sem altera-lo. Ao conjunto destas permutacoes Galois deu
nome de Grupo da equagao. Apesar deste nome ter sido introduzido por Galois, a idéia
de grupo ja existia em forma latente, tanto no trabalho de Abel quanto no trabalho
de Lagrange.A teoria dos grupos logo se difundiu para outros ramos da matematica,
entre eles a geometria e a teoria dos nimeros. A enorme gama de aplicagoes dos grupos
levaria os matematicos a estuda-los por si mesmos, dando lugar a teoria dos grupos.

Neste trabalho pretedemos estudar os grupos finitos gerados por dois elementos, os
seja, os grupos da forma G = (a, b), em que ba = a®b. Como consequéncia, estudaremos
(classificaremos) os grupos de ordem até oito.

Dados um grupo finito (G, -) e a € G, sabe-se que o subgrupo ciclico (a) gerado por
a é o menor subgrupo de G que contém o elemento a. Agora, para a,b € (G, deseja-se
determinar o menor subgrupo de GG que contenha a e b. Ora, qualquer subgrupo con-
tendo a e b, deve conter as poténcias a™ e b para todos n, m € Z,e consequentemente,
deve conter todos os produtos finitos dessas poténcias. O fato é que o conjunto de
todos os produtos finitos é um subgrupo de G' que, seguramente, é o menor subgrupo
G que contém a e b. Se este subgrupo for o préoprio G, entao dizemos que o conjunto
{a,b} gera G, que denota-se por G = (a,b). Esse conceito pode ser generalizado da
seguinte forma: Sejam G um grupo e a; € G para ¢ € I, em que [ é um conjunto de
indice. O menor subgrupo de G que contém X = {a; : i € I} é o subgrupo gerado por
X. Isso de nos conduz naturalmente ao conceito de grupos finitamente gerados.

Os grupos gerados por um elemento, ou seja, os grupos ciclicos, sao facilmente
classificados através de isomorfismo entre o grupo aditivo dos inteiros Z ou o grupo
aditivo Z,, das classes de resto médulo n. Entretanto, a classificacao de grupos gerados
por dois elementos pode ser extremamente complicada, isso se deve basicamente as
propriedades dos elementos do conjunto gerador {a,b}. Por outro lado, restringido-se
a casos particulares, a saber G = (a,b) com a e b satisfazendo uma relagao do tipo

ba = a®b, os resultados que se obtém sao de grande utilidade na classificagao de grupos
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de ordem pequena.

Nos capitulos 2 e 3 apresenta-se o desenvolvimento deste trabalho. No Capitulo 2
abordaremos os resultados basicos da teoria dos grupos. Dentre os tépicos apresenta-
dos, destacaremos neste capitulo,os grupos finitos, grupos abelianos , grupos ciclicos,
o Teorema de Lagrange e os isomorfismos de grupos, tépicos fundamentais para uma
descricao um pouco mais detalhada sobre a determinacao de todos os grupos de ordem

< 8, objetos de estudo no Capitulo 3.



Capitulo 1

Grupos

Neste capitulo apresentaremos os resultados bésicos da teoria dos grupos que serao usa-
dos nos capitulo seguinte. Admitiremos ja conhecidos os conceitos e resultados basicos
sobre conjuntos, relacoes de equivaléncia, fungoes e operagoes. Além disso, admitire-
mos algumas nocgoes preliminares sobre grupo e outros relacionados a este. Para tais
tépicos, sugerimos a referéncia Bega de Domingues e Iezzi (2003) uma vez que este
texto traz uma abordagem bastante didatica de tais tépicos. Dentre os topicos apre-
sentados, destacaremos de forma especial os grupos finitos e o Teorema de Lagrange.

Para estes indicamos as referéncias de Garcia e Lequain (2005) e Fraleigh (1988).

Definicao 1.0.1 Sejam G um conjunto nao -vazio e x € uma operac¢ao sobre G. Diz-se
que G munido com esta operagcao € um grupo quando as sequintes propriedades sao

satisfeitas:
I) A operacao % € associativa, ou seja,

ax(bxc)=(axb)*cVa,bceQG.

II) Eziste elemento neutro para a operac¢ao, ou seja,

Jdee G, tal que exa=axe=a, VacdG.

III) Todo elemento em G possui inverso,

Vae G, dare G tal que axal =al*xa=e.

Indica-se o grupo assim definido por (G, *) ou simplesmente por GG, caso nao haja
duvidas quanto a operacao em G.

Se o grupo (G, ) satisfaz a condigao
axb=>bxa, Va,b € G,

entao diz-se que GG é comutatitivo ou abeliano.
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Observacao 1.0.2 Os elementos e e a/ das propriedades I e II sao tinicos e sao chama-

dos tdentidade de G e inverso de a, respectivamente.

Chama-se frequentemente a operacao * de produto. Entretanto, isso nao tem
a principio relagao com os produtos que conhecemos sobre o conjuntos numéricos
cléssicos. Assim, usa-se a - b ou ab (notagdo multiplicativa) ao invés de a x b. Neste
caso, diz-se que o grupo G é multiplicativo. Em geral, isso sera considerado no de-
senvolvimento dos resultados sobre grupos. Isso deve-se apenas a razao de praticidade,
pois tais resultados independem da notagao usada para indicar a operacao considerada
em (. Especificamente, vamos considerar exemplos de grupos com operagoes indicadas
por +, — os grupos aditivos.

Quando um grupo G for multiplicativo, entao indicaremos o inverso de a por a~*.

Ja para um grupo aditivo, o indicaremos por —a.

A seguir exibimos alguns exemplos e contra-exemplos de grupos.

Exemplo 1.0.3 (Z +), (Q,+), (R, +) e (C, +) sao grupos abelianos, em que as adi¢oes

sao as usuais.

Exemplo 1.0.4 Para cada n € Z, o conjunto Z, = {0,1,...,7} com a operacao de
adicao dada por

G+b=a+b,

é um grupo aditivo contendo exatamente n elementos.

Exemplo 1.0.5 O conjunto dos nimeros reais nao é um grupo multiplicativo, pois
a =0 € R nao tem inverso sob a multiplicacao. Esse é o unico fato que faz com que R
sob a multiplicagdo nao seja um grupo. Por essa razao, (R*,e) é um grupo abeliano.

Da mesma forma, (Q*,e) e (C*, ®) sdo grupos abelianos.

Exemplo 1.0.6 Seja (V,+,e) é um espago vetorial. Entao (V,+) é um grupo aditivo

abeliano.

Exemplo 1.0.7 O conjunto G = M,,»,»,(R) de todas as matrizes reais de ordem n x m

é um grupo abeliano sob a adicao usual. De fato, temos que:
L. X+Y+2)=(X+Y)+Z, VXY ZedG.

2. X40=0+ X,V X € G, em que

0=

é a matriz nula.



3. Para
a1 A1m
X = €q,
an1 Apm
a matriz
—ai —A1m
Y = eG
—Qnp1 —Qpm

étal que X +Y =Y + X = 0. Isso mostra que G é um grupo. A comutatividade

da adicao em G é imediata.

Exemplo 1.0.8 Consideremos o conjunto G = M, (R) de todas as matrizes reais de
ordem n. Sabe-se que o produto usual de matrizes é associativo, ou seja, dadas as
matrizes X, Y, Z € GG, entao

X-(Y-2)=(X-Y)-Z

Além disso, a matriz identidade de ordem n,

1 0 ... 0
I = 0 1 0 ’
0 0 1

¢ o neutro do produto, pois
X-I,=1,- X=X, VXead.

Agora, certamente existe em G uma matriz tal que det X = 0. Para tal matriz, nao
existe uma matriz Y € G tal que X - Y = [,, pois uma matriz X de ordem n ¢é
invertivel se, e somente se det X # 0. Por conseguinte, G = M, (R) nao é um grupo

multiplicativo.

Exemplo 1.0.9 Do exemplo anterior, sabemos que G = M,(R) nao é um grupo sob
o produto usual de matrizes, pois a propriedade da existéncia de inverso para cada

elemento nao é satisfeita (na verdade, é a tnica). Consideremos entao
GL,(R) ={X € M,(R) : det X # 0}.

Vamos mostrar que GL,(R) é um grupo multiplicativo. Pelo que vimos até agora, é
suficiente mostrar que GL,(R) é fechado sob o produto. Sejam X,Y € GL,(R); entao
det X # 0 e detY # 0. Como o determinante do produto de duas matrizes é o produto

de seus determinantes, temos

det(X V) =det X -detY £0= X -Y € GL,(R),
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ou seja, GL,(R) é sob o produto e, assim, é um grupo. Chama-se GL,(R) grupo
linear geral sobre R. Em geral, ele é nao-abeliano. Similarmente, temos os grupos
lineares gerais GL,(Q) e GL,(C).

1.1 Propriedades Elementares de Grupos

Destaca-se nesta secao propriedades de um grupo G como consequéncia da definigao

de grupo.

Proposicao 1.1.1 Seja (G,*) um grupo. Entao as leis do cancelamento a esquerda e

a direita sao validas em G, isto €, dados a,b,c € G,
axb=axc=b=c e bxa=cxa=b=c.

Demonstragao: Suponhamos que a xb = a x ¢. Sabemos que existe a; € G tal que

a;xa =e = ax*a;. Desse modo;

axb=axc = a;x(axb)=a;x(axc)  (operando & esquerda por a;)
= (ayxa)xb= (a3 xa)*c  (pois % é associativa)

= exb=exc (pois a; xa = e)

= b=c. (pois e ¢ neutro de *)

Da mesma forma, pode-se mostrar que se bxa = ¢ a, entao b = c. [ |

Proposicao 1.1.2 Seja (G,*) um grupo. Dados a,b € G, entdo as equagoes lineares

axxr=>bexxa=>btem solucio em G.

Demonstragao: Mostra-se a existéncia e unicidade de solucao apenas para equagao
axx = b, pois o outro caso é tratado similarmente. Seja a; € G tal que a; xa = e; dai,

o elemento x = a; x b é tal que
a*(a;xb)=(axa))xb=exb="h,

isto é, x = a; xb é uma solucao de a x x = b. agora, suponhamos que z,xs € G sejam

duas solucoes de a x x = b. Por isso, axx; = b e ax x5 = b, e pela proposi¢ao anterior,
a*T] = a*Ty = T = To,
o que mostra a unicidade de solucao. [ |
Proposicao 1.1.3 Seja (G, *) um grupo. Entdo:
1. Existe um unico elemento e € G tal que

exa=axe=a, VYVacd.



1.1. Propriedades Elementares de Grupos 7

2. Para cada a € G, existe unico a' € G tal que

ad*xa=axd =e.

Demonstragao: 1) Sejam e e ¢’ elementos neutros da operacao x. Assim,

e = €xe  (pois € é neutro de *)

e (pois e é neutro de *).

2) Seja b € G tal que b*a = e. Como da' xa = e, entdao pela Proposigao 1.1.1,
obtemos

bxa=d xa=b=ad.

[ |
Por isso, em um grupo (G, *), o elemento neutro da operagao e o inverso de cada
elemento em G sao unicos. Chama-se o elemento neutro e de identidade de G. Quanto

ao inverso a’ de a em G, denotaremos de modo especifico por a*

ou —a, conforme a
operacao em G seja multiplicativa ou aditiva, respectivamente. Por exemplo, para o
grupo (Z,+), temos que o inverso de a =3 é —a = —3 (3+ (—=3) =0 =¢); e para o

grupo (R*;e) oinversode a =3¢a'=3"1=1(3-37'=1=¢)

1
3

Observacao 1.1.4 Em decorréncia da Proposicao 1.1.2, para mostrar que um ele-
mento e € G é a identidade do grupo (G, *), é suficiente mostrar que e x a = a para
algum a € G. Similarmente, dado a € G, para mostrar que b é o inverso de a, basta

mostrar que bxa =e ouaxb=e.

Proposicao 1.1.5 Consideremos um grupo (G, .). Entao:
D) (a')yt=aVaed.
M (a-b) =0t a'Vabed.

Demonstragao: 1) Dado a € G, um elemento b é, por defini¢ao, o inverso de a ou
vice-versa, quando
a-b=b-a=e.

Como a-a'=a""'-a,entdo a= (a= ')t

2) Mostra-se que
(a-b)-bt-a)y=0b"al -(a-b)=e. (1.1)
Usando a propriedade associativa da operagao em G e omitindo os paréntesis em (1.1);

(a-b)-b'-a)=a-b-bt-at=a-e-at
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e
b taY-(a-b)y=bt-at-a-b=b"-e-b
=bl.b=e.
Por conseguinte, (a-b)~' =b"1- a7l |
O resultado do item 2 da Proposicao 1.1.5 pode ser generalizado dsa seguinte forma:
Sejam aq, aso, ..., a, € G. Entao
(al Qg - -+ - an)il — a;l aj;il ..... a2 1 al 1

De fato, por inducao, para n = 1, o resultado é imediato. Supondo o resultado valido

para n, temos

|
Q
3
+
=
_
—~
S A
= .
Q
[\e}
S
S
~
L

1.2 Grupo de Permutacoes

Seja A um conjunto nao-vazio e S o conjunto de todas as permutagoes de A, isto é,
Sa={f:A— A: f éDbijetora}.

Mostra-se que S4 com a composicao de fungoes é um grupo. Primeiramente, mostremos
que Sy é fechado sob essa operagao. Sejam f,g € Sy ey, 29 € Ataisque (fog)(x1) =
(f 0g) (22). Logo,
Se
(fog)(z1)=(fog)(z2) = flg(z1)) = f(g(x2)),

e desde que f é 1-1, segue que g(z1) = g(x2). Mas, como g também é 1-1, temos que
x1 = x1. Desse modo, f o g é 1-1. Para mostrar que f o g é sobrejetiva, considera-se
y € A. Como f é sobrejetiva, existe © € A tal que f(z) = y. Por outro lado, sendo g

sobre, existe z € A de maneira que x = g(z). Desse modo,
y=f(x) = flg(2)) = (fog)(2)
Por isso, f o g é sobre e, por conseguinte, f o g é uma permutacao de A. Portanto,
fogeSa, V f,geSa.

Como a composigao de fungoes é associativa. A permutagao idq : A — A (a
identidade sobre A) é tal que idy o f = foidy = f para qualquer f € Sy . E como

um funcgao é bijetora se, e somente se é invertivel, cada f € S, tem inversa em Sj4.
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Portanto, os trés axiomas da definigdo de um grupo sao satisfeitos. Desse modo, (54, o)
é um grupo, nao-abeliano em geral (pois a composi¢ao de fungoes nao é comutativa).
Chama-se (S4,0) grupo das permutagoes sobre A.

De modo particular, quando o conjunto A tem um ntumero finito de elementos,
digamos, A = {1,2,...,n}, entdo S, tem uma representacao e nomes especiais. Nerte
caso, denota-se S4 por S, e chama-se grupo simétrico ou grupo das permutacoes
de n letras. Observa-se que S, s6 é abeliano quando A = {1} ou A = {1,2}.

E comum representar uma permutacao o € S,, por

o= 1 2 ... 0n
S\ a(l) a2) ... aln) )
Pela anélise combinatoéria, verifica-se que o grupo S3 tem n! elementos.

O Grupo S

As permutagoes de A = {1,2,3} sao:

(123 (1
M=11 923/ @27\
(1
CY4—1

Desse modo,

w N
NCINSL
~_
Q
ot
|
VR
DO
w N — DD
—_ w W
~~
Q Q
(=) w
| |
N N
w = w =
— N [N
N W —
~~

S3 - {ala Qg, O3, Oy, (s, 066}.

Consideremos agora o = < b2 ) el = ( ; ? g ) Logo,

, (123 123\ (123
=19 31 231) \31292)7%
., (123 123\ (123)\_
*={31 2 231) \123)7%
1 2 3 1 2 3 12 3
2_ _ _4
ﬁ_(213)(213>_(123)_1d’
ga (123 123\ [(123)\_
“=192 1 3 931) \139)"™
(123 123\ [(123)
=12 31 2913) 39 1)
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Observamos que qualquer elemento de S; é obtido de a e (3. Isso significa que

esses elementos geram S3, em simbolos S3 = (o, ). Além disso, a® = e = 3 e
Ba = a?B # af. Resumindo,

G = (a,p)

ad=e

g =e

Ba = o?p.

1.2.1 O grupo das Simetrias de um Quadrado

Consideremos um quadrado com vértices P, P», P3 e P, com centro O. Pelo centro
O, vamos considerar as retas Dy, Do, M e N, determinadas pelas diagonais e pelas
mediatrizes do quadrado.

As transformacoes espaciais que preservam o quadrado sao:

1. id, Rz, Ry Rsx: as rotagoes planas centradas em O, no sentido anti-horério, de
’ 2

s 3

angulos zero, 7,7 e <, respectivamente.

2. Ry Ry, Ry, Ryt as rotagoes espaciais de angulo 7 com eixos Dy,Dy M,N, respecti-

vamente.
Vamos mostrar que a operacao de composicao de funcgoes é uma operagao sobre
D4 - {Zdu R%a RT‘—7 R%ra R17 RQ, Rm7 Rn}

e que (Dy,0) é um grupo. A tabela o para os elementos de D, é a seguinte:

r | Rsx | Ry | Ry | Ry | Ry

o id Rg R 3r

ud vd Rz | R: | R 8 Ry, |Ry | Ry | R,
Ry |Ry |Re |Rss|id |Rp |Rn |R2 | R
R, |R: | R s ud Rz | Ry | R | Ry, | Rn
R 3 R s vd R~ R |R, | R, |1 | R
R1 Rl Rm R2 Rn id R,r Rg R 3%
Ry |Ry |R, Ry |Rp |R; |1d R 8 Rz
R, |R, | R |R, |R1W | R s Rz |id R,
R, |R, |Bi |Rn |R: | Rz | R s R, |id

Tabua da composi¢ao sobre Dy

Esta tabua mostra que a composicao de simetrias é uma operacao em Dj. A
associatividade da operacao é vélida, pois a coposicao de funcoes é associativa. Temos

também que id é o elemento neutro da operacao. Por fim, temos que :

Ry =Rs, R'=R. Ri'=R

Ry' =R, R;'=R,, ,R;'=R,.
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Portanto, (D4,0) é um grupo, chamado grupo das simetrias espaciais de um

quadrado. Observe que D, nao é abeliano.
Vamos mostrar agora que os elementos Rze Ry geram o grupo Dy, isto ¢, qualquer

elemento de D4 é um produto de poténcias desses elementos. Temos que:

1. (Rz)" =Rz o Rz = R,.
2. (Rz)’ = R.o Rz = Ra
3. (Rz)' =id=¢

4 R2=id=e

5. Rz o R = Ry,

6. Rio(Rs)"=Ryo Ry = Ry,

7. (Rio(Rg)") = (Rio R%) = R,
Portanto,
Dy = <a7ﬁ>
at=e
F=e
fa = o,

em que & = Rz e § = Ry.

1.3 Subgrupos

Ao estudar uma determinada estrutura algébrica é importante ir em busca de subcon-
juntos que herdam da estrutura original as mesmas propriedades . No caso em que

essa estrutura é um grupo, esses subconjuntos recebem o nome de subgrupo.

Definicao 1.3.1 Se G € um grupo e H € um subconjunto ndao-vazio de G, entdo se
diz que H € um subgrupo de G' quando a operagao de G restringida a H faz deste um

grupo, isto €, quando as condi¢oes sequintes sao satisfeitas:
1. hihy € H,Vhy hy € H
2. hy(hghs) = (hihg) hs, Yhy ho,hs € H
3. dey € H tal que egh = hey = h,Vh e H

4. Para cada h € Hexiste k € H tal que hk = kh = ep.
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Para indicar que H é um subgrupo de G, usaremos a notacao H < G.

Quanto ao subgrupo H temos que:

1. O elemento neutro de H, ey € H, ¢é igual ao elemento neutro e do grupo G. De

fato, para a € H C G, temos ey - a = a; desse modo,

egra=a= (eg-a)at=a-a'=e

=epg-(a-a)=e=ey=c

2. Dado h € H, o inverso de h em H é igual ao inverso de h em G. De fato, seja k

o inverso de h em H. Entao

h-k=k-h=eyg=ce.

Nao é necesséario verificar os trés axiomas da definicao de grupo para decidir se
um dado subconjunto H de um grupo G é ou nao um grupo. Isso se deve a seguinte

proposicao, o qual caracteriza os subgrupos de um grupo.

Proposicao 1.3.2 Seja H um subconjunto nao vazio de um do grupo G. Entao H é

um subgrupo de G se, e somente se as duas condi¢oes sequintes sao satisfeitas:
1. hy.ho € H, Y hy hy € H.
2. hteH VhedHd.
No que segue apresenta-se alguns exemplo e contra-exemplos de subgrupos.

Exemplo 1.3.3 Para um grupo qualquer G, {e} e G sdo claramente subgrupos de G,

chamados subgrupos triviais de G.

Exemplo 1.3.4 Com a adigao usual, temos que Z < Q. Alids, temos os subgrupos
7Z<Q<R<C.

Exemplo 1.3.5 Sob a multiplicagao usual, obtemos
Q" <R <C.

Exemplo 1.3.6 O conjunto 2Z = {2k : k € Z} é um subgrupo de Z. Mais geralmente,
se n € 7, entao nZ é um subgrupo de Z. Reciprocamente, se H é um subgrupo de Z,

entao existe n € Z tal que

H=nZ={nk:kel}.



1.3. Subgrupos 13

Exemplo 1.3.7 O conjunto H dos nimeros impares nao é um subgrupo de (Z,+),
pois a soma de dois nimeros impares ¢ um numero par, ou seja, se a,b € H, entao

a+b¢ H.

Exemplo 1.3.8 Seja U,, = {1, et el L, e%;mi} o grupo multiplicativo das raizes

n—ésimas da unidade. Temos a seguinte cadeia de subgrupos de C — {0} :

U, < S'<C—{0},

em que S' é o grupo dos nimeros complexos de norma 1, ou seja, S' € o circulo

unitdrio.

Exemplo 1.3.9 Considerando o conjunto H = {z € R* : x > 0}. Entao H é um sub-
grupo do grupo multiplicativo G = (R*,-). De fato, para a,b € H, temos a > 0,b > 0.
Logo a-b >0 € H. Por outro lado, a™! € H e é tal que a-a~! = 1 = e. Por isso,

H < G.

Proposicao 1.3.10 Sejam H, e Hy dois subgrupos de um grupo G. Entao a interse¢ao
H = Hy N Hy também é um subgrupo de G.

Demonstragao: Primeiramente, notamos que ¢ € H # (), pois e € Hy e e € H,.

Agora, para a, b € H,

{GEHI ¢ a€H, =abe Hy e abe H,,

be H e be Hy
pois H; < G e Hy < G. Desse modo, ab € H; N Hy. Da mesma forma, a=' € H; e
a~! € H,. Portanto, a=* € H, N H,. Por isso, Hy N Hy < G. |

Mais geralmente, se Hy,..., H,,... sao subgrupos de um grupo G, entao prova-se
que

(VHi=H NHyn---NH,N-
ieN
é um subgrupo de G.

Ao contrario da intersecao de subgrupos, a uniao de dois subgrupos de G nao é
necessariamente um subgrupo de G. Por exemplo, H; = {(2,0) : x € R} e Hy =
{(0,z) : * € R} sao subgrupos do grupo aditivo (R? +). Entretanto, a unido de
H,UH, nao o é. De fato, (2,0), (0,3) € H;UH;, mas (2,0)+(0,3) = (2,3) € Hi U H,.

Na verdade,

Proposicao 1.3.11 Sejam Hy e Hy subgrupos de um grupo G. Entdo

HUH, <G H C Hy ou H, C H;.
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1.4 Grupos Ciclicos

Destaca-se nesta secao uma classe importante de grupo, a saber, a classe de grupos

ciclicos.

Defini¢ao 1.4.1 Sejam (G,-) um grupo e a € G. Se n € Z, definimos a" da sequinte
forma:
e se n =0,
a*={ a"t-a se n>0,
(@)™ se n<O0.
Se a opreacao de um grupo G for aditiva, entao tem-se os multiplos de a, ao invés
de potencias.

Prova-se por inducgao que:

1. a"-a™=a""" V¥V n,meZ.

2. ()" = a™™.

Considerando que a € G e H o subconjunto de GG, dado por
H={a":neZ}.

Vamos provar que H < G. Seja o, f € H, digamos a = a™ e f = a™, temos « - 3 =

n m

a® - a™ = a"™™ € H, isto é, H é fechado sob a operacao de G. Por outro lado,
a— (a”)_1 = a " € H. Portanto, H é um subgrupo de G, o qual é chamado
subgrupo ciclico gerado por a e é indicado por H = (a) . Neste caso, o elemento a
¢ um gerador de H.

De um modo mais geral, um grupo G ¢ dito ciclico se existe x € G tal que
G = ().

Exemplo 1.4.2 O grupo aditivo (Z, +) ¢ ciclico, pois Z = (1) . Alids, a = —1 também

¢ um gerador de Z.

Exemplo 1.4.3 O grupo (Zs, +) é ciclico gerado por a = 1, pois

0=3-1=1+1+1,
1=1-1,
2=2.-1=1+1.

Por isso, Zs = <T> Verifica-se também que Zs = <§> Mais geralmente, para cada
n € Z, o grupo (Z,,+) ¢ ciclico e que a € Z, é um gerador de Z, se e somente se,

mdc(a,n) = 1, de acordo com o Teorema 1.4.8.
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E claro que todo grupo ciclico G = (a) é abeliano, pois dados a« = a" e § = a™ em

G, temos que

a-f=ad"-ad"=a""=a =

=a"-ad"=0"-a.

A reciproca desta resultado nao é vélida. Por exemplo, o produto direto G = Zo X Zo é
abeliano, pois Z, o é, mas nao ¢ ciclico, pois para cada r € G, temos qu = +z = (0,0),
ou seja, nao ha como obter todos os elementos de G a partir de um dado elemento em

G.

Definicao 1.4.4 A ordem de um grupo G é o numero de elementos em G, em

simbolos |G| .
Por exemplo, |Z,| = n, |D4| = 8 ¢ |S,,| = nl.

Definigao 1.4.5 Seja G um grupo e o € G. Se exise k € N tal que o = e, entdo a
ordem de o, em simbolos O («), € o menor elemento satisfazendo esta condi¢do, ou
seja,

O (a) =min{n € N: a" =e}.

k

Se nao existe nenhum natural k tal que o = e, entdo dis-ze que o € de ordem infinita.

a:@fg) (1.2)

= e. No grupo aditivo (Z,+) todo elemento a # 0 é

No grupo S3 o elemento

tem ordem dois, pois a # e e o?

de ordem infinita, pois a- n = 0 s6 é possivel quando n = 0.

Em um grupo G valem:
1. O(a)=1a=e.
2. Sea€G—{e},entao O(a) =2 a=a’.

Proposicao 1.4.6 Sejam o« um elemento do grupo G e < a > o subgrupo gerado por

a. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
1. A ordem |< a >| € finita.

2. Existe t > 1 tal que o = e.

Neste caso, denotando por n a ordem de o, temos

(a) ={e,a,...a" '},

ou seja, a ordem de o € igual a ordem do grupo por ele gerado.



16 Grupos

Voltemos ao grupo S3 e & como em (1.2). Temos que

(0% :e:>(a2)2:e:>a4:e

2k

Em geral, para qualquer k& € Z, obtemos que a*¥ = e. Isso nao é um caso isolado, de

fato:

Proposicao 1.4.7 Sejam G um grupo e a € G tal que O (o) = n (ordem finita). Se

a™ =eem #0, entdo n divide m.
Demonstragao: Pelo Algoritmo da divisao, tem-se
m=n-g+r com 0<r<n.

Desse modo,

m n-q+r

am =« "

=a"-a" = (™! .
Portanto, " = e. Por isso, r = 0 e n divide m. [

O resultado final do Exemplo 1.4.3 é parte de um resultado bem mais geral.

Teorema 1.4.8 Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n. Entao a' é um gerador

de G se, e somente se mdc(n,t) = 1.

Demonstragao: Suponha que a' é um gerador de G. Desse modo, como a € G, existe

r € Z tal que a'" = a. Dal,

a" 1 =e.

Pela Proposicao 1.4.7, n divide tr — 1, isto é, tr — 1 = nk para algum k € Z. Por isso,
tr —nk = 1, de onde obtemos que mdc(n,t) = 1. Reciprocamente, se mdc(n,t) = 1,

entao pela identidade de Bézout, existem z,y € Z tais que n-x +t -y = 1. Assim,
a¥ =a
Agora, dado = € GG, temos que existe r € Z tal que x = a". Logo,
p=a = (@) = ()",
isto é, z € (a') e, por isso, (a') = G. |

Exemplo 1.4.9 Determinar os geradores dos grupo aditivo Zy.
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Solugao: Para determinar os geradores de Zq4, vamos em busca de todos os t € N tais
que mdec(14,t) = 1. Assim, ¢t assume os seguintes valores:

t=1,3,5911,13
Dai, pelo Teorema 1.4.8 temos que os geradores de Zi4 sao os seguites elementos: 1, 3,

5.0, Tl e T3. n

Teorema 1.4.10 Todo subgrupo de um grupo ciclico é também ciclico.

1.5 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Considere a relacdo =g (mod H) sobre G
dada por
r=py(modH) & a 'y € H.

Essa relacao é de equivaléncia. De fato, sejam x,y, z € GG. Temos

l.z7'2=c€ H=x=pgz(modH). (=g (modH) é reflexiva)

2. Se z =g y(mod H), entdo 7'y € H = y 'z € H = y =5 z(modH). (=g

(mod H) é simétrica)
3. Sex=py(modH) ey=gz(modH), entao 27!y € H e y 'z € H. Portanto,
(z7'y) (y'2) e H=2""'2€ H= 2 =p 2 (mod H),
o que mostra que z =g y (mod H) é transitiva e, por conseguinte, é de equivaléncia.

Sob a relagdo =g y (mod H), para cada = € G, a classe de equivaléncia de x é o
conjunto

{ye G:y=gx(modH)}.

Verifica-se que {y € G : y =g x(mod H)} = {xh : h € H} e por isso, vamos denoté-la
por zH, ou seja,
xH ={zh:he H},

e chamaé-la classe lateral a esquerda de H determinada por x, ou simplesmente
classe lateral de x a esquerda.

De maneira similar, a relacdo =g (mod H) sobre G dada por

r=py(modH) = xy e H
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e que a classe de equivaléncia de x € (G, simbolizada por Hx é
Hx={hx:he H}

e chamada classe lateral de x a direita.
Observe que eH = H = He, ou seja, H é tanto uma classe a esquerda quanto a

direira. Além disso, quando G é comutativo [Nal], entdo xH = Hz para todo x € H.

Exemplo 1.5.1 Seja G = Zg e H = {0, 3}. As classes laterais & esquerda de H sdo as

seguintes:

0+H={0,3}=H
1+ H={1,4}

2+ H =1{2,5}

3+ H={3,0}=H
I+H={41}=1+H
5+H={52}=2+H

Observe como Zg ¢ um grupo aditivo abeliano as classes laterais a esquerda de H

coincidem com suas classes laterais a direita.

Para um grupo G' e H < (¢, vamos denotar por Gg e GGp os conjuntos de todas as

classes laterais a esquerde e & direita de H, respectivamente, ou seja,
Gp={tH:x€G} e Gp={Hzr:zeG}.

Como os elementos de G e Gp sao classes de equivaléncia, entao ambos constituem
?
particoes de GG. Em geral, tem-se que Gg # G p; entretanto, eles tém a mesma cardi-

nalidade, pois a fungao
(ol GE — GD
xH — Hz!

¢ uma bijecao.

Sob certas condigoes, verifica-se que os conjuntos Gg e Gp coincidem.

Definicao 1.5.2 A cardinalidade do conjunto Gg chama-se indice de H em G, e

simboliza-se por (G : H).

Exemplo 1.5.3 No exemplo 2.4.1, temos G = {0+ H,1+H,2+H}. Logo, (G : H).=
3.
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Para cada = € G, a fungao f : H — xH dada por f(x) = zH é uma bijegao. Por
isso, toda classe lateral a esquerda tem a mesma cardinalidade de H. Da mesma forma,
tem-se que quaisquer duas classes laterais a direita tém a mesma cardinalidade, igual
a cardinalidade de H.

O Teorema de Lagrange dado a seguir é o principal resultados sobre grupos finitos.

Teorema 1.5.4 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo
de G. Entao
|G| =|H|(G: H).

Ou seja, a ordem e o indice de H em G dividem a ordem de G.

Demonstracgao: Suponha que (G : H) =r eseja Gg = {1 H, ©2H, ..., z,H}. Como

G é uma particao de (G, segue que
G=zHUx,HU.. . Ux,.H.

Como x;H tem a mesma cardinalidade de H parai € {1,...,r} e x;HNa;H = () com
LF
|G| = |H|+|H|+---+|H|. (rvezes)

De onde conclui-se que

Gl =7r-|H]= |G| = |H[(G: H).

A seguir destacam-se algumas consequéncias do teorema de Lagrange.

Corolario 1.5.5 Sejam G um grupo finito e « € G. Entao a ordem de o divide a
ordem de G. Em particular,

alf =e.

Demonstracao: Por defini¢ao, O(a) = ()] e pelo Teorema de Lagrange, temos que
O(«a) divide |G|. Facamos entao |G| =n e O(«a) =r. Dai, n = r - k para algum k € Z
e

oGl =g = F = (@ =eF == alfl == ¢.
Corolario 1.5.6 Todo grupo G de ordem prima € ciclico. Em particular, G € abeliano.

Demonstragao: Seja G um grupo tal que |G| = p, em que p é um nimero primo.
Desse modo, existe © € G — {e}. Pelo Teorema de Lagrange, |(a)| divide p. Mas, sendo
p primo, temos |[(z)| = p, pois |[(x)| # 1. Por isso, [(x)| = G e, por conseguinte, G é

ciclico. [ |
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Corolario 1.5.7 Se G é um grupo finito tal que |G| < 5, entdo G € abeliano.

Demonstracao: Se |G| =1= G = {e} e, desse modo, G ¢ ciclico. Se |G| = 2,3 ou 5,
entao G tem ordem prima e pelo Corolario 1.5.6, G ¢é abeliano. Sé nos resta considerar
o caso em que |G| = 4.

Suponha que |G| = 4. Se existe x € G — {e} tal que (x) = G, entdo G é ciclico e,

portanto, abeliano. Suponham que
(xy #G, Yz eQqG.

Assim, pelo Teorema de Lagrange, temos |(z)| = 2 para todo x € G — {e}. Assim,

para todo x € G,

Dai, para x,y € G,

vy = (zy) =y la = yx

Portanto, G é abeliano. [ |

1.6 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

O objetivo desta se¢ao é mostrar que o conjunto das classes laterais a esquerda de
H < G com uma operagao induzida da operacao em G é um grupo, chamado Grupo
Quociente. Ha muitos resultados a serem explorados sobre esses topicos, mas vamos
destacar os que de fato serao usados no préximo capitulo.

Inicialmente define-se o conceito de subgrupo normal.

Definicao 1.6.1 Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Diz-se que N € um

subgrupo normal de G, em simbolos N < G, quando

gNg ' C N, VgeQq,

1 1

={gng~' : g € G e n € N}. Equivalentemente, N é normal quando

em que gNg~
gng ' €N, Yge G e VYneN.
Exemplo 1.6.2 {e} e G sdo subgrupos normais de G.

Exemplo 1.6.3 Se G ¢ abeliano, entao todo subgrupo de GG é normal. Portanto, para

cadan € Z, n-7Z é normal em Z..

Exemplo 1.6.4 O centro Z(G) de G é normal em G
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Solugao: De fato, mostremos primeiro Z(G) < G. Sejam nyns € Z(G). Desse modo,

para g € G,

(ning)g = ni(nag) = mni(gne) (pois ny € Z(G))
= (nig)na = g(ning) (pois ny € Z(Q)).

ou seja, nine € Z(G). Por outro lado, paran € Z(G) e g € G,

nlg=n"tgnn ' =n"tngn™' (pois ny, € Z(Q))

= gn’l.

Por isso, n=! € Z(G), o que mostra que Z(G) < G. Por fim, como
ng=gn, YgeG e VYne Z(G),

entao

ng=gn=g 'ng=ncZ(G)= Z(G) <G.

Exemplo 1.6.5 Em 53, o subgrupo gerado por H = {e, a}, em que

(123
““\213)
123 Lo (123

5:(231>j61:(312>

o= (122 e

nao ¢ normal, pois

O préximo teoremanos ajuda a caracterizar os subgrupos normais de um grupo G.
Sua demonstragao nao serd apresentada aqui, mas estda em qualquer uma das referéncias
de Garcia e Lequain (2005, p.135) e Gongalves (2009, p.140).

Teorema 1.6.6 Seja G um grupo e N um subgrupo de G. As afirmagoes sequintes sao

equivalentes:

1. N 4G@.
2. gNg'C N, Vged.
3. gNg~' =N, Vgeq.

4. gN =Ng, VgeQG.
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5. (1N)(g2N) = 192N, Vg1, 92 € G.

O Teorema acima mostra que quando N é normal em G, entao qualquer classe
lateral a esquerda de g é igual a sua classe a direita e virce versa; dai, Gg = Gp.
Quando N for um subgrupo normal de G, vamos denotar o conjunto Gg por G/N ou

% Ainda de acordo com o Teorema 1.6.6, o conjunto G/N munido da operagao

G/N xG/N — G/N
(1N, g2N) = g1g2N
é um grupo, chamado grupo quociente de G por N. O elemento neutro de G/N é a

classe lateral N; o inverso de gN é a classe g~ N.

Z

Exemplo 1.6.7 Como para cada n € Z, n-Z é normal em G. Desse modo, -~ ¢

um grupo que, como veremos, ¢ idéntico ao grupo (Z,,+). Por isso, vamos escrever
7 o -
=Z,=10,1,...,n—1}.

L —
Exemplo 1.6.8 Para o grupo multiplicativo G = {1, —1,i,—i} C C, N = {1,—1} é

normal. O grupo quociente é

G/N = {N,{i,—i}}.

1.7 Homomorfismos de grupos

Dentre as aplicacoes entre grupos, as de maior interesse sao aquelas que preservam as

estrururas entre eles, no sentido da seguinte definicao:

Defini¢ao 1.7.1 Sejam (G,-) e (K, x) dois grupos. Uma aplica¢io f : G — K €

dita um homomorfismo quando
fla-b)=f(a)x f(b), Vabed.

Um homomorfimo f : G — K bijetivo chama-se isomorfismo. Em particular,
um isomorfismo f : G — G é dito um automorfismo de G.

Prova-se que se f : G — K é um isomorfismo, entao f~! : K — G também
o é. Neste caso, diz-se que dois grupos G e K sao isomorfos, em simbolos G ~ K,
quando existir um isomorfismo entre eles. Dois grupos isomorfos sao idénticos, isto com
relagdo as suas propriedades. Assim, se f : G — K é um isomorfismo, identificamos

um elemento z € G com sua imagem f(x), em simbolos

x— f(x).
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Exemplo 1.7.2 Para um grupo qualquer G, a fungao id : G — G dada por id(g) = ¢

para todo g € GG, é um homomorfismo. Chama-se id homomorfismo idéntico.

Exemplo 1.7.3 A funcdo f: G — K dada por f (z) = e, em que e, é a identidade

de K, é um homomorfismo trivial e chama-se homomorfismo trivial.

Exemplo 1.7.4 Seja H < G.entao ¢ : G — G/H dada por ¢(g) = gH , é um

homomorfismo chamado de projecao canénica.

Exemplo 1.7.5 Sejam G um um grupo e g € G fixo. Entao, Z, : G — G dada
por Z, (z) = grg™' para todo # € G, é um automorfismo chamado automorfismo
interno associado a g € G..

1.7.1 Propriedades Elementares do Homomorfismos

Destaca-se a seguir algumas propriedades dos homomorfismo de grupos. No que segue,
e1 e ey representam as identidades dos grupos G e K, respectivamente.
Dois conceitos relacionados ao de homomorfismo e que sao imprescindiveis em teoria

dos grupos sao os de nicleo e imagem de um homomorfismo.

Definicao 1.7.6 Seja f : G — K um homomorfismo de grupos. O micleo e imagem

de f, denotados por ker f e Im f, respectivamente, como sendo os sequintes conjuntos:

ker f={zx € A: f(x)=es},
Imf={f(x):xe€A}.

Exemplo 1.7.7 Para o homomorfismo idéntico f =id : G — G, tem-se que ker f =

{e}elmf=G.

Exemplo 1.7.8 Consideremos a aplicagao f : (Z,+) — (C*,-) definida por f(m) =

i™. Assim, para n,m € 7Z,
fm+n) =" =i .i" = f(m) - f(n),
isto é, f é um homomorfismo. Além disso,

ker(f)={m e Z: f(m) =e} = ker(f) = {0,+4,£8, ...}

Imf={f(m)eC*:meZ}=Imf={1,i,—1,—i}.
Proposicao 1.7.9 Seja f: G — K um homomorfismo. Entao

1. f(€1> = €9.
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2. fla™h) = f(x)™', Vred.

Demonstracao: 1) Como, f(e1) = ¢ (e1-e1) = ¢ (e1) - ¢ (e1). Portanto, f(e;) = es.

¥
2) Parax € G, ey = f(e1) = f(xzz™) = f(z)f(x™1); por isso, f(e1) = es. |
Teorema 1.7.10 Seja f: G — K um homomorfismo. Entao

1. ker f < @G.

2. Im f < K.

Demonstracgao: Provaremos apenas o item 1. Primeiramente, mostremos que ker f <

G. Dados, x,y € ker f, temos:

fzy) = f(z) f(y) = exes = 3 = xy € ker f.

Temos também,
fh)=7f () ' =e;l =ey = a7 € ker f.

Portanto, ker f < G. Agora, para g € G,

flgxg™) = f(@) fx)e(g7) = fg)ewp(97")
=f(9) fl9)™ =ea

Logo, grg~! € ker f, o que mostra que ker f < G. [ |

1

O teorema seguinte caracteriza' os grupos ciclicos finitos. O mesmo serd bastante

usado no capitulo seguinte.

Teorema 1.7.11 Seja G = {(a) = {e,a,...,a" '} um grupo ciclico de ordem n. Entdo

i @) — (G

m —a™

€ um isomorfismo.

Demonstragao: Temos claramente que f é bijetora. Por outro lado, para my,ms €
L,

fmy +m3) = f(mi + mg) = a™ ™

—a™ - a™ = f(m) - f(m).

Portanto, f é um isomorfismo. [ |

'H4 também um teorema que caracteriza os grupos ciclicos infinitos. Entretanto, ele nio serd
apresentado aqui devido ao objetivo do trabalho.



1.7. Homomorfismos de grupos 25

Em outras palavras, resume-se o Teorema 1.7.11 com a seguinte afirmacao: A menos
de isomorfismo, existe tinico grupo ciclico finito de ordem n, ou melhor, se G é um grupo
ciclico de ordem n, entao ele é isomorfo a Z, e, por isso, é identico a Z,.

Esta secao se encerrarda com o principal teorema dos homomorfismos. O mesmo é
base para muitos resultados importantes em algebra abstrata, nos dando outra forma de

mostrar que dois grupos sao isomorfos, no caso em que um deles é um grupo quociente.

Teorema 1.7.12 (Fundamental dos Homomorfismos) Seja f : G — K um homo-

morfismo de grupos. Entao

~ [m f.
ker f m f

Demonstracgao: Seja I’ a aplicacao definida por

Observe que F' estd bem definida, pois se z(Ker f) = y(Ker f) entao zy~! € Ker
f e portanto f(zy™') = eg,, o que implica em f(z) = f(y).Além disso, F' é um

homomorfismo pois,

F(x(Kerf)y(Kerf)) = Fxy(Kerf)) = f(xy) = f(z)of(y) = F(z(Kerf))oF (y(Kerf)).

Claramente I’ é sobrejetora pois,

P = {F(eKerf) s a(Kerf) € 215} ={f(@) 0 € G} =Im F
e ainda,

KerF = {z(Kerf)|f(z) = e} = {x(Kerf) : x € Kerf} = (Kerf)
assim Ker F = { e%f}, ou seja, F' ¢ injetiva. Logo, =2 ;= Im f. [ |

Os dois exemplos seguintes sao aplica¢oes do Teorema Fundamental.

Exemplo 1.7.13 Consideremos os grupos aditivos (Z,+) e (Z,,+). Mostrar que

Z

— ~ .
nd

Solugao: Exibindo um homomorfismo sobrejetivo f : Z — 7Z,, tal que ker f = nZ.

Counsideremos entao
f: zZ — 7Z,

m = m.

E claro que f é sobrejetiva. Agora, para my, my € Z, segue que

flma+my) =my +my =g + g = f(ma) + f(me),
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ou seja, f é um homomorfismo. Por fim,
mekerf < f(m)
&S m=
& m € n.

Logo, ker f = nZ e, pelo Teorema Fundamental, concluimos que % ~ Tip. s

Exemplo 1.7.14 Sejam GL(n,R) e SL,(R) ={A € GL(n,R) : det(A) = 1}. Mostrar

GL(n;R) . o
SL,(R) — R*.

que

Solugao: Sejam GL(n,R) e SL,(R) = {A € GL(n,R) : det(A) = 1}.Observemos
primeiro que, SL,(R) < GL(n;R). De fato, sejam A, B € SL,(R),

|AB| = |A||B|=11=1
isto é, A.B € SL,(R). Além disso,dado A € SL,(R),

A7 =14 =1

isto ¢, A=t € SL,(R). Logo, SL,(R) < GL(n,R).Observemos ainda que SL,(R) <
GL(n,R). Com efeito, dados A € SL,(R) e B € GL(n,R),

|BAB™'| = |B||A||B~| = |B||B"'| =1,

ou seja, BAB™! € SL,(R). Donde concluimos que SL,(R) <« GL(n,R). Agora, con-

sideremos a aplicacao f definida da seguinte forma:

f: GL(n,R) — R*
A — A

Para A, B € GL(n,R),
f(AB) = |AB| = |A||B| = f(A)f(B),

ou seja, f é um homomorfismo. Também, Im f = {f(A): A€ GL(n;R)} ={|A4|: A €
GL(n;R)} = R*, ou seja, f é sobrejetora. Por fim,

ker f = {A € GL(n;R) : f(A) =1}
={A4 € GL(n;R) : det(A) = 1} = SL,(R).

Dai, pelo Teorema do Homomorfismo,

GL(m;R) R*
SL®)



Capitulo 2

Grupos Finitos (Gerados por Dois
Elementos

Os grupos gerados por um elemento, os grupos ciclicos,foram facilmente classificados
mediante os isomorfismos existentes entre Z e Z,. No entanto a classificacao dos
grupos gerados por dois elementos pode ser extremamente complicada. Nosso foco
entao é classificar grupos finitos gerados por dois elementos, isto é, G = (a,b) com a,b

satisfazendo a seguinte condicao

ba = a®b.

Considere o grupo das permutacgoes de {1,2, 3}, a saber,

S—'d123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
71U\ \23 1) \s312)\213)\321)\132)]

em que
1 2 3
Id = ( 1 2 3 > '
Counsiderando
(1 23 3= 1 2 3
“=\l231 ©P=\l21 3
Tem-se

123 12 3
0‘2:(3 1 2)’ ﬁa:(l 3 2)’ 0‘5:(

Além disso,

ot =p2=1d
Portanto,
S:g = <a7 >
a’=e
32— (2.1)
af = a?f.

Mostraremos que se GG é um grupo de ordem seis no qual existem a e b satisfazendo

27
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G = (a,b)
a’=e
b =e
ab = a’b,

entao existem um isomorfismo entre S3 e G. Portanto, a menos de isomorfismo, o grupo
Ss3 é unico satisfazendo as condi¢bes como em (2.1). Resultado andlogo serd realizado
para o grupo das simetrias espaciais de um quadrado. O Teorema 2.0.15 fundamental

para estudarmos grupos isomorfos sob condigdes andlogas as de Ss.

Teorema 2.0.15 Sejam s > 1 um inteiro e Gy um grupo finito e a,b € G tais que

ba = a®b. Consideremos Gy um grupo e o,3 € G. Sejam n,m > 1 tais que
a"=e, b€ a). (2.2)
1. bla" =a™'b, VrteN,e
(a,b}z{aibj:ogign—l e 0§j§m—1}.

2. Se os inteiros n,m sao escolhidos minimalmente satisfazendo as condi¢oes em

(2.2), entdo o grupo {(a,b) tem ordem igual a n-m.

3. Se os inteiros n,m sao escolhidos minimalmente, e se u é um inteiro tal que

b™ = a", entdo exite um homomorfismo

f:{a,b) — Gy

com f(a) =ae f(b) = [ se, e somente se,
fa=a’F, [M=a" e " =e.

Demonstragao: Sendo GG um grupo finito, entao a existéncia dos inteiros n,m é

garantida. Sendo G um grupo finto, entao existem h, k € Z para os quais a” = a* com

h > k. Desse modo, a"a=* = a"*

a” =e e h—k > 0; assim, basta considerar n = h — k.
1) Mostra-se que b'a” = a’™*'b', ou equivalentemente, Zy:(a”) = a’*, em que, para
cada g € Gy, I, : Gy — G4 é o automorfismo dado por Z,(z) = gxg~'. Vamos usar

indugao finita sobre t. Se t = 1, entao
Ty(a") = (Zo(a))" = (a°)" = a”,

ou seja, o resultado é valido para ¢ = 1. Suponha, por hipétese de indugao, que o

resultado valido para t — 1. Desse modo,

t—1 r _  rstlit—1
b ta" =a b
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Dai,
Ty(a") =Ty o Tp—1(a") = Tp(a™ ') = (Tp(a))™ = (a®) =da""

Portanto, bla”™ = a’5'b!, Vrit € N. Por por outro lado, sejam a"* - b2 € (a,b). Pelo

algoritmo da divisao, podemos escrever [y e [y da forma

lh=n-¢g+r, com 0<r <n-—1

e
lh=m-qg+1ry, com 0<r,<m-—1
Por conseguinte, a'* = a™ e b2 = b . b2, Como b™ € (a), entdao b™ = a* com \ € Z.
Portanto,
at b2 =g ®O™? 0 =a - at® . b
— gltraez | pre
Facamos a2 = ¢* com X € {1,2,...,n — 1}. Assim,

<a,b>:{aibj:0§i§n—1 e Ogjgm—l}.

Suponha agora que n e m sdo minimos satisfazendo as condigoes em (2.2). Sejam
0<ik<n—1e0<jl<m-—1tais que a'tV = a*b!. Mostra-se que i = k,j = I,
implicando em |G| = n - m. Suponhamos que | < j; multiplicando ambos os lado da

igualdade a’t’ = a*b' por a~* & esquerda e por b~! a direita, obtemos

vV =a" € {a)

com 0 < j—1<j<m—1. Pela minimalidade de m, temos j —[ = 0. Assim, j = [.
Consequentemente a*~ = e, o pela minimalidade de n implica em k& — i = 0, isto é,
k=1.

b) Suponha que exista um homomorfismo f : {(a,b) — Gs tal que f(a) = a e

f(b) = . Como ba = a’b, temos

Ba = f(b) f(a) = f(ba) = f(a’b) = (f(a))" f(b) = a’B,

ou seja, fa = a’F. Da mesma forma, como a” = e e b™ = a", temos o = e e /7 = .
Reciprocamente, suponha que fa = o3, a™ = e e f™ = a". Pela parte a) aplicada a
Gs e @, 3 temos que fla” = o™ bt para todos r,t € N. Considere a aplicacao

f: <CL>b> - G2
alV — o'Bl’
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para0 <i<n—1e0<j<m—1, éum homomorfismo. Devido as escolhas minimas
de n e m, a aplicacao f estda bem definida. Para i, j, k,l € N, escrevendo j+1 = pm+v

com0<v<m-—1lei+ks +pu=qgn+wcom0<w<n—1. Temos

F (@) - (@) = fla'- (pab) ) = f (o (M) - ¥) = fla™ ")
— f( i+ksi bpmbv) o f( i+ksi bperv) — f(ai+ksj X apubv)
— f(awbv) — awﬁv — ai—&-ksj—i—pUﬂv — Oéi—l—ksja/puﬁv

Oéi+ksjﬁpmﬁv — Oéi-l-Skjﬁj—i-l z skj 6]61

o' Blafpl =g=f (aibj) f (akbl) .

Portanto, f é um homomorfismo. Observe que f(a) = a e f(b) = . [ |
Considerando a condi¢ao de minimalidade de n com em (2.2), temos que O(a) = n.
Considera-se esse fato no préximo teorema, o qual é fundamental na classificacao dos

grupos G = (a,b) .
Teorema 2.0.16 Considere n,m,s,u € N.

1. Sejam G um grupo de ordem nm e a,b € G tais que

G = (a,b)

a =e

" (23)
ba = a®b.

Entao
s™ = (1modn) e u(s—1)=(0modn).

Reciprocamente, se s™ = (1modn) e wu(s—1) = (0modn), entdo existe um
grupo G de ordem nm que possui dois elementos a,b satisfazendo as condig¢oes

2. Quando existir um grupo G de ordem nm satisfazendo as condigoes em (2.3), tal

grupo € unico a menos de isomorfismos.

Demonstragao: 1) Serda demonstrado apenas o item 1). Para o item 2) sugere-se
a referéncia de Garcia e Laquain (p.168).

Pelo Teorema 2.0.15, sabemos que b™a = a*" b™. Como b™ € (a) e (a) é ciclico,
portanto abeliano, temos que b comuta com a e ab™ = a*" b™; multiplicando por a~!

a esquerda e por b~! a direita de ab™ = a*"'b™,

m__
at" "l =e.
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Portanto, s™ — 1 é um multiplo da ordem de a, isto é, s™ = 1 modn. Analogamente,
temos ba" = a*b. Como a" = b™, entao a* € (b) ; desse modo, entao ab = ba" = a*“b.
Logo,

ast = ¢,

Portanto, u (s — 1) é um multiplo da ordem de a, isto é, u (s — 1) = 0 mod n.

A préxima proposi¢ao é uma consequéncia do Teorema 2.0.15.

Proposicao 2.0.17 Sejam n,m, s, u inteiros nao negativos. Seja G um grupo de ordem

nm que possui dois elementos a,b tais que:

G = (a,b)
a =e

b™ = a*
ba = a®b.

Consideremos G1 = {(a,f) € G x G : fa = a*f, a™ = e, f™ = a“}, em que
G = (a,3) . Entao,
o: Aut(G) — Gy
[ = (fla), f(D))

¢ uma bijecao.

Exemplo 2.0.18 Mostrar que Aut (Z/27 x 7./27) = Ss.

Solugao: Sabemos que S3 é um grupo nao ciclico tal que

S3 = <aaﬁ>
ad=e
5 =e
af = a?p,

em que

(123 (123
““\231) “ 77 213)
Vamos mostrar que |Aut (Z/2Z x Z/27)| = 6 = 2-3, com elementos y;,p; € Aut (Z/27 x Z/27)

satisfazendo
Aut (Z)27 < Z/27) = (i, ¢;)

p; =e
pi=e
Pip; = PIp;.

Os automorfismos de

G=17ZJ2Z x /27 = {a1 = (0,0) ,a0 = (0,1) ;a3 = (1,0) , g = (1, 1)}



32 Grupos Finitos Gerados por Dois Elementos

sao dados por:

pr: G —- G p: G — G p3: G — G
ap = ap — o ap =
Qg = Qg , Qg = Qg , Qo — Qg ,
Q3 = O3 Q3 = Qg Qg = Qq
Oy — Oy Qy = Qg Qy = Qg

e

o4 G — G vs: G — G ve: G — G
a1 = o a1 = O a1 = O
Qg H— Qg3 , Qg — Qg3 , Qo = Q4 ,
Qg = Q9 Q3 = Oy Q3 = Q3
Qg F— Qg Gy Qg Gy Qg

ou seja, Aut (Z/27 x Z)27) = {1, 2, ©3, P4, P5, P6}. Agora, temos que

90?;(041) = afq, %21(042) = O, 903(043) = (g3, %2;(044) = 0y

palan) = o, ghlaz) = az,  @3(a) = a3, ph(a) = au,
ou seja, s = o1 = 1, isto é, O (2) =3 e O (p4) = 2. Além disso,
P65 =1 P2, P5=P2- P2, P3= P10
Como @, 04 € (P2, @4, segue que Aut (Z/27 x Z/27.) = (@2, ¢4) . Temos também que

V204 = p2p4. Portanto,
)27, x 7.)27 = {py, 04)

o3 =e
pi=e
P24 = P34

Pelo Teorema 2.0.16 parte 2, concluimos que

Aut (Z)2Z x Z/2Z) = Ss.

2.1 Caracterizagao de Todos os Grupos G com |G| <
8

Nesta se¢ao, faremos uso dos resultados obtidos de modo a abordar o problema central
do trabalho, ou seja, a caracterizagao dos grupos G tais que |G| < 11.

Se |G| =1, entdo G = {e} é o tinico grupo com um elemento. Vamos por isso supor
que 2 < |G| < 11.

2.1.1 Grupos de ordem p com p primo

Consideremos |G| = p com p = 2,3,5, ou 7. Pelo Corolario 1.5.6, sabemos que G é

ciclico e, pelo Teorema 1.7.11, G ¢ isomorfo a Z,. Portanto,

G ~Z,.
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2.1.2 Grupos de ordem 4

Realizaremos o estudo dos grupos de ordem quatro por meio dos grupos aditivos G| =

Zy e Gy = Ly X ZLo, 08 seja,
G =7 = {0123} e Gy=2x2={(0,0),(0.1).(10), 1

Esses nao sao isomorfos, pois Z, é ciclico (Z, = <T>), enquanto Zo X Zs nao o é, uma
vez que todo elemento z € G — {(6, 6)} tem ordem dois. Vamos mostrar que, a menos
de isomorfismos, G; e GGy sao os Unicos grupos de ordem 4.

Consideremos G um grupo de ordem quatro, digamos, G = {e, a,b,c}. Se G possui

um elemento de ordem 4, entao ele é ciclico e, desse modo,
G~ Z4.

Caso contrario, pelo teorema de Lagrange, cada elemento x em G, x # e, tem ordem
2, pois a ordem de x divide quatro.

Vamos construir a tabua de G. Pelo Corolario 1.5.7, todo grupo de ordem quatro
¢ abeliano. Desse modo, a questao principal é determinar o valor de ab. Temos que

ab € {e,a,b,c}. Consideremos as seguintes condigoes:

a) Se ab = e, entao a = b~!. Mas, sendo b de ordem 2,entao b = b~!, ou seja, a = b, o

que nao ¢é verdade.

b) Se ab = a, entdo b = e, o que é um absurdo. Da mesma forma, tem-se que ab # b.

Portanto, ab = ¢ = ba, pois G é abeliano. Da mesma forma, ac = b = ca e

bc = a = cb. A tdbua de G é entao dada por

ela|b|c
elelalblc
alale|c|b (2.4)
blblclela
clc|blale

Observe que |G| = 4 = 2-2. Considerandon = 2 e m = 2, e levando em consideragao

a Tébua em (2.4), obtemos

G = (a,b)
a’=e

b = a?
ba = ab.

a=(0,1) e = (1,0),temos que

G2:<Oé,6>
o =a+a=e=(0,0)
F=p+p=0a

B+a=a+p.
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Portanto, pelo item 2 do Teorema 2.0.16, concluimos que
G~ ZQ X ZQ.

Isso pode ser verificado observando que a funcao

v: G — (G
0.0) — «
(1,0) — a
(G,T) )
(1,1) — «

¢ um isomorfismo. Portanto, a menos de isomorfismos, Z, e Zy X Zs sao 0s 1nicos

grupos de ordem 4.

2.1.3 Grupos de ordem 6

Sabemos que Zg e S3 sao ambos de ordem seis e nao isomorfos, pois Zg € ciclico S3 nao o
é. grupos de ordem 6. Vamos mostrar que, a menos de isomorfismos, eles sao os inicos
grupos de ordem 6. Para tanto, seja G um grupo qualquer de ordem 6. Mostremos

que G ~ Zg ou G ~ S3. Isso consiste em demonstrar as duas seguintes proposigoes:
Proposicao 2.1.1 O grupo G possui um elemento o de ordem 3 .
Demonstracgao: Vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1 O grupo G ¢ ciclico.

Neste caso, temos que G = («) para algum o € G com O(a) = 6. Assim, basta

considerarmos o elemento 3 = a2, e entdao O(3) = 3.
Caso 2 O grupo G nao ¢ ciclico.

Por absurdo, suponhamos que O(f3) # 3 para todo 5 € G. Assim, pelo Teorema de
Lagrange, todo elemento z € G — {e} tem ordem 2. Por isso, z = 2! ¢, de acordo com
a demostragao do Coroléario 1.5.7, o grupo G é abeliano. Considerando dois elementos
a,b € G —{e}, temos que o conjunto H = {e, a,b,ab} é um subgrupo de ordem 4 de

G. Isto contraria o Teorema de Lagrange. Assim, existe a € G tal que O(a) =3. N

Proposicao 2.1.2 O grupo G possui pelo menos um elemento 3 de ordem 2 e G =

(o, 8).

Demonstragao: Analogo ao que foi feito na demonstragao da Proposicao 2.1.1, vamos

estudar os seguintes casos:
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Caso 1 O grupo G ¢é ciclico

Assim, temos que G = (7) e 3 = 7* é tal que +* ¢ (v?), pois (v*) = {e,7*,7*};
daf |(v%,~3)] > 3 e, pelo Teorema de Lagrange, |{(v*,7?®)| divide 6. Isso implica que

portanto G = (v%,+*) = (a, 8), em que a = 72

Caso 2 O grupo G nao ¢ ciclico.

Pela Proposigao 2.1.1, existe a € G tal que O(«) = 3. Consideremos 3 € G tal que
B & (a) = {e,a,a?}. Agora, é facil verificar que os seis elementos e, o, a?, 3, a3, a*3
sao todos distintos. Por exemplo, se o8 = o?3, entdo a = a2, isto é, a = e, o0 que nao
é possivel. Os outros casos sao analisados da mesma forma.

O elemento ( pode ter ordem dois ou trés; mostremos que O(3) = 2. Observe que
(% € (a) = {e, a, @}, pois caso contrdrio, 3% € {8, a3, a*3} e, portanto, 8 € {e, o, a?}
o que é absurdo, pois ¢ (a). Suponhamos que O((3) = 3. Dal,

e=0=p8=p= ()€ {eaad’},

0 que nao € possivel. Portanto, a ordem [ de é igual a 2.

Dessa forma, concluimos que

G| = 6
G - <aaﬁ>
ad=e

52

Vamos agora considerar as possibilidades para o produto fa. Observamos que
Ba ¢ {e,a,a? B}, pois caso contrario, terfamos 3 =a™ !, f=e, f=a oua =e. Isso

conduz a uma contradicao. Por conseguinte, fa = a3 ou fa = o?3. . Temos as duas

possibilidades:
|G| =6 =3.2 |G| =6 =3.2
G = (a,f) G = (o, B)
ad=e e ad=e (2.5)
g2 =c B =
Ba = af Ba = o?f.

Portanto, pelo item 2 do Teorema 2.0.16, em cada caso, temos no maximo um
grupo, amenos de isomorfismos, satisfazendo as condigoes em (2.5). Observamos que o
grupo GG = Zg satisfaz as condicoes do Caso 1; e o grupo G = S3 satisfaz as condicoes
do Caso 2. Notamos também que o grupo Z, x Zs também satisfaz as condigoes do

caso 1) e, pela unicidade, concluimos que Zg X Zs ~ Zg. |
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2.1.4 Grupos de ordem 8

Vamos agora estudar os grupos G tais que |G| = 8. Inicialmente, observamos que os
grupos Zg, Ly X L, Lo X Lo X 7y € Dy sao todos de ordem oito.possuem 8 elementos.
Eles nao sao isomorfos entre si. De fato, temos que o grupo Zg ¢ ciclico; isto significa
que existe a € Zg tal que O(a) = 8. O grupo Z4 x Zsy nao é ciclico, porém abeliano e
possui elementos cuja ordem é 4 ou 2. O grupo Zy X Zy X Zy = {(a@,b,¢) : @, b, @ € Zy}
nao é ciclico, pois todos seus elementos diferentes da identidade tém ordem. Por fim
o grupo D, das simetrias espaciais de um quadrado, nao é abeliano. Portanto, esses

grupos nao sao isomorfos entre si. Nao é dificil mostrat que o conjunto ()3, dado por

a={=(o V) =(5 %)= )= (V)

em que i € C é tal que i = —1, é um grupo multiplicativo, chamado grupo dos
quatérnios ()s.

Vamos mostrar que esses grupos sao, a menos de isomorfismo, os nicos grupos de
ordem oito — totalizando cinco grupos de ordem oito. O grupo )3 nao ¢é isomorfo a
nenhum dos grupos Zsg, Zy X Lo € Lo X Zy X Zs, pois esses sao abelianos. Para mostar
que (Y3 nao é isomorfo a Dy, basta notar que D, possui cinco elemento de ordem 2,

enquanto ()3 possui apenas um elemento de ordem 2, a saber

(50

O grupo Q3 ¢ caracterizado pela relagao”’

’Q3| =38
Q3 = <A7B>
At =id
BQ — AQ
BA = A3B,

em que

i 0 0 1 ) 1 0
A_<O —i)’ B_<_1 O) e zd-(o 1).

O grupo D, e 3 nao sao isomorfos. De fato, notemos

(1 2 3 4 2 .
a—<3 41 2)#@ =1id

(1234 .
5_(4 3 2 1):5 = id,

ou seja, a e A tém ordem dois. Por outro lado,

~1 0
AZ( 0 —1>EQ3
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é o inico elemento de (Y3 que tem ordem 2. Isso é suficiente para mostrar que os grupos
Dy e Q3 nao sao isomorfos.
Consideremos G um grupo qualquer de ordem 8. Dado a € G = {e}, temos pelo

teorema de Lagrange as possibilidades:
Oa)=2, Oa)=4 ou Oa«a)=_8.
Vamos estudar esses casos.
Caso 1 G possui um elemento de ordem 8.
Neste caso, temos que G ¢é ciclico e, por isso, G ~ Zs.
Caso 2 G nao possui elemento de ordem 8.

Desse modo, dado a € G = {e}, segue que Oar) = 2 ou O«) = 4. Vamos considerar

dois casos separadamente.
Caso 2.1 G nao possui nenhum elemento de ordem 4

Neste caso, todos os elementos # e € G sao de ordem 2, e o grupo GG é abeliano.
Seja a # e com O (a) = 2; assim H = {e,a} é um subgrupo de G. Consideremos agora
B € G- H. Logo, K = {e,a,b,ab} é um subgrupo de G. Para v € G — K, temos
G ={e,a,B,a8,v,ay, Bvy,afy} = {aibjck 2,7,k € {0, 1}}

A aplicacao

@ : 73 — G
(i,7.k) — a'Biyk
é um isomorfismo de grupo, em que Z3 = Zy X Zy X Zy. Verifiquemos um caso de
compatibilidade entre as estruturas dos grupos. Facamos a = (1,0,0) e b = (0, 1,0);
logo,
pla+b) =9 (1,1,0) =af =¢(1,0,0).9(0,1,0).
Os outros casos sao tratados da mesma forma. A funcao ¢ é sobrejetora, uma vez que

G = {e,a, B3, a8,7,ay, By, a7}, e injetora, pois

©(0,0,0)=e, ¢(1,0,0)=a, ¢(0,1,0)=0b, ¢(0,1,1)=be,
©(0,0,1) =¢, ¢(1,1,0) =ab, ¢(1,0,1) =ac, ¢(1,1,1)= abe.

Portanto, Z3 ~ G.

Caso 2.2 G possui um elemento de ordem 4.
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Sejam « € G tal que O(a) = 4 e o subgrupo H = («). Consideremos g € G — H
e o subgrupo K de G gerado por a e 3, isto é, K = («,3). Como 3 ¢ H, temos
que |K| > 4 e, pelo teorema de Lagrange, |K| divide 8; logo K = G = (a,b) =
{e,a,a? a?, 3, af8,a?3,aB}. Por isso, 3% € H, uma vez que 5% ¢ {3, a8,a?3, a3}
Também temos que Ba ¢ {e,a,a? a3}, pois 3 ¢ H. Dessa forma,

G| =8
G = (a, )
at=e

(% =qa*, paraalgum u € {0,1,2,3}
fa = o[, para algum s € {1,23}.

Vamos analisar agora as possibilidades para u € {0,1,2,3} e s € {1,2,3}. Inicial-
mente, temos O (BaB~ 1) = O (a) = 4, de modo que s = 1 ou s = 3. Por outro lado,
(% ¢ {a,a’}, pois caso contrario, 3? teria ordem 4 e [ teria ordem 8, o que nao é
possivel, ou 3 teria ordem 4, o que implicaria em O (4%) = 2, o que é um absurdo, pois
(3% = a* com u € {0,1,2,3}. Concluimos que u =0ouu=2es=1ous=3.

Se u = 0, temos dois casos correspondentes a s = 1 e s = 3. Portanto,

G| =8 G| =8
G = {(a,[3) G = (o, B)
(1) at=e e (2) at=e (2.6)
B = =
Ba = af Ba = o?f.

Pela item 2 do Teorema 2.0.16, segue que em cada caso em (2.6), existe no maximo
um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as condi¢oes. Como exemplo, para o
caso (1), temos o grupo G = Z4 X Zs; e para o caso (2), temos G = Dj.

Se u = 2, entao

G =38 G| =8
G = (o, ) G = (a, )
(3) at=e e (4) at=e (2.7)
62 — OéQ 62 — az
fa = af Ba = a’p.

Da mesma forma, concluimos pelo item 2 do Teorema 2.0.16 que, para cada caso em
(2.7), existe no maximo um grupo, a menos de isomorfismo. Para o caso (3), considere
G = Zy X Zso, e no caso (4), G = Qs.

Portanto , obtemos que, a menos de isomorfismo existem 5 grupos de ordem 8, que
sa0: Zg, Zy X Lo, 73, Dy e Q3.

Observacao 2.1.3 Os casos (1) e (3) afirmam que um mesmo grupo pode ser ap-
resentado,por meio de geradores e relagoes diferentes. Isto é, mudando os geradores

podemos alterar as relagoes entre eles.
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2.2 Conclusao

Este trabalho proporcionou a apresentacao de uma parte importante da teoria dos
grupos, como os conceitos de grupos finitos e do Teorema de Lagrange, resultados
importantes na apresentacao um pouco mais detalhada da classificacao de Grupos de
Ordem < 8. Este estudo possibilitou o contato com alguns conceitos mais avancados
da Teoria dos grupos, tendo como foco principal a classificacao de todos os grupos de
ordem < 8.
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