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Introducao

A modelagem matematica é a drea do conhecimento que estuda a simulacado de sistemas
reais a fim de prever o comportamento dos mesmo, sendo empregada em diversos campos
de estudo, tais como fisica, quimica, biologia, economia e engenharia.

Os modelos matematicos se subsidiam, por exemplo, das leis da fisica (como as leis de
Kirchhoff para sistemas elétricos e as leis de Newton para mecanicos) ou dados experimen-
tais.

Frequentemente, os modelos atingem grau de sofisticagdo suficiente para justificar fer-
ramentas computacionais, envolvendo sistemas de equagdes diferenciais. Softwares como
MATLAB e Scilab contam com recursos focados nas solucoes de tais modelos.

Historicamente, a matemadtica é muito importante dentro das ciéncias naturais e enge-
nharias. Contudo desde a Segunda Guerra, dreas fora das ciéncias fisicas tém inspirado a
criacdo de novas dreas dentro da matematica, como a teoria dos jogos e aspectos estatisticos
das ciéncias sociais, que cresceram por sua importancia estratégica e econdémica.

A nocao de funcdo foi se construindo e evoluindo ao longo dos séculos. Alguns sinais
da nogdo de funcdo sdo encontrados desde a antiga babilonia, com tabuas de quadrados, de
cubos e de raizes quadradas.

Os pitagoricos estabeleceram rela¢des entre grandezas fisicas como, por exemplo, alturas
dos sons e comprimento de cordas vibrantes. Na época alexandrina contribuiram com a
construgdo de tabelas de comprimento de cordas de um circulo, o tdo utilizado raio.

Desde entdo houve diversos acontecimentos relacionados as questdes de fun¢des. No
século XIV Nicolas Oresme, utilizou segmentos de reta que possibilitou a representacdo da
velocidade de um moével ao longo do tempo.

No século XVII o matematico e filosofo René Descartes passou a utilizar eixos cartesianos

para a representac¢do de uma fungdo. Neste mesmo século, surgiram outros contributos para



o desenvolvimento da nocdo de fun¢do, onde Keppler com a descoberta das leis sobre as
trajetorias planetdrias e Galileu com o estudo da queda de corpos e a relacdo entre espago
tempo, sdo exemplos de contribuices.

No século XVIII, Leibniz com a inveng¢do da linguagem matematica, distribuido em di-
versos termos e simbologia, foi quem utilizou pela primeira vez o termo fun¢do no desenvol-
vimento da analise matematica. Porém a defini¢do de fungdo surge mais tarde, com Leonard
Euler, matematico suico que escreveu "Se x € uma quantidade varidvel, entdo toda a quanti-
dade que depende de x de qualquer maneira, ou que seja determinado por aquela, chama-se
fungdo da dita variavel". Euler também utiliza pela primeira vez a notagao f(z).

Ao longo do tempo as fungdes matematicas foram ganhando espaco e formas para ajudar
na melhor compreensao e desenvolvimento de cdlculos que antes aparentavam impossiveis,
utilizando vérios métodos matematicos, onde alguns serdo mostrados aqui.

Podemos verificar que as fun¢des matematicas, até mesmo antes de sua criagdo ja eram
usadas em diversas dreas da fisica, tendo um caréter importante para o desenvolvimento da
fisica atual. Nao diferente do resto da fisica essas fun¢des nos mostrardo resultados para um
contetido de fisica aqui estudado (o modelo cosmolégico newtoniano).

A cosmologia é definida como sendo a ciéncia que estuda o universo como um todo,
onde procura utilizando teorias e explicagdes, reconstruir a realidade do mundo que nos
cerca. Assim como as fungdes, a cosmologia também era tratada pelas civiliza¢des antigas,
apontando suas idéias de como surgiu o mundo, baseado apenas em seus pensamentos.
Algumas das cosmologias dessa época tinham como propostas, que o Universo teria sido
criado por uma inteligéncia racional, enquanto outras rejeitavam qualquer nogdo de divin-
dade.

Muito tempo depois desses pensadores, quando a matematica ja tinha alcangado um
desenvolvimento bastante consideravel, surge a cosmologia newtoniana, mostrando que o
universo seria governado por equagdes matematicas.

Com o surgimento da teoria da relatividade geral formulada por Einstein no inicio do
século passado, surge a cosmologia relativistica, mostrando-se mais precisa e dotada de
uma fenomenologia mais rica que a teoria newtoniana, porém com uma complexidade ma-
tematica bem superior. Apods se passarem 15 anos da formulagdo da cosmologia via teoria
da relatividade, no inicio da década de 1920, mostrou-se que varios resultados basicos dos

modelos homogeéneos e isotrépicos, poderiam ser obtidos através de uma perspectiva New-
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toniana. Assim em 1934, foi mostrado que a teoria de Newton também poderia ser usada
para estudar o problema cosmolégico, ou seja, descrever a origem e evolugdo do universo,
revertendo o entdo quadro de que a cosmologia s6 poderia ser formulada via Relatividade
Geral.

Iremos apresentar nesse trabalho a cosmologia Newtoniana como exemplo de como a

modelagem matematica é aplicado na fisica.



Capitulo 1

Fun¢des Matematicas

1.1 Introducao

Apresentaremos nesse capitulo, algumas ferramentas matemdticas que sdo utilizadas
com frequéncia na fisica, quimica, entre outros, caracterizando-se entdo como elemento re-

velador para que a ciéncia moderna possa alcangar significativo avango.

1.2 Derivada

No célculo, a derivada representa a taxa de variacdo instantanea de uma fun¢do. Um
exemplo em que é muito utilizado é no célculo da velocidade, sendo ela uma taxa de varia-
¢do da fungdo espaco. Inicialmente a derivada foi descoberta para o estudo da reta tangente
de uma funcao, porém existem hoje intimeras aplicagdes em diversos ramos de estudo, como
fisica, engenharia e etc.

Defini¢ao

Seja I um intervalo com mais do que um ponto do conjunto R dos ntimeros reais e seja
f:I = R. Seopontoa € I, diz-se que f é derivavel em a se existir o limite e 0 mesmo for

tinito, dado por

flx+h) = f(x)

fa) = Jim h
o) — tim 10 = 1)
a—x a—x

Notagdes: Algumas notagdes sdo utilizadas para expressar uma derivada, sdo elas as



mais comuns;
F), f@), fo ]
Sendo essa ultima escrita como f muito utilizada na fisica para expressa uma fungio deri-
vada em relacdo ao tempo.
Propriedades de derivada
Considerando f e g fungdes continuas e derivaveis, entdo as func¢des a seguir também sao

derivaveis em a da seguinte forma

—

- (fF9)(a) = f'(a)tg'(a)

N

- (f.9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

3 (%)/(a) _ I (a)g(ﬂ;)(;)é(a)g (a)’ se g(a) # 0

4. (9o f)(a) =g'(f(a))-f'(a)

Esta propriedade (4) é conhecida por regra da cadeia.

Derivadas parciais

A derivada parcial de uma fungdo f de n varidveis, no ponto z; é denotada por

of
(9302-’

onde apenas a varidvel z; varias e as outras sdo tratadas como constantes. Podemos ainda

escrever essas derivadas utilizando a defini¢ao de limite, sendo escrita como

8f (xb ;xn) = lim f(l'l, o Li + a, ,.Tn) B f(xla 7'1771)
81‘2- a—0 a

Derivadas de ordem Superior

Ao obtermos uma derivada de uma fungédo, essa mesma fungdo pode ser derivada mais
vezes, assim tornando-se uma derivada de ordem superior a um, sendo chamada de se-
gunda derivada da fungdo f. Da mesma forma se derivada mais uma vez sendo chamada de

terceira derivada e assim por diante. Elas podem ser denotadas das seguintes formas

df d (df\ d [(d [df
voa() (@)
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e assim sucessivamente. No entanto, a notacdo mais empregada é:

L

de’ dz?’  dx3

ou alternativamente,

P f@), @) e (@), fOw), 9w
Um exemplo clédssico de uma aplicagdo de derivada de ordem superior é a da segunda

derivada da funcdo posicdo dando a aceleragdo de uma particula em movimento.

1.3 Integral

A integral de uma fungéo foi desenvolvida com o intuito de calcular uma drea sobre uma
curva no plano cartesiano. Porém assim como a derivada, ela também tem intimeras aplica-

¢oes em diversos campos de pesquisa.

Integral indefinida
Podemos definir uma integral indefinida como sendo:

d

[ f@de = F@) & LF@) = @

onde chamamos F'(z) de primitiva da fung¢do f(z), se para todo = € I, tivermos F'(z) = f(z).
Defini¢do: Se F'(z) é uma primitiva de f(z), entdo a expressao F(z) + ¢ é chamada integral

indefinida de f(x), sendo denotada por:
/f(x)dx =F(x)+c¢
em que c é uma constante de integracdo. Temos ainda que

/ f(x)dz

representa uma familia de fungdes F (sendo ela a familia de todas as primitivas da fungdo

integrando).

Propriedades da integral indefinida

Sejam f, g : I — R e Kuma constante. Entdo

8



1. [Kf(z)de =K [ f(z)dx
2. [(f(x) +g(x))dz = [ f(z)de + [ g(x)dx

Integral definida
A integral definida estd associada ao limite da defini¢do anterior. Ela surgiu com a for-
malizacdo da matemaética dos problemas que envolvem dareas.

Defini¢ao: Seja uma funcado f definida em um espago [a, b]. A integral definida de f de a

/abf(x)dx

/b f(x)dx = nh_)rgoif(xl)sz
a i=1

onde a e b sdo chamados limites de integracdo, e o segundo termo da equagao é chamada de

até b denotada por

é dada por

soma de Riemann. Caso esse limite exista, dizemos que a fung¢do f(z) é integravel em [a, b].

Propriedades da integral definida
As duas propriedades advindas da integral indefinida, também sao validas paras as de-
finidas. Se no intervalo [a, b] definirmos um ponto ¢ que pertence ao intervalo, sendo f(z)

derivdavel, vale a seguinte propriedade na integral definida:
b c b
[ twis= [ gw)+ [ sy

Se f é integravel e se f(x) > 0 para todo o intervalo x em [a, b], entdo

/ f(a)dr > 0

Se f e g sdo integraveis em [a,b] e f(z) > g(z), para todo x em [a, blentdo

[ e [ s

Proposicdo: Seja f uma fung¢do continua no intervalo fechado [a,b]. Entdo a fungdo

G(x) — R, definida por
b
~ [ st



tém derivadas em todo = € [a, b] que é dada por

para provar o que foi dito, vamos determinar G’(x) utilizando a defini¢do

G(2) = lim G(z + Ax) — G(x)

Az—0 Az

temos que
b
Gla) = / F(t)dt
podendo ser escrita da seguinte forma

z+Azx T
Gz + Az) — G(z) = / F(t)dt — / F(t)dt

utilizando uma de suas propriedades, obtemos

/a Tt = / " F@)dt+ / T

e entao, A
Glo+ Az) — G(x) — / F#)dt + / F(#)dt — / F(t)dt
z+Ax
Gz + Ax) — Glz) = / F(t)dt

como f é continua em [z, z + Az], existe um ponto z entre = e x + Az tal que

z+Azx
/ FO)dt = (x + Az — 2) f(7) = Az f(7)

Portanto, B
G'(z) = lim Glo+Az) = Glr) _ lim Arf(x) _ lim f(z).

Axz—0 Az B Az—0 Az o Axz—0

Como 7 esta entre z e z + Az, segue que T — x quando Az — 0, como f é continua, temos

lim f() = lim f(7) = f(z)

Az—0 T—x

Logo

Uma importante consequéncia desta proposigdo é que toda fun¢do f(z) conti-nua num

intervalo [a, b] possui uma primitiva. Agora, iremos estabelecer formalmente o Teorema

10



Fundamental do Calculo.

Teorema Fundamental do Célculo
Este teorema conecta dois ramos do calculo, o diferencial e o integral. Se f é uma fungdo

continua no intervalo fechado [a, b] e se F'(x) é uma funcdo tal que
F'(z) = f(z), Yz € [a,b]
entao
/  fa)ds = F(b) - F(a)
Como f é continua sobre [a, D], ;egue que

Gla) = / ' Ha)de

é uma primitiva de f nesse intervalo.

Prova: Seja F'(z) uma primitiva qualquer de f sobre [a, b]. Temos que
F(z) = G(z)+ C,Vz € [a,b].
b

Como G(a) = / f(t)dt =0eG(b) = / f(t)dt, calculando a diferenca F'(a) — F'(b), obtemos

) = G(b) — G(a)

F(b) — F(a) = (G(B) + ¢) — (G(a) +¢) =
/ ()t

:/abf(t)dt—O:/a _

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

logo

1.4 Campos Vetoriais

Em matemdtica um campo vetorial ou campo de vetores é uma construgdo em calculo
vetorial que associa um vetor a todo ponto de uma variedade diferenciavel (como um sub-
conjunto do espaco euclidiano, por exemplo). Em muitas aplica¢des da fisica e matematica
aplicada, é necessdrio associar a cada ponto P de alguma regido um tinico vetor com origem

em P. A totalidade de tais vetores constitui um campo vetorial. Um campo vetorial pode
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ser definido por uma funcgdo vetorial. A funcdo vetorial no espago tridimensional, é uma
fungdo cujo dominio é um subconjunto do R? e o contradominio é um subconjunto de V3
(vetores em 3 dimensdes), de forma andloga temos uma funcgao vetorial no plano bidimen-
sional sendo o dominio um subconjunto do R? e o contradominio um subconjunto de V5
(vetores em 2 dimensoes).

Notacoes:

Para R?, temos

F:DCR3 =V

F,y,z) = (M(z,y,2), N(x,y,2), P(2,y, 2))

onde M, N e P sao fungdes reais de 3 variaveis e
i=(1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1)

Para R?, temos
F:DCR?2—> 1,
F(z,y) = (M(z,y), N(z,y))

onde M e N sdo fungdes reais de 2 varidveis e

i=(1,0), j = (0,1)

1.4.1 Gradiente

Considerando o operador V ddefinido por

.0 (9 0

O gradiente é uma fungéo vetorial que altera a quantidade de um determinado valor em
relacdo a uma quantidade por unidade de espaco.
Se f(z,y,z) tem derivadas parciais primeiras continuas em X, y e z, o gradiente de f

detonado por gradf é definido por

0f  20f  pof
gradf = Za— = 3y k&

onde V f = gradf, logo:
F(x,y,2) = V[f(z,y,2) = folz,y,2)i + fy(2,y,2)] + f.(x,y,2)k

12



Em que F é chamado campo vetorial conservativo e f(x,y,z) é chamado fun¢do potencial

deF.

1.4.2 Divergéncia e Rotacional

Seja uma fungdo vetorial em trés dimensdes dada por
Fz,y,2) = M(2,y,2)i + Ny, 2)] + Pz, y, 2)k

onde M, N e P possuem derivadas parciais.

Rotacional

O conceito de rotacional esta relacionado como o préprio nome sugere a rotagdes de
vetores, se temos f como sendo uma fung¢do que expressa um campo velocidade em mecanica
dos fluidos, particulas préximo a (x,y, z) tendem a rodar em torno do eixo que aponta em
direcdo de rotF'. Fazendo assim uma transformacao linear de um campo de vetores em outro
campo de vetores.

O rotacional de F denotado por rotF ou V x F, pode ser definido como sendo

ox 0z

OP ON\- (0P OM\- (ON OMY -
k
)7 w)i (& - w)

rotF—VxF—(a—y—E 1+ J+

logo
rotF =V x F = (P, — N,)i+ (M, — P,)j + (N, — M)k

Observe que o rotacional de F define uma fungdo vetorial em 3 dimensdes.

Divergéncia

O conceito de divergéncia estd relacionado ao fluxo, ou seja, se f € uma fungdo que deter-
mina a velocidade de um fluido (ou gds), o divergente dessa fungdo seria a taxa liquida de
varia¢do com relagdo ao tempo da massa do liquido (ou gés) fluindo no ponto por unidade
de volume.

A divergéncia de F, denotada po divF ou V.F' é definida como sendo

oM ON OP
wWF =V.F=—+—4+—=(M N, P
div \V4 o + ay + 5 (M, + N, + P,)

Observe que a divergéncia de F define uma funcao escalar.
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1.5 Equacgdes diferenciais Parciais

Estas equacgdes estdo presentes em diversos problemas de matemadtica, fisica e engenha-
ria, entre outros. Na maioria das vezes faz-se a tentativa de transformar a equacéo diferen-
cial parcial em uma ou mais equagdes diferenciais ordindrias, com o objetivo de simplificar
os trabalhos na obtengdo da solugdo do problema. A diferenca esta em que uma equagdo
diferencial ordindria possui derivadas de apenas uma varidvel enquanto que uma equa-
cdo diferencial parcial possui derivadas parciais da fungdo incégnita. Muitas leis fisicas
como: Leis de Newton para o resfriamento dos corpos, Equagdes de Maxwell, Equagdes de
Navier-Stokes e Equagdes da Mecanica Quantica de Schrodinger sdo escritas por equagdes
diferenciais parciais que relacionam o espago e suas derivadas com o tempo. O uso intenso
de derivadas e integrais neste contexto é fundamental e depende da interpretacao feita para
cada objeto matemdtico como: velocidade, forga, aceleragdo, fluxo, corrente elétrica, taxa de
variagdo, temperatura, etc.

Defini¢do: Chama-se equagédo diferencial parcial a uma equagao que contém uma ou mais
fungdes desconhecidas de duas ou mais varidveis e as suas derivadas parciais em relagdo a

essas varidveis. Exemplo:

onde essa é a equacdo de Laplace, cujo temos varidveis independentes x,y,z e que ainda
pode ser denotada como:

Vu =0

onde V?u é chamado de laplaciano, e pode ser escrita usando 2 outras fungdes matematicas
V.Vu =0

onde sdo respectivamente o divergente e o gradiente de uma fungéo.

Defini¢ao: Ordem de uma equacdo diferencial parcial é a ordem da derivada de maior
ordem que surge na equacao, e o grau € o expoente da derivada mais alta quando a equagdo
estd escrita em uma forma semelhante a uma fung¢do polinomial em que as poténcias fazem
o papel das derivadas da ordem respectiva. A equacdo de Laplace é uma equacao diferencial

de ordem 2. u é a varidvel dependente enquanto que X, y e z sdo as varidveis independentes.

14



Defini¢ao: Chama-se solugdo de uma equagdo diferencial parcial a uma func¢do que ve-

rifica identicamente essa equacéao.

Solucao de Equacdes Diferenciais Parciais
Na solugdo de uma EDP o método da separacgdo de varidveis é mais utilizado. O objetivo
é transformar uma EDP (equagdo diferencial parcial) de n varidveis em n EDO’s (equagdo
diferencial ordindaria) de forma a simplificar seus resultados. Aqui serd mostrado esse pro-
cesso utilizando a seguinte equagao.
0z _ 0z
or 0Oy

para a resolucgdo dessa equagdo vamos supor que a solucdo seja dada por

z(z,y) = X(2)Y (y)

onde X é uma fungdo apenas da variavel x, e Y apenas de Y, logo temos

OX(2)Y(y) _ 9X(x)Y(y)
x pe = o = zY(y)

0X (x)
ox

Y (y)

= X(0)=;

como X e Y sdo fung¢des apenas de x e y respectivamente, elas se tornam EDO’s onde chega-

mos a

r 0X(x) 1 0Y(y)
X(x) dxr  Y(y) 0y

onde ¢ é uma constante pois para q ambos os lados sejam iguais precisamos de um valor

independente de x e y.

Logo teremos 2 equacgdes, que sdo elas

r 0X(x) 1 9Y(y)

ey —_— = C

X(z) Ox “ Y(y) Oy

que iremos denotar da seguinte forma
x dX 1dY
——=¢ —— =C
X dx Y dy
agora iremos solucionar ambas as equagdes

dX_X:>dX_dx:> dX_ dx
dx_ca: X_cx X_C T

InX = clnz + clnk = InX = clnkx = InX = In(kz)® = X = k¢
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X(x) = Ka*

onde K e k sdo constantes de integragdo, e para Y temos

lay iﬁ_dj/ﬂ_ /d
Ydy v — Y y )Y

InY =cy+d=Y =e¥" =Y =eYed
Y(y) = De®
D e d sdo outras constantes de integracdo, portanto a solucgdo se torna
2(z,y) = X(2)Y (y) = Kax®De®” = Ex‘e®”

na qual E é a reunido de todas as constantes, e para determinar tanto seu valor quanto c

precisamos de condi¢des auxiliares.

Classificacio de uma EDP linear

Consideremos a EDP linear
Aty + Bugy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu+ G =0
onde os coeficientes sdo as fun¢des A, B, C, D, E e F tal que
A*(x,y) + B (z,y) + C*(2,y) # 0

e G = G(x,y) é uma funcio real definida sobre M O R?. Associada a esta EDP, construimos

a equacdo diferencial ordindria caracteristica:
Az, y)(dy)* — Bz, y)(dz)(dy) + C(z,y)(dz)* =0
O discriminante desta EDP é definido como:
A = A(z,y) = B(x,y)* — 4A(z,y)C(2,y)

A classificacdo das EDP lineares de 2a. ordem ocorre em fun¢do do valor do discrimi-

nante da EDP. Uma EDP linear é:

Hiperbolica se A = B? — 4AC > 0
Elipticase A = B —4AC <0
Parabdlica se A = B? — 4AC =0

Um detalhe essencial é que, a regido sobre a qual estd definida a EDP e na qual a solugdo
estd bem definida, interfere fortemente na classificagdo da EDP. Um exemplo seria a prépria

equagdo de Laplace aqui ja tratada, que é uma equacéao diferencial parcial eliptica.
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1.6 Funcodes Hiperbolicas

A primeira pessoa a publicar um estudo completo sobre as fung¢des hiperbdlicas foi o
matematico Johann Heinrich Lambert (1728-1777). Essa fungdo tem esse nome, devido em
muitos casos em que as fungdes trigonométricas geram elipses ou circulos, elas vdo gerar
hipérboles. Uma de suas aplicagdes é na geometria hiperbdlica, que é uma geometria ndo

euclidiana.

Seno Hiperbdlico

O sinh é descrito pela fungdo:

_67

2

. e
sinhx =

E uma funcdo impar e estritamente crescente. Possui apenas um tinico zero a origem.

Além disso temos que

lim sinhz = 4+0c0 lim sinhz = —o0
r——+00 T——00

Cosseno Hiperbélico

O cosh é descrito pela fungdo:

et +e”
2

coshx =

E uma funcgdo par. Logo ndo é injetiva. ndo possui zeros, atinge um valor minimo na
origem com o valor cosh0 = 1. E também conhecida como fungado catendria. Além disso
temos que

lim sinhz = lim sinhz = +oc0
r— 400 T——00

No caso das defini¢des das outras fun¢des hiperbélicas, suas defini¢des sdo encontradas

da mesma forma que as trigonométricas, porém utilizado o sinh e cosh.
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Demonstrac¢iao das fungdes sinh x e cosh

Considere a parte direita da hipérbole equilédtera da Figura 1.1 situada no plano cartesi-

ano real de equagdo 2% — y* = 1.

Figura 1.1: Hipérbole equilatera

Assim, observando a figura, tome AO = ¢ = coshu e AB = s = sinhu. Dessa forma, te-
mos que o ponto B de coordenadas reais (¢, s) pertence a parte direita da hipérbole equilétera

de equagdo z? — y* = 1, ou seja,

- =1=>s=V2—-1ec=vVs2+1

Representaremos a drea do setor hiperbélico OF DB por u, temos que:

u=AprBOF — 2/ f(z)dx =2 <%) — 2/ Va?— ldx
1 1
Agora para calcular a integral indefinida /22 — 1dx vamos utilizar a seguinte férmula

de recorréncia
2
/\/v2 —a?dx = gvv —a? - %ln v+ V2 —a?|+C

Utilizando o Teorema Fundamental do C4culo para resolver a integral definida

/ Va2 — 1ldx
1

Temos:

¢ 1 1 1
/ \/3:2—1da::5\/02—1—§ln|0+\/02—1\— (5\/12—1—§1n\1+\/12—1])
1
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1
=>§ 02—1—§ln|c+\/02—1\

Entdo, a 4rea do setor hiperbolico se torna

u=sc—cve®—1—Inlc+ Ve —1]

Note que s = v/¢? — 1, onde temos

u=1Inlc+vec?—1|

Finalmente, temos:

e =c+vVR—1=e—2"%+*=c2-1

e2u +1 1( u —u)
c= =—(e e
et 2
Portanto,
e +e
hy=——
cosh u 5

Analogamente para encontrar o sinh u, tome u = In |c + s|.
u=In|vVs2+1+s]

de modo que

et =vVs2+1—s= e —2%+s>=5>—1

S = ==

Portanto, s = sinh w.
Estendendo-se o conceito para o campo dos complexos as func¢des hiperbélicas, seno e

co-seno, sdo definidas, como no caso de varidveis reais, pelas seguintes expressoes:

) e*—e’”? e
sinh ZT, cosh z

z —Zz

—e
Também podemos definir as fung¢des hiperbolicas através das trigonométricas, da forma
cosh z = cos —iz, sinhz = —isin —iz

dessa forma podem ter identidades semelhantes as das trigonométricas, sendo algumas de-

las expressa a seguir.
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Identidades

1. cosh’z — sinh®z = 1,Vz € R

2. coshx +sinhz = e*,Vxr € R

3. sinh —z = —sinh z,Vz € R

4. cosh —x = coshz,Vr € R

5. coshx 4+ y = cosh z coshy + sinh z sinhy, Vo € R
6. sinhx + y = sinhx coshy + coshzsinhy,Vz € R
7. coshx — y = cosh x coshy — sinh x sinhy, Vo € R

8. sinhx — y = sinhx coshy — cosh x sinhy,Vx € R

As outras fungdes hiperboélicas como tanh, coth entre as outras, sdo encontradas de ma-

neira andloga que as trigonométricas, utilizando o cosseno e o seno hiperbdlico.
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Capitulo 2

Cosmologia Newtoniana

2.1 Cosmologia

A cosmologia esta geralmente associada a complexidade matemdtica inerente a geome-
tria Riemanniana, dlgebra tensorial, variedade diferencidveis, grupos continuos de simetria,
etc. Tendo em vista que a Relatividade Geral é uma teoria de gravitagdo formulada em
uma geometria Riemanniana quadri-dimensional, é frequente que os especialistas da 4rea
tenham a impressdo de que a cosmologia s6 pode ser estudada usando todo esse aparato
matemadtico. Mostraremos a seguir esse estudo com todas as ferramentas matematicas utili-

zada.

2.2 Modelo discreto de universo

E possivel construir um modelo cosmolégico ao assumir um numero finito de galdxias
no universo, e considerarmos como particulas do sistema Newtoniano. Se a galédxia i possui
massa m; e posi¢do dada pelo vetor 7;(t), a partir de uma origem fixa no ponto O, conside-
rando o principio cosmolégico a partir do O, o0 movimento esfericamente simétrico, assim,
as galdxias terdo um movimento estritamente radial. Dessa forma a posi¢do das galdxias

serd dada pelo vetor

7i(t) = ri(t)7 (2.1)

A energia cinética total do sistema sera
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1 n
=1

A energia potencial gravitacional para um par de galdxias com massas m; e m; serd dada

por
m;m;
Vij = _Glfﬁ _ ;’ 23)
i J
E para todas as particulas do sistema tem-se
m;m;
-G =2 (2.4)
Z ’Tz — 7]

i,7=1
Agora vamos assumir a existéncia de uma for¢a cosmolégica atuando na galdxia i na se-
guinte forma

- 1

onde 1 foi colocado por conveniéncia e A é a constante cosmolégica que pode assumir valo-
res negativos e positivos. Essa for¢a cosmoldgica assumida implicard na existéncia de uma

energia potencial adicional dada por.

u:—/Fdr

onde u = V., assim temos,

2

~ 1 1
Ve=— /Edr = — §Am,-7_‘;dr = —EAmﬂ_’2

Ve=—=A Z mii (2.6)

Dessa forma escrevemos que a energia total do sistema de galdxias pode ser escrito como

E=T+V+V,

ou seja

n

Z miV? -G Z |:_m7fj| 6A2mf? 2.7)

1,j=1 7,7=1 =1
Supondo agora que em uma determinada época fixa, isto é, em um determinado valor

ty do tempo Newtoniano, o movimento e distribui¢do do sistema sejam conhecidos. Assim
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em qualquer época posterior a posicdo da galdxia é dada por

onde S(t) é o fator de escala.

Da equagdo (2.8), pode-se escrever a velocidade radial das galdxias como
ri(t) = S()ri(to) (2.9)

e combinando com (2.9) temos

.S

ry = %rz(t> (210)
onde definimos H(¢) como sendo —i cujo é chamado de parametro de Hubble. Assim
obtendo-se

que também podemos escreve a equagao anterior como

Vi = H(t).r;(t)

Aqui temos a lei da velocidade-distancia, especificando que uma determinada época em
um universo em expansdo, a velocidade de recessdo de uma dada galdxia é proporcional a
distancia da galdxia ao ponto em que ela se localiza. Se substituirmos as equagdes (2.9) e
(2.11) na equagdo (2.7), o resultado serd

1 o :
"2 Z milS(O)rito))” — G Z < [ri(t0)S m—m;J (to)S AZm] rilto)$

ij=1

i 11
Zmln to GZM tom—nzjto =33 Aijm to

z]l

E = AS? — g — DS? (2.12)

onde A, B e D sdo coeficientes constantes e definidos como:

Z m[ri(to)]?, (2.13)
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B=aG Rl (2.14)

A= |ri(to) = rj(to)|”
l):éAA (2.15)

Esses coeficientes sdo independentes do tempo t, onde dependem apenas da natureza do
sistema em uma determinada época de referencia t.

A equagdo (2.12) é a equacao diferencial cosmolégica e de acordo com o valor atribuido a
constante A(—1,0, 1) é possivel descrever a evolugdo do universo, ou seja, se as galdxias estao
se expandindo ou sofrendo uma atragdo césmica. Se A = 0, e 0 universo estiver expandindo,
a equagdo (2.12) mostra que o segundo termo do lado direito também precisa diminuir,
implicando que a expansao do universo estd decrescendo. Com A positivo, todas as galaxias
estardo sofrendo uma repulsdo césmica, impulsionando-as para distancias cada vez maiores
da origem. Porém se A for negativo, a expansao ird diminuir progressivamente. A equagdo
anterior poder ser escrita numa forma algébrica idéntica a obtida na cosmologia relativistica
Friedmmaniana, introduzindo R(t), para o fato de escala do universo, Sendo R(t) = uS(t),
temos

., B
E=AS$*- = - DS
§* < - DS

dividindo toda a equagédo por A e isolando $?, obtemos

E ., B1 1 ., B1 E
[ ——.———A2 2:__ A2 =
A= T ag e T gt Ty
agora multiplicando por x? temos
3 12 3 2
22 M'B 1 2 o2 K 52 _ p'B 1 2 ME
= —— A S +—=>R"=—.— AR +
s a ,uS+ a = a R+3 A
. c 1
RP=—+-AR*-K 2.16
713 (2.16)

Sendo as constantes C e K definidas como

2
E_%g (2.18)

Da mesma forma que a equagdo (2.12) a equagdo (2.16)fornece uma descrigdo do compor-

tamento do universo, determinado pela energia E do sistema. Quando £ = 0, a constante
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é definida arbitrariamente, mas na equacéo (2.18) K serd necessariamente igual a zero. Para
E # 0, v é escolhido tal que
p=— (2.19)

e com esta defini¢do tem-se quese £ > 0, K = —1,ese £ < 0, K = +1. Assim, a escolha
do reescalonamento R(t) = pS(t) implicara que K sé podera assumir valores +1, 0 ou —1.
Na teoria Newtoniana K corresponde ao termo de energia, enquanto que na cosmologia

relativistica refere-se a curvatura do espaco.

2.3 Modelo continuo de Universo

O modelo apresentado anteriormente pode ser estendido para uma descri¢do continua,
de acordo com o principio cosmolégico de homogeneidade e isotropia, que toda a massa
do universo esta distribuida uniformemente em cada época t. Supondo entdo que o nosso
modelo de universo apresentado até o0 momento é limitado por uma superficie esférica A
cujo raio é fungdo apenas do tempo. Assim o raio dessa esfera serd dado por a(t), e a origem
O do sistema de coordenadas estara situada no centro dessa esfera. Em uma época ¢y, cujo
comportamento do sistema é conhecido, a casca esférica com raio x e espessura dx, terd uma

area 47z? e volume 47z%dz. Dessa forma, a casca esférica terd uma massa dada por
dm(z) = 4mp(ty)dx (2.20)

sua massa total serd

Zml = / Amx?p(ty)da (2.21)

assim podemos dizer que para qualquer funcdo f(r;) é razoavel que a soma de m; f(r;) seja

escrita como o)
n a(to
Somifr) = [ amam(to)ds e2)
i=1 0
onde py = p(to), a(to) = ao. Utilizando o argumento acima na equagdo (2.13) obtemos
1 ¢ )
=3 Z m[rito]
i=1
fazendo r;(ty) = z e f(x) = 2% temos
2m

1 [ 0
A= 5/ dra’por’de = A = 27TP0/ e = A = ?Poao5 (2.23)
0 0
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Se definirmos agora a massa total do sistema como sendo

M = Zmz :>/ 4’ podr = 4?ﬁpoao (2.24)

Relacionando a equagdo (2.23) com a equagao (2.24), obtemos:

i M3 or M.3
M= 2T oa? _ A=T ag?
g P00 =T s T 5 drags ™
3M
A= ECLOQ (225)

Tendo em vista que M é constante no tempo, temos que poag® = pa® = cte, ou
—(pa®) =0 (2.26)

para qualquer tempo t. Para calcular o coeficiente D, usamos a equagao (2.25)

M
= —AA D = —A 3—a02
10
onde obtemos
D = MA 2 (2.27)
= 10 (on) .

Para calcular B, temos que o potencial gravitacional no local da galadxia j no tempo ¢, devido

a todas as particulas i que estdo mais préoximas do centro O do que j sera:

j—1

o[ (to)] = —G z_; = (to)"jjfj ol (2.28)

A partir desse resultado a equagdo (2.14) é escrita da seguinte forma:

BoGY Y ZmJZG e = o my ol )l (229

=1 j5=1

Utilizando a relagdo (2.22), aplicaremos na equagao (2.29)

ag
B=— / 4P pod(x, to)de (2.30)
0

onde ¢(z,t,) é o potencial gravitacional a uma distancia x de O em um tempo ¢, devido a
todas as massas M (z) localizadas no interior da esfera de raio x.

Entdo da equacdo (2.21) temos que
x x 4
M(z) = / dm(x) = M(x) = / dra’podr = M(z) = gwpox?’ (2.31)
0 0

26



Assim o potencial gravitacional sera dado por

o(x,ty) = —G']\f@) = —%WGpon (2.32)

Com essa expressdo podemos escrever B como sendo

2 4 167 a
B = —/ 47rp0.(—§7er0x2)dx = B = 37T pOQG/ rtda
0 0

1
B = 1—g7r2p02Ga05 (2.33)

Para calcularmos C, utilizaremos a equagdo (2.8) e a relagdo R(t) = uS(t)

R(t) ri(t)
S(t)y=——==5(t) =
() ==" = 50)= 20
R(t)  mi(t)
—t = —= 2.34
po rilto) 239
Na descrigdo continua essa relagdo pode tomar a forma especial [%] =[] pois o fator de

escala R(t) é o mesmo para todas as particulas do substrato cosmolégico, inclusive para as
situadas na borda da distribuigdo onde ry,.44(t) = a(t). Lembrando que pa® é uma constante

para qualquer tempo t, chegamos a relagdo

3
Poao3=pa3=cte:>@:(£) :>ﬁ: 5/ PO
P Qg Qo P

R(t) _a RO _ feo _ RO _po

Lo ag 1T p 3 p
Substituindo a equagdo acima na expressao (2.17) considerando as equagdes (2.23) e (2.33),

(2.35)

obtemos a forma de C no modelo continuo

3 3
Po A
1 G2 po?ag®. A0 8GmpopR(t)° 8
=20 210,)0;05 wo = 3”’#() = C = SGrp()R(t) (2.36)
5

A passagem do modelo discreto para o continuo permite obter a expressao para C na qual
a equacao diferencial cosmoldgica tem exatamente a mesma forma algébrica que é obtida
via relatividade geral. Isso ocorre porque a equacdo (2.36) é igual a obtida pelo modelo re-

lativistico homogéneo e isotrépico de Friedmann. Uma forma alternativa de apresentar a
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cosmologia Newtoniana é a de iniciarmos nossa discussdo considerando apenas a cinema-
tica da nuvem do gas cosmolégico. Sendo o movimento das particulas do gés estritamente
radial, temos

7(t) = R(t)r(to) (2.37)
onde 7 é o vetor posi¢do na época de referéncia ¢t = t,, o fator de escala é unitério, ou seja,

R(tp) = 1 como condic¢do de contorno. Derivando a expressdo acima, obtemos a equagado da

velocidade de uma particula de gas,

e temos que

onde obtemos a equacdo da lei de velocidade distancia na forma continua, de modo que
v(r, H) = H(t).r(t) (2.39)

Utilizaremos agora a equagdo da continuidade, sendo a lei de conservagdo da massa a nu-

vem de gés, assim temos

dp . dp o dp o
athV( ) dt—l—V(pH(t)r(t))— dt—l—pH(t)Vr(t)—O
L (0% 0y  0z\
logo chegamos a equacdo
ap . Op B
5 V.(pv) = T +3pH(t) =0 (2.40)

integrando a equagdo em relagdo a t e aplicando a equagédo 2.38 em 2.40, temos:

dp dR 1
— = —3—.=dt 241
P dt R 241)

integrando a equagdo 2.41, temos

Inp(t) — Inp(to) = —3[InR(t) — InR(te)] = In < pll) ) — _3in ( R(t) )
() = (qies) = ey = (i)
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sendo R(tg) =1
p(t)
p(to)
que é equivalente a equacdo (2.35).

_ R(t) = _ (2.42)

Para discutirmos a dindmica do gas, podemos impor a equagdo de movimento na forma
da equacdo de Euler. Lembrando que de acordo com o principio cosmolégico as quantidades
césmicas dependem somente do tempo, entdo a pressdo na nuvem do gés sera dada por
p = p(t). Porém em modelos cosmoldgicos mais simples a pressdo o é nula, logo a equagao

de Euler se torna

dv  d[H()FE)]  dH().7(1) _ 7 dH()

- @ = a4 THOW = g ==+ HO)
‘é—j - %Vp ~f= d];ft) #(t) + HA(O)i(t) — [ = {dlfd—zft) + H%)} ) -f=0 (243

Sendo f forca externa por unidade de massa.
Na gravitagio temos que f = —V¢, 0 que implica que podemos calcular f utilizando a

equagdo de Poisson

V.f=—4rGp (2.44)

calculando a divergéncia da equagdo (2.43) obtemos

f= [%t(tﬁm(t)}f:vf:s{%ﬁ”uﬂ@)} ;»3{

dH (%)

— + H2(t)} = —4nGp (2.45)

Da equagdo (40) e o parametro de Hubble, temos

dH(t) 4 dR 4 dR .dR\ 1. R* 4
g P =—3mCGp= g = —3mGr= (dtR Rdt) (7)) * 2 = 370
1d?R R2 R 4 2R 4
A [t T T = 22 4 - = 2.4
R (R FTER + 72 + 3R37er0> 0=R o + 37er0 0 (2.46)

Essa equacdo mostra claramente um universo estético, ou seja, R=R=0ondeséé possivel
quando se tem densidade igual a 0. Assumindo que a forga gravitacional de uma particula
em A é devida inteiramente a matéria contida em A com centro em O, entdo a forga gravita-
cional serd dada por:
> -GM 4
=7 (t) = 7= —-nGp(t)r 2.47
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Em que introduziremos o termo cosmolégico

f= —yer(t)F%— gAF' (2.48)

que implica na modifica¢do da equagdo de Poisson para:
V.f=—4nGp+ A (2.49)

Assim a equagdo (2.46) com a constante cosmolégica torna-se

d*R 4 1
RQW + gﬂ'Gpo - gARg =0 (250)

Multiplicando (2.50) por 2R/ R?, temos

2R ( ,d°R 4 1
R+ -nGpy— =AR* ) =0
RZ( gz 3" Ty )
d*R 8w 2 : od 8T 21 d
2R—— + = —Gpy— =ARR = 2R°— — - —Gpy— == AR*— =0
iz 3R T R T Sy Tyt T My
d [ -, 8w Ao\ d [ -, 8m Ao\
dt(R_BRG'OO_SR)_ dt(R_BRG'OO_BR 0
. —87 A . 8 A
2 " iy oY/ k’ — 2 _ T2 k?
R 3RGP0 3R + 0=R 3RG,00+3R
: c A
R = — 4+ —R*—k 2,51
713 (2.51)
Onde k é uma constante de integragdo e C é definido por
8

Assim obtendo a mesma equagdo diferencial cosmolégica que descreve a evolugdo do uni-

verso para um modelo continuo.

2.4 Densidade critica

Consideremos uma galdxia de massa m movendo-se com velocidade v a uma distancia
r de um sistema de coordenadas qualquer, em um sistema total M contida no volume de
raio r. Dessa forma a energia total do sistema, é a soma da energia cinética mais a energia
potencial gravitacional.

T constante (2.53)




O valor da energia total do universo determinara sua geometria
E > 0,Universo aberto

E =0, Universo plano
E < 0,Universo fechado

Fazendo o uso da lei de Hubble v = Hyr, onde H é a constante de Hubble no presente,
e M = p. 4713, sendo p. a densidade critica, que ¢ a densidade para parar a expansdo do

universo (F = 0), temos

1 4
§H02mr2 — —Gwpcmr2 =0 (2.54)
1 1 5
5]—]0 mr? = —G?TpCTfLT = 2H G?Tpc
32
e = —— 2.55
Pe= S (2.55)

Usando H, = 75km/s/Mpc, obtemos:
1,1 x107%Kg/m*=1,1 x 10"%g/cm?

que pode ser comparado com a densidade de matéria visivel observada, que é da ordem de
1073 g/em?, ou seja, cerca de 100 vezes menos do que a densidade critica. Vamos descrever

a distancia entre dois pontos quaisquer no espago como:
r(t) = a(t)ry (2.56)

onde a(t) é um fator de escala e r, é a distancia entre dois pontos no instante em que ay =
a(ty) = 1. Para se obter a velocidade de recessdo entre esses dois pontos, deriva-se a equagdo

(2.56), obtendo:
dr da 1 da

v(t) = = o= ——r(t) (2.57)
Escrevendo v(t) = H(t)r(t), como na lei de Hubble, temos
_da  a(t)
— 1= _ 2\

H(t) = a(t) 7 ) (2.58)

que é outra forma de expressar a lei de Hubble.
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2.5 Parametro de densidade

Consideremos agora a forca gravitacional resultante sobre uma particula de massa M,
homogeéneo e isotrépico, em expansdo. Consideremos uma particula na superficie da esfera
de raio r(t).

A aceleracdo sobre a particula em um dado instante sera:

d*r GM
= 2.59
dt? 72 (2.59)
A energia mecanica da particula serd dada por
1 dr\> GMm
_ = _ 2.
E 5™ ( dt) . (2.60)

Se apenas a gravidade atuar no Universo E = constante. Assim o sinal de E ird determinar

se as particulas se afastardo indefinidamente uma das outras ou ndo

E>0, a expansado ¢ indefinida (Universo aberto)

E<0, a expansdo é contida (Universo fechado)

47r3
3

dr\” 8rGr3
2.61
2F m(dt) m— p(t) (2.61)

sendo a massa dada por M = p(t), a equagdo (2.60) pode ser escrita como:

Definindo a densidade critica como aquela necessdria para conter a expansdo do universo

3K

e substituindo p.(t) na equagdo (2.61), obtemos:
(1)) = 3H? ‘1: L _8G _ H® 816G
P = Bag po(t)  BH® T plt) 3
t
2F = mH*r* — mrQ%p(t) = 2F = mH** — mr®H? pl)
3 pe(t)
2
pe(t) mr pe(t)
°oF
i — Ot 2.
= = B - 9() 2.63)

onde €)(t) = pl) e é chamado parametro de densidade.

pe(t)
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Os sinais de E e )(t) estdo anti-correlacionados, ou seja,
Q) > 1= p(t) > p(t), E<0: Universo fechado.
Q(t) <1 —=p(t) < pe(t), E>0: Universo aberto.
Q(t) =1— p(t) = pc(t), E=0: Universo plano.

A energia total E pode ser escrita em termos das propriedades no presente, utilizando a

lei de Hubble

1 4
E = imng(f — Gm%nﬁpo (2.64)
inserindo €y = % = 27;5520, obtemos:
2F E  Hy® HyQ
= = HP21-Q = —
mr? o'l ol = mr? 2 2
Hy?  Hy*Q
E=mry? | =X - =220 (2.65)
2 2
Escrevendo a massa M em termos da densidade atual, temos
dr\> m8rGr? ) m2G4nr?
2E:m(%> —Tp0:>2E:m7’2—Tpo
2F . 2G 47> ) 2G47ry®
— =17’ - = Po = ro® — e Po = [H02 - QOHOQ]?"O2
m 3r 3r
7?2 2G4mry?
— - o =H1-Q 2.
ro? r3rg? po o'l o] (2.66)
e definindo dois pardmetros
Ty
t= 2.67
i 2.67)
r
D, = — (2.68)
To
Podemos escrever a equacdo (2.66) como:
2
HO (HOZT’OQ 907) = HO [1 — Qo]
1 [dr\® Q 1 dD,?  Q
(=) = =1—-Q) = H - =1-0Q
iz () 5 =190 o (e - 52 1-)
dD,\*>
——=1-0 2.69
( 2 ) i, 0 (2.69)
Para o caso §2 # 1, reescalamos mais uma vez, definindo:
1-Q
¢ = | o D, (2.70)
Qo



[1— Q2
T=E—T,
Q0

Se o universo é aberto (€29 < 1) o lado direito é +1, se é fechado (£2y > 1), o lado direito é —1.

3 3 3
[ ()

onde se assume £ = 0 para 7 = 0 No caso em que o denominador é 1 — £, onde o universo é

(2.71)

A solugdo da equagdo é obtida de

fechado e ¢ < 1, a solugdo é encontrada fazendo-se a substituicdo ¢ = sin® (6/2). Ja quando
o denominador contiver 1 + &, em que o universo é aberto e { > 1, a substitui¢do é { =

sinh? (#/2). Dessa forma a solugéo de forma paramétrica ser;

()

¢ =sin’® (0/2) = d¢ = 2sin (0/2) cos (0/2) % = d¢ = sin (0/2) cos (0/2)

Universo Fechado para ¢ <1

S /06 (%)245 o= /06 (%)%smw/z) cos (6/2) df

r:/O %sin(G/Q)cos(@/Q)dQ:T:/o sin’ (9/2)d9:»/0 —(1_5089)619

1 AT 1 :
T = 5(9—sm9|0) =7 = 5(9—51110)

Logo, temos

£ = %(1 — cosf) T = %(9 — sin ) (2.73)

¢ 3 3
= ()
¢ =sinh® (0/2) = d¢ = 2sinh (/2) cosh (6/2) % = d¢ = sinh (0/2) cosh (6/2)

= /0£ (1 ilr;i}ff@m) : A =7 = /09 (%) : sinh (8/2) cosh (8/2) df

e /0 %Smh(em)mgh(a/zme:m /0 sinh? (6/2)d0 = /O o= 1)

Universo aberto £ > 0

do

L, . o 1 .
T = 5(51n9— 9‘0) = 7= §(Slnh9—9)
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Logo, temos

= %(cosh& —1) T = %(sinh@ —0) (2.74)

Substituindo as defini¢des de 7 e 7., obtemos Para 2y > 1 Para simplificar a equacao,

utilizamos uma varidvel b cujo definimos como:

Qo —1
b= o
. T . QO Q0_3/2
R T R e SR
Qo
1-0 -1/2 0 —-1/2
Te = —||1 §;|’3/2 T = Ty = 23/2 T =0 2y
— $
Q03/2
T = Qo V232, / sin® 0/2d6 (2.75)
Onde a solugao é:
_1/2; 32 (6 —sinb) o128 — 1)2 (0 —sinf)
=0 T e s =Y =R
1
7 = 50(Q0 — 1)73/2.(6 — sin 0) (2.76)
e de (2.67) temos:
1
t= ﬁQO(QO —1)7%2.(0 —sin ) (2.77)
0
Para Qg — o0, ) — mecost — —1
Qp—1 1—cosf8 p—1r7r
= D, = = —
5 Q(] 2 QO To
Parat =ty er = ry, temos
20 — 2 2 — 20, 2 -
_ — = = 2.7
1 —cosf o0 = cos o + 1= cos¥ 0 (2.78)
para {)y > 1, e temos
—-Q
Qp— 1= w (2.79)

Aplicando em (2.77), temos

~3/2
1 _3/2 1 Qg — Qocosm 3
= —— Q. — = Q.
To 2 H, Qo (Qo 1) 0 = 19 2H, 0 5 ™
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1 0y + Q) ¥ 1 » 1
= Q. | 22 =10=—00.0 " 1r=1=—0Q "> 2.80
= oH, ( 2 ) ™= 7o = ool = o = gl i = 0 (280)

Para) — +1,0y < 1ecosf — 1

Utilizando uma defini¢do analitica para o cos 6, temos

02 20 92 2 02 2 (Q—1)
~]—— = l-— =2 1= =" 9= ¢?=4"20
cos By 5 0 = 5 0 = 5 0 = )
0-1\>
0=2. — 2.81
( - ) 2.81)

da mesma forma para o sin 6

03
90-811190290— <90—%) :>90—sin902

2

6

Qo — 1\*? 4 (Q—1\*?
Q—SiHQ:g( OQ > :>8—sin9:§( OQ ) (2.82)

Aplicando em (2.77), obtemos

1 4
To = —Qo(Qo — 1)_3/2—

Oy — 1\ %2 2 0 9
s (52 g
0

Q T 3Hy 0 ~ 3H,

2
To = gHo_l (283)

Para Qy < 1 Da mesma forma que utilizamos b em (2.75), usaremos uma variavel a

definida como

1—-Q
= 0
a 0 >
T Qo—l/2 . B
=T = ——— 7 =7, = 22
T. TESGNEE T, o 52T = T 0 a T
QO Qo
T = Qo V232, / sinh?(0/2)dd (2.84)
Onde temos a solugao
7 = QY2073 (sinh 6 — 6) (2.85)
e
1 0>/ 1
t= T%Qo_l/Qw(Sinhe — 9) =1 = 2—_[_1090(1 — 90)73/2(8111}19 — 9) (286)
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Onde temos

1—-Q L_cosh@—l
QQ 7"0_ 2

parat =tper =ry

1—Q¢ coshf —1 2 — 2€)
= ho —1=
o 5 = cos o

Para 29 — 1,coshf —1e by — 0

De forma andloga a (2.81) e (2.82), usaremos a forma analitica

02 2 1— 0\ "2
h ~14+ —~——1 ~ 2
cosh 8 + 5 0 =6y ( o
e
. 0o° 0° 4 (1-Q
ho—0—0)+——0g~0)+— ==
sin — by + 6 o o+ 6 3 O
Aplicando em (2.86)
1 4 /1-0Q
= —Qy(1—Q)32 2 [ — 2
= 5m, of )3 ( Qo
2 2
to= 0 V25
" 3H, 3H,
E para €2y — 0,0y — oo e cosh ) — oo
Pelas defini¢des das fung¢des trigonométricas hiperbdlicas temos
b 2-0Q
cosh o~ % ~ o 0
e
% 2 -0
sinh 0 ~ £ — sinh 6y — 6y ~ sinh 6, = 0
2 Qo
logo temos
1 12— Q) 1 (2-0)
to = =——0(1 — Q)" =ty =
oo 1
=T

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

Dessa forma, a relagdo entre o instante inicial do universo e a constante de Hubble no

presente sera:

2
gHO_l <ty < Hy ' (Universo aberto)

2
0<ty< gH(fl (Universo fechado)
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2.6 Propagacao daluz na cosmologia Newtoniana

Considerando o comportamento da fungao R(t), descreve o comportamento do universo.
No entanto, devemos considerar agora o aspecto visto por um observador participando do
movimento de expansao (ou contra¢do) do Universo em um modelo qualquer. Porém nesse
ponto, a cosmologia newtoniana é limitada, pois para obter resultados razoaveis precisamos
empregar conceitos e métodos pés-newtonianos. Assim dizemos do principio cosmolégico
que a velocidade local da luz deve ser a mesma para todos os observadores em um mesmo
momento. Supondo entdo que a soma de velocidade da mecéanica newtoniana seja valida
inclusive para a velocidade local da luz c, temos entdo para os raios que se afastam ou se

aproximam de um observador é dada por:

dr n R
E = "c+ Tﬁ (294)
separando as variaveis, obtém-se
R
F=" c—i—rﬁ:f’—rﬁ =Tc

dividindo a equagdo por R, e integrando a mesma, tem-se

Ri—rR . ¢ d/r\ . c /t2 r /t2 c r(t)
A b L A (L) =+ [ Lap= DY
7 —rvals) E> . ()= . R 7 R

Assim, obtendo

° /tQ dt
t1 N t1 R(t)

rta)  r(t) . [™ dt
R(t) — R(t)) =7 c/t % (2.95)

Considerando agora um raio de luz emitido em r(¢) que viaje até um observador situado

1

em r = 0, se esse raio é emitido no tempo ¢; e captado pelo observador no tempo ¢,. Como

r(t2) = 0 e o raio de luz estd se aproximando, a equagdo (2.95) torna-se

r(ty) ™ dt
R(t)) = c/t % (2.96)

1

Sendo r(t;)/R(t1) constante, entdo se uma galdxia emite um féton no tempo ¢;, e é captado

por um observador num tempo 73, e um outro em ¢; + Aty, sera captada no tempo ¢, + Ats.

Assim de (2.96
ssim de (2.96) - it g
—— = — 2.97
A CR 2

t1+At dt ta+Ats dt
/tl R(t) /tz R(t)
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Supondo que R(t) ndo muda em um tempo At e R(t+At) ~ R(t)a equagao (2.97) fornece

t o ntan ¢ t2+At2:> 1 (b1 At — 1)) = 1 by + Aty — 1) = Aty Aty
R(t)) R(ty) e, R(t)) YT Rt > TR R(t)
Aty R(ty)

e 2.
Aty R(ty) (2.98)

Se At,, representa o periodo da onda emitida, At, representa o periodo da onda recebida,

cujo a variagdo serd exatamente o efeito Doppler.

A
D224, (2.99)
V2 )\1
e com iSso
R(t2)
14+2= 2.100

No caso de expansdo do universo, R(t) é uma fungdo crescente, ou seja, R(t2) > R(t1)
e assim z > 0, o que implica que essa cosmologia interpreta esse observado desvio para o

vermelho das galdxias como um efeito decorrente da expansao do universo.

2.7 Idade do Universo

A velocidade de expansdo da galdxia com a distancia a esta, pode ser expressa pela rela-

¢do da lei de Hubble, através da expressao
U(r) = H(t)r(t) (2.101)

sendo v = d/t, temos que:

to=H! (2.102)

Isso é valido quando se assume que a velocidade v permaneceu constante no tempo. Para

o caso de um Universo plano cujo E = 0, a idade do universo pode ser obtida, escrevendo

v = % na equagdo da energia total do universo:
L (dr\’ _GMm _ dr _ (2GM 2
2 a) dt r
r2dr = (2G M)Vt (2.103)

integrando ambos os lados, o resultado sera:

r3/2
/ r2dr = / (2GM)Y2dt = 373 = (2G M)t
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2

§r3/2 = (2GM)Y*t (2.104)
Escrevendo a lei de Hubble, na forma
— = Hyr (2.105)

Usando a equagdo (2.103) para todo t = ¢,, temos

d 2G M\
= Hor = ( - ) = Hyr®? (2.106)

relacionando com (2.104) obtemos

2 4 12 2
li0T3/2:§T3/2t 1$H0:t 1§:>H0t:§
2.
=2, (2.107)

Levando em consideragdo que a dimensdo da constante de Hubble H é simplesmente o

inverso do tempo, portanto a equacgao estd dimensionalmente coerente.

2.8 Solucdes para a equacgao diferencial cosmolégica com \ =

0

Temos que a equacdo diferencial cosmoldgica Newtoniana e a equa¢do de Friedmann
possuem a mesma forma algébrica, assim os resultados obtidos na cosmologia Newtoniana
servem para descrever o comportamento do universo. Consideremos entao trés valores para
a constante k que aparece na equagdo (2.51): 0,+1, —1

Casoem que k = 0

Neste caso teremos um universo plano e utilizaremos um modelo euclidiano plano em
que a equagdo cosmoldgica (2.51) torna-se R = £, que para ser integrada devem-se assumir
as condigdes iniciais onde R = 0 quando ¢ = 0. Entdo integrando-se a equagdo anterior

obtemos

dR\ > 1/2
(E) === % = =5 = RdR = ¢t = /Rl/QdR - /cl/th

2y 2 B = S
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9 1/3
R= (th2) (2.108)

Onde esta solugdo é conhecida como modelo de Einstein-de-Sitter. Neste caso o parame-

tro de Hubble é dado por:
. 9
R = % e R = thQ
. . . . 2
R % :>R270 4 :>R27 4R N RY 4
R} 2ct2 T R® R9ct> T R?  9Rt? R) 9
R 2
—=— 2.109
R 3t ( )
Se agora for definido um paradmetro de desaceleragdo ¢(t), dado por
RR
Cujo podemos escrever como
RR RR R
__£BR _ _ 2.111
) = == = ) = 55 = 1) = 5y @111)
temos de (2.47) que R = —GMr—2, assim, escrevemos q(t) como
47r3p(t)
(t)__ﬂ: (t) = GM — (t)_G—3
N7 = rH? N =g 7 = s
_ 4AGTp(t)
(t) = Ve (2.112)
Utilizando (2.62) obtemos
= SH 1 _ G
P = 82G T put) ~ 3H?
8Gmp(t) p(t)
t) = = t) = = 2q(t) =
Q
q(t) =3 (2.113)

Préximo a grande explosdo o valor de R é pequeno, e sendo assim, o termo ¢/ R domina

sobre s AR? na equagdo (2.51). Sendo

c>0, —oco<A<+4o0
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Quando R — 0 a equagdo diferencial cosmolégica pode ser aproximada para

R~ % (2.114)
Caso em que a constante & = 1
Aqui a equagdo (2.51) torna-se:
R? = % 1 (2.115)

sua solucdo é obtida utilizando mudancas de varidveis e considerando as condic¢des iniciais

da grande explosdo. As mudangas sdo u? = R/ce u = sinf

. ) : . ) 1
R = u’c = R = 2uiic = R?> = 4°0°? = 4’u’ = — = 1
U

multiplicando por u? temos

d
Viac2uta2 = V1 — u2 = 2cu’t = V1 — u? :>2u2d—?c:\/1—u2

2u? dt
——du = —
V1—u? c

integrando ambos os lados, temos

/ 2u? dﬁ(ﬁ_/@j/?shﬁ&cos@d@_ @
V1—u? c V1 —sin?6 c

25in2 0 0do dt dt dt
/ sin“ @ cos _ a /ZSiHQ 0do — / == /(1 — COoS 20)d9 = —
Vcos? 6 ¢ ¢ ‘

/d@—/cos%d@: @:>9—lsin20:EjH—EQSinecosﬁzf
c 2 & 2

c

t t
0—uvl—u?2=-=0=uv1l—u®+ -
c

C

92\/5\/1—E+f:0:,/5(1—§)+f
C & C C C &

usando R/c = sin® 0

(2.116)

com0< £ <1
que devido a funcdo periddica é conhecido como modelo oscilatério, pois apds certo
periodo, a expansdo para e o universo comega a se contrair novamente.

Caso em que a constante k = —1
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Para k = —1, a equacgdo (2.51) é

R = % +1 (2.117)

de forma anéloga a anterior, usaremos u®> = R/c e u = sinh 6 cujo resultado sera:

/ dt 2 sinh? 0 cosh 6d6 dt
= [ —=

2u
——du = = | —
/V1+U2 /1 + sinh?# ¢

: 2
/ 2sinh” 0 cosh 0df / dt / 2 sinh? 0df) = / / (cosh26 — g = [ &
Vcosh? §

1
/cosh2«9d9 /dé’—/dt:lsmh% 0——$ QSlnhQCOShQ 0——$uv1—u2 6’—

=u 1—u2——:>«9—\/ \/1+———:>6’— E 1—|— - -
\/c

usando R/c = sinh®
t
B_ sinh? [ i (1 + E) — —] (2.118)
C & C C

onde o fator de escala cresce sem limites e como resultado esse modelo é conhecido como

C

c0m0§§§—|—oo

modelo de expansdo eterna.
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Consideracoes finais

Sabemos que algumas ferramentas matemadticas normalmente sdo tratadas de forma
muito simples em nosso cotidiano, porém aqui foi demonstrado resultados da complexi-
dade do uso das mesmas, sendo indispensavel para diversos estudos.

Desde seu primeiro uso até o momento em que ganhou sua forma, essas ferramentas
foram ganhando cada vez mais espago nos estudos relacionados a natureza em geral, pois,
tem a capacidade de relacionar duas ou mais grandezas, assim, achando fatores em comum
onde ndo se imaginava e onde foram desenvolvidas para facilitar o desenvolvimento de
seus estudos posteriores.

Ao aprofundarmos os estudos sobre algumas ferramentas matematicas, acabamos sem-
pre chegando a um mesmo ponto, suas aplica¢des, onde temos uma vasta drea de estudo
da fisica sobre intimeros fendmenos que ocorrem em nosso cotidiano. Por isso a escolha de
uma aplicagdo de tais fun¢gdes em um contetido de fisica, foi possivel a constru¢do de um
modelo para descrever evolugdo e comportamento do universo utilizando uma matematica
relativamente simples.

Diante desse fato, temos que s6 foi possivel a construcdo de um modelo cosmolégico
Newtoniano, apés o surgimento da cosmologia relativistica e todo seu aparato matematico,
sendo simplificado mais tarde pelo modelo Newtoniano, que apesar de ter surgido antes,
pode ser considerado como proveniente da relativistica, ja que apds o aparecimento desta é
que foram encontrados os limites apropriados a ser aplicada a teoria newtoniana.

Neste modelo empregamos diversas vezes as ferramentas matemadticas antes comenta-
das, como o uso da derivada para descrever a velocidade radial das galdxias, e para a ob-
tencdo do parametro de Hubble no modelo discreto de universo, entre outras aplicagdes.
Utilizamos a integral para a energia potencial do sistema e determinar a massa total do uni-

verso no modelo continuo. As fung¢des hiperbdlicas tiveram sua contribui¢do para se obter
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uma das solugdes para a integral que surge de uma equacdo que determina a geometria do
universo. Usamos também algumas fungdes vetoriais para a resolugdo da equagdo da con-
tinuidade e a de Poisson, para que pudéssemos chegar a equagdo diferencial cosmolégica,
que é uma equacdo diferencial parcial comentada no primeiro capitulo.

Vimos que é possivel obter um método discreto de uma equacdo diferencial cosmolégica
com uma forma algébrica idéntica a equagdo de Friedmann, usando-se um espaco plano
e estdtico, o tempo newtoniano, a dindmica e a lei da gravitagdo universal e o principio
cosmoldgico. Temos também uma generalizagdo do modelo para o caso continuo, onde
descreve a evoluc¢ao do universo.

O problema central da cosmologia é entender aquilo que sabemos da pequena regido a
que temos acesso, a totalidade do Universo. Kirchhoff dera um passo gigantesco: desco-
brira que podemos usar para isso a nossa Fisica. Por outro lado, sabemos como ressaltado
por Einstein, que a Fisica s6 é simples 'no pequeno’. Com isto ele queria dizer que as leis da
fisica se expressam em termos das rela¢des entre o que acontece num ponto e o que acon-
tece em sua imediata vizinhanga. Matematicamente isto quer dizer que as leis da fisica sdo
escritas na forma de equacgdes diferenciais. O problema de estender este conhecimento local
a pontos muito distantes, tornando-o um conhecimento global, ¢ um problema com o qual
os fisicos ndo estdo muito familiarizados. A prépria matematica necessdria para tal, a topo-
logia, é conquista recente e ainda incompleta, dita por muitos a principal contribui¢do da
matematica do século XX [15].

Concluimos, portanto depois de tudo que ja foi exposto, que as ferramentas matemaéticas
utilizadas no nosso exemplo, desempenham um papel importante para o desenvolvimento
de modelos fisicos, com o objetivo de desenvolvimento tecnolégico e avancgo significativo

da ciéncia em geral.
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