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RESUMO

Durante anos de estudos observei a dificuldade que os alunos tinham para compreender o
estudo dos logaritmos, pois ndo era feita uma ponte de ligacdo entre o0 contetido e suas
aplicacdes, desenvolvendo assim uma visdo critica sobre o contetdo de forma a ter um estudo
mais agradavel e coeso.

A abordagem do tema logaritmo, neste trabalho académico, tem por objetivo desenvolver uma
metodologia diferente da utilizada atualmente, melhorando com essa nova proposta o
processo de ensino - aprendizagem.

Pretendemos fazer uma abordagem diferenciada do conteldo, atraves da contextualizacao,

evidenciando as aplicacGes para que o aluno sinta motivacéo ao estudo logaritmo.

Palavra — chave: Logaritmo; Ensino; Aprendizage



Summary

During years of studies | observed the difficulty that the students had to understand the study
of the logarithms, because it was not made a connection bridge between the content and its
applications, developing like this a critical vision on the form content to have a more pleasant
and united study.

The approach of the theme logarithm, in this academic work, has for objective to develop a
different methodology at the used now days, getting better with this new proposal the
teaching-learning process.

We intended to do a differentiated approach of the content, through the contextualization,
evidencing the applications for the student to feel motivation when studying logarithm.

e Key word: logarithm; Teaching; Learning
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INTRODUCAO

Acreditamos que o estudo dos logaritmos ndo deve ser um fim em si mesmo, mas sim estar
intimamente relacionado a um dominio de suas aplicacdes e que esses dois aspectos podem
caminhar juntos, através de uma analise historica e aplicativa. E com esse intuito que esse
conceito é formado e por situacdes problemas; O que motivou essa pesquisa: Abranger
explicitamente a histéria da invencdo, o processo histérico e atual das propriedades dos
logaritmos ou da funcdo logaritmica e suas aplicacfes em diversas areas do conhecimento
como na acustica, nos elementos radioativos, terremotos, na musica, nos fractais e na
astronomia, dentre outras.

Esse trabalho est& subdividido em trés topicos: O primeiro estuda a historia dos logaritmos e
0s motivos que levaram a sua criacdo, através de analise e abordagem de diferentes
matematicos na busca das resolucgdes de problemas da época; O segundo estuda os logaritmos
como um conceito formado explicitando suas formulas e propriedades, esclarecendo através
das demonstracbes de cada propriedade inserida no contexto e o terceiro retrata a aplicacédo
dos logaritmos nas areas do conhecimento aqui mencionadas.

A proposta central é possibilitar uma interacéo entre teoria e pratica.
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CAPITULO 1
1.1 HISTORIA DA MATEMATICA E OS LOGARITMO

As primeiras referéncias a matematica avancadas e organizadas datam do terceiro milénio
a.C, na Babilonia e no Egito. Esta matematica estava dominada pela aritmética.

Os primeiros livros egipcios, escritos no ano 1800 a.C, mostram um sistema de numeracéo
decimal com diferentes simbolos para as sucessivas poténcias de 10 (1, 10, 100, ...),
semelhante ao sistema utilizado pelos romanos. Na geometria, foram obtidas as regras
corretas para calcular a area de triangulos, retangulos e trapézios, e o volume de figuras como
ortoedros, cilindros e piramides.

Os grego usaram elementos da matematica dos babil6nios e dos egipcios. A inovacao mais
importante foi a invencdo da matematica abstrata, com base numa estrutura ldgica de
definicBes, axiomas e demonstragdes. Este avan¢o comecgou no século VI a.C, com Tales de
Mileto e Pitdgoras. Alguns de seus discipulos fizeram importantes descobertas sobre a teoria
numeérica e a geometria, que séo atribuidas ao préprio Pitagoras.

No final do século IV a.C, Euclides escreveu Elementos obra que contém a maior parte do
conhecimento matematico da época. O século posterior a Euclides esteve marcado por um
grande desenvolvimento da matematica, como se pode comprovar nos trabalhos de
Arquimedes e Apolonio.

Este escreveu um tratado em oito volumes sobre as cOnicas e estabeleceu seus nomes:
elipse, parabola e hipérbole.

Os avancos dos matematicos arabes com as traducbes dos gregos classicos foram os
principais responsaveis pelo crescimento da matemética durante a idade Média. Entre outros
avancos, 0s matematicos arabes ampliaram o sistema indiano de posi¢Ges decimais na
aritmética de nimeros inteiros, estendendo-o as fragdes decimais. Al-Khwarizmi desenvolveu
a algebra dos polinémios. Os gedmetras, como Ibrahim ibn Sinan, continuaram as
investigacGes de Arquimedes sobre &reas e volumes.

Em 1545, o italiano Gerolamo Cardano publicou em sua obra Ars magna uma férmula
algébrica para a resolucdo das equacgdes de terceiro e quarto graus. Esta conquista levou os
matematicos a se interessarem pelos nimeros complexos e estimulou a busca de solucdes
semelhantes para equacfes de quinto grau ou mais. Também no século XVI, comecaram a ser
utilizados os modernos simbolos matematicos e algébricos.

O século XVII comegou com a descoberta dos logaritmos pelo matematico John Napier. Na
geometria pura, Descartes publicou em seu discurso do método ( 1637) sua visdo da
geometria analitica , que mostrava como utilizar a algebra para investigar a geometria das
curvas. Outro avango importante na matematica do século XVII foi o surgimento da teoria da
probabilidade.
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No entanto, o acontecimento mais importante do século na matematica foi o estudo dos
calculos diferencial e integral por Newton, entre 1664 e 1666. Alguns anos mais tarde, o
alemao Leibniz também descobriu o calculo e foi o primeiro a divulgéa-lo, em 1684 e 1686. O
sistema de notagdo de Leibniz é usado hoje no calculo. O grande matemaético do seculo XVIII
foi o suico Euler, que contribuiu com idéias fundamentais sobre célculo e outros ramos da
matematica e suas aplicacdes.

Em 1821, o matematico Francés Cauchy conseguiu um enfoque logico e apropriado do
calculo, baseado apenas em quantidades finitas e no conceito de limite. Além de fortalecer os
fundamentais da analise, nome dado a partir de entdo as técnicas do calculo, os matematicos
do século XIX realizaram importantes avancos nesta parte. No inicio do século, Gauss deu
uma explicacdo adequada sobre o conceito de nimero complexo.

Outra descoberta do século XIX, que na época foi considerada abstrata e indtil, foi a
geometria ndo- euclidiana. Os fundamentais da matematica foram completamente
transformados no século XIX, principalmente pelo inglés George Boole, em seu livro
InvestigacOes das leis do pensamento, sobre as quais se baseiam as teorias matematicas da
I6gica e das probabilidades (1854) e por Cantor em sua teoria dos conjuntos.

O computador revolucionou a matematica e converteu-se num elemento primordial. Este
avanco deu grande impulso a certos ramos da matematica, como a anélise numérica e a
matematica finita, e gerou novas areas de investigacdo, como o estudo dos algoritmos.
Tornou-se, portanto, uma poderosa ferramenta em campos tdo diversos quanto a teoria
numérica, as equacdes diferencias e a algebra abstrata.
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1.2 NOMES QUE FIZERAM HISTORIA

JOHN NAPIER (1550-1617)

John Napier — matematico escocés , que posteriormente recebeu o titulo de Bardo de
Merchiston, nasceu em 1550 no castelo de Merchiston, nas proximidades de Edinburgh,
Escdcia. Filho de Archibald Napier e Janet Bothwell. Seu tio era Adam Bothwell, Bispo de
Orkney, que se celebrizou por haver coroado o Rei Jaime VI e feito o casamento da Rainha
Maria de Lorena com Jaime V, Rei da Escécia. Seu pai era um homem muito importante do
século XVI, tendo sido designado chefe da casa da moeda em 1582. Sua familia adquiriu uma
grande propriedade em Merchiston, além de ja ter outras em Lennox, Menteith e Gartness.

Napier foi educado na Escécia, no St. Andrews University, e em 1563 matriculou-se no
Triumphant College of St. Salvator, onde lhe despertou um grande interesse pela Teologia e
pela aritmética. Porém, acaba abandonando a universidade para estudar na Europa, onde
adquiriu conhecimento em literatura classica e matematica.

Durante o tempo em que ficou na Europa, estudou os principios que fundamentam a notacdo
dos niimeros e a histéria da notacio arabica, descobrindo suas raizes na india. Foi ele quem
fez as primeiras tentativas com respeito ao desenvolvimento da base dois para a contagem.
Em 1571, Napier voltou a Escécia para assistir ao segundo matrimonio do seu pai. Neste
mesmo ano ele engaja-se com ardor na polémica em torno da reforma protestante.

Por volta de 1590, Napier j& havia conseguido um completo conhecimento da
correspondéncia entre as progressdes aritméticas e geométricas, o que acabou servindo de
base para que ele desenvolvesse o conceito de logaritmo.

Para Napier, o estudo da matematica era s6 um passatempo e ele chegou a ganhar fama de
inventor, pois imaginou verdadeiros engenhos, alguns de guerra destinados a conter a invasao
de Filipe Il, porém nunca construidos. Entre as suas imaginacdes também estavam varios
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artificios para o ensino de aritmética, um dos quais, conhecido por “Napier’s bones’’, ou
Ossos de Napier, que sobrevivem até hoje e séo utilizados para dividir e multiplicar de forma
mecanica. Napier também achou expressdes exponenciais para funcBes trigonométricas e
introduziu a notacdo decimal para fracfes , além de algumas outras contribuicbes para a
matematica, como a trigonometria esférica.

Mas a sua contribuicdo mais importante foi a criagéo dos logaritmos, publicada em um tratado
de 1614, onde abrange a descricdo deste método junto com um conjunto de tabelas e regras.
Napier tinha a intencdo de que, por meio dos seus logaritmos, desse uma grande ajuda aos
astronomos, livrando-os dos erros de célculos com grandes numeros. Escreveu, também,
tabelas de logaritmos de funcgdes trigonométricas, incluindo tabelas de senos e seus
logaritmos, calculados de minuto a minuto.

Embora estivesse implicito no trabalho de Napier em seu desenvolvimento dos logaritmos, o
nimero ’e’’, do logaritmo natural, somente foi estudado de maneira mais profunda cerca de
um século depois, com Leonhard Euler , quem, inclusive, utilizou a letra ‘e’ para representa-
lo e batizou o logaritmo que tem este nimero como base, de neperiano em homenagem ao
descobridor dos logaritmos.

John Napier faleceu em 4 de abril de 1617.

A palavra “’Logaritmo’’ foi inventada por Napier a partir das palavras gregas ‘’Logos’’
(razao) e “’Aritmos” (nUmero), 0 que mais tarde acabou tendo uma interpretagdo no latim
como “nimeros que evoluem”.

R 4123
I a2 3
I 8l a6
11 Val 6l o
I\ 68l 2
V 2ol 0|V 5
2> | VI Al 77
VI Yal2h
v | [3BI1VE124
X 3KVel2h
vVYYyY
2 5 3 8
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1.3 SURGIMENTO DOS LOGARITMOS

Os logaritmos, como instrumento de calculo, surgiram para realizar simplificacdes, uma vez
que transformam multiplicacdes e divisdes nas operaces mais simples de soma e subtracéo.

Napier foi um dos que impulsionaram fortemente seu desenvolvimento, perto do inicio do
século XVII. Ele é considerado o inventor dos logaritmos, muito embora outros matematicos
da época também tenham trabalhado com ele.

Ja antes dos logaritmos, a simplificacdo das operagdes era realizada através das conhecidas
relacBes trigonométricas, que relacionam produtos com somas ou subtracdes.

O método de Napier baseou-se no fato de que associando aos termos de uma progressao
geométrica

"

b, b% b3 b5 b5, b7 ..

o0s termos da progressdo aritmética

1,2,3,45,...n,...

Entdo ao produto de dois termos da primeira progressdo, b™.b¥, esta associada a soma m+p
dos termos correspondentes na segunda progressao.

Considerando, por exemplo,

PA12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14

PG2481632 64128 256 512 1024 2048 4096 8192 16394

Para efetuar, por exemplo, 256 . 32, basta observar que:

256 na segunda linha corresponde a 8 na primeira;
32 na segunda linha corresponde a 5 na primeira;

13 na primeira linha corresponde a 8192 na segunda-feira.

Assim, 256 . 32 = 8192 resultado esse que foi encontrado atraves de uma simples operacao de
adicéo.
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Enquanto Napier trabalhava com uma progressdo geométrica , ao que parece, de forma
independente, Burgi também lidava com o problema dos logaritmos. Juntos elaboraram
tdbuas de logaritmos mais Uteis de modo que o logaritmo de 1 fosse O e o logaritmo de 10
fosse uma poténcia conveniente de 10, nascendo assim o0s logaritmos briggsianos ou
comuns,ou seja, os logaritmos dos dias de hoje.

Durante anos ensinou-se a calcular com logaritmos na escola média ou no inicio dos cursos
superiores de matematica; também por muitos anos a régua de calculo logaritmica foi o
simbolo do estudante de engenharia do campus universitario.

Hoje, porém, com o advento das espantosas e cada vez mais baratas e rapidas calculadoras,
ninguém mais usa uma tabua de logaritmos ou uma régua de calculo para fins
computacionais. O ensino dos logaritmos, como um instrumento de calculo, esta
desaparecendo das escolas, os famosos construtores de réguas de calculo de precisdo estdo
desativando sua producéo e célebres manuais de tabuas matematicas estudam a possibilidade
de abandonar as tabuas de logaritmos. Os produtos da grande invencdo de Napier tornaram-se
pecas de museu.

A funcdo logaritmica, porém, nunca morrera. A principal dessas razfes é de natureza tedrica.
Embora eles tenham sido inventados como acessorio para facilitar operacdes aritméticas, o
desenvolvimento da matematica e das ciéncias em geral veio mostrar que diversas leis
matematicas e Vvarios fendmenos naturais e mesmo sociais sdo estreitamente relacionados
com os logaritmos. Assim sendo, os logaritmos, que no principio eram importantes apenas por
causa das tabuas, mostraram ter apreciavel valor intrinseco.
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CAPITULO 2 LOGARITMOS

2.1 Introducéo

Neste capitulo, vamos definir os logaritmos, demonstrar suas propriedades. Mostrar a
representacdo grafica da funcao logaritmica, comparando-a com a funcdo exponencial.

Vamos estudar as equacOes e inequacOes logaritmicas, e mostrar algumas aplicacGes dos
logaritmos.

2.2 Definicéo

Sendo a e b nimeros reais positivos, com b # 1, chamamos de logaritmos de a na base b o
expoente real x ao qual se eleva b para obter a:

logpa=x$& b¥=a,coma>0,b>0ebz1

Onde:

a = logaritmando

b = base
x= logaritmo
Exemplos:

e log,8=3, pois 2° =8
o log,,10=2, pois 107 =100

Observacdo: Quando a base € 10, por convenc¢do, omitimos a base, ou seja o logaritmo é dito
decimal.

log,;x =logx,
Para que log, a = x tenha significado, para todo x real, precisamos impor b >0 , b#1 ¢ a >0.
A essas restricdes chamamos condicdes de existéncia dos logaritmos:

1#b>0=>b*>0=>a>0
Assim , ndo existem, por exemplo:

. log.(—8)

log, 3

, pois ndo existe x tal que 2 = -8

, pois ndo existe x tal que 1¥ =3



18

2.3 Antilogaritmo

Sejam a e b dois nimeros reais positivos com a diferente de 1. Se o logaritmo de
b na base a € igual a x, entdo b € o antilogaritmo de x na base a. Em simbolos:

seg bheR 0<a=1eb >0 entao
log b =x < b=antilog, x

Exemplos:

a) antilog, 3 =8 pois log, 8 =23

§

c) antilog ;3 - 2.2 pois log 242 =3

. 1 . 1
by anfilog, 2=— poislog, — =2
) Ql 75 & Qﬁl 75

2.4 Consequéncias da definicéo
1) O logaritmo da unidade, em qualquer base, é nulo, ou seja:
log, 1 =0 pois b’ =1
2) O logaritmo de um valor, na mesma base, é sempre igual a 1, ou seja:
log, b =1 pois b =b

3) O logaritmo de uma poténcia, cuja base seja igual a base do logaritmo, seré igual ao
expoente da poténcia

log, b* =k pois b* = b*
4) SelogM =logN entdo podemos concluir que M=N.

Demonstragéo:
logM =logN = a'®* =M = k=M

Esta propriedade é muito utilizada na solugdo de exercicios envolvendo equacgdes onde
aparecem logaritmos ( equac@es logaritmicas).

5) belevado ao logaritmo de M na base b € igual a M

bln:\g-s M _ M
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2.5 Base e:

O numero e, é conhecido como constante de Euler, é irracional e vale
aproximadamente 2,718...

Quando um logaritmo possui base e, ele € chamado de logaritmo neperiano, e é
representado por In. Deste modo:

log.2=1In2
log, (%\, = |n%

log, 35=1Iny5
2.6 Propriedades dos Logaritmos

2.6.1 Logaritmo do produto

Sendo a, b e ¢ nUmeros reais positivos, a#l,entdo:
log_(b.c)=log_b +log,c

Demonstracgéo:

Sejam X, y e z nUmeros reais tais que:
log,b=x=a"=b (1) log,c=y=a"=c(2) log.(b.c)=z=a® =bc (3)

Substituindo (1) e (2) e (3) , temos:

a®* =a*.a¥ =2a® =a

s

V= z=x+ty=log,(b.c)=log b +log,c
Exemplos:

e log;(819)=log;81 +log;9 =4+2=6

° lcrg: ".;'E + lc:rg: ﬁ.r"E = log: [32— ‘-:E} = log: ‘-;'IE = log: 4=2

o log.5+log.y5=log:(vV5 .v5)=1log.y25 =log-5=1
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2.6.2 Logaritmo do quociente

Sendo a, b e ¢ nimeros reais positivos, a1, obtemos:
b .
log [;] =log_b-log_ c

Demonstrar:

Sejam X, y e z nUmeros reais tais que:
. . b b
log,b=x=a*=b(1) log.c=y=a"=c(2) log,(I)=2z=0"== (3
LN c

Substituindo (1) e (2) em (3), temos:

El'
af=—=a*=a

Xx ¥ =z x =3 e
a~ c

a¥ = af=a -':z:x-y:logc( ]ZIGgEb-logcc

Exemplos:

° logséz log; 27 -log;81=3-4=-1

e log;15-logy5= IOEEE =log;3=1

2.6.3 Logaritmo da Poténcia

Em qualquer base a (0 <a # 1), o logaritmo de uma poténcia de base real positiva e
expoente real é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.

Em simbolos
Se0<a#1, b>0ea€IR, entdo
log_ b% =olog_ b
Demonstragéo:

Fazendo leg_ b =xeleg_b% =y, provemos que y = « . X

De fato:

log_b=x=a"=

log_ b* =y=a" =b"

[ray

= a’=(a*) =a’ =a" " =y=a X

Observagoes:
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1%) Como corolério desta propriedade , decorre:
“Em qualquer base a (0 < a # 1), o lagaritmo da raiz enésima de um numero real
positivo ¢ igual ao produto do inverso do indice da raiz pelo logaritmo do radicando’’.

Em simbolos:

Sed = a=+ 1, b = 0en€IN", entido

- | ;
log, Vb=log br=—log b

2%) Se b >0, entdo b“> 0 para todo o real e vale a identidade
log_ b% =qlog, b
mas, se soubermos apenas que »*> 0 , entdo temos:
log_b% =oalog_ | b|.
Exemplos:

o log;2°=5log;2
o log,V2= log, 25 = %lc:rgE 2

o log(x—4)*=4log(x —4) se, e somente se, x-1>0,isto é, x> 1
e Sex#0,entdologx?=2log| x |.

2.7 Cologaritmo

Chama-se cologaritmo de um nimerob (b€ IR eb>0), numabaseca(a€IRe0<a
# 1), ao logaritmo do inverso de b na base a.

Em simbolos:
, 1
colog_b =log, (:] ,se0<a#leb>0.

Como log, E] =-log_,b,entdocolog, b =-log_ b

Exemplos:
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1) colog:81 =-1log:81=-log;-: 81 =log,81 =4

2) logy, (%] =log2-log3 =log2 + colog3

)

3) loggx-logy(x—1)=log;x +colog;(x — 1) onde x > 1.

2.8 Mudanca de base

Ha ocasides em que logaritmos em bases diferentes precisam ser convertidos para uma
Unica base conveniente.

Na aplicacdo das propriedades operatorias, os logaritmos devem estar todos huma mesma
base.

Propriedade:
Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos e a e ¢ diferentes de 1, entdo tem-se:
log. b

log b=
Ea log.a

Demonstragao:

Consideremos loeg_ b =x,leg. b =yeleg.a=zenotemos que z # 0, pois a=1.

Provemos que X = -

De fato:

log b=x=a"=b
lbg b =y=c* =5 :;»(r:")x=a"=b=c"
log,a=z2=¢" =4

:»c"x=r:*':~zx=y:»x=£
z

Exemplos:



1°) leg, 5 convertido para a base 2 fica:

En S
=2

lo
log, 5=
83 log. 3

2°) log, 7 convertido para a base 10 fica:

logy,p 7
logyp2

log, 7 =

3°) log,,, 3 convertido para a base 10 fica:

log.p3 _logyp3 _ 1

loggg 3 =

" log,, 100 2
Observacao

A propriedade da mudanca de base pode também ser assim apresentada:

Se a, b e ¢ sdo numeros reais e positivos e a e ¢ diferentes de 1, entdo tem-se:
log,b=log.b.log,c

Demonstracéo:

A demonstracdo é bastante simples, basta que passemos o leg_ & para a base a:

log b

log.b.log c= dog,c=log_ b

0EqC
Consequéncias

1°) Se a e b sdo reais positivos e diferentes de 1, entdo tem-se:

log_b=
Sa logp o
Demonstragéo
; ; logy 1
Convertendo log_ b para a base b, temos: log_b = l”—"" = .
Oy & Oy &

2°) Se ae b sdo reais positivos com a diferente de 1 e B ¢ um real ndo nulo, entdo tem-se:

_.1_1 h]
logc;a—Elogcﬂ

23
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Demonstracéo:
Devemos considerar dois casos:
1° caso:

Seb =1, temos:

log,1=0

= log 1= %logc 1
leg 21=0
2° caso:

Se b # 1, temos:

log 2b = ==

Exemplos

19 log.3 =log,=3 = } log, 3

2°) log:6 =log.-: 6 =-log. 6
) log:5=logy-=5=- %lr:rg3 5

2.9 A FUNCAO LOGARITIMICA

Considere a funcdo y = a* , denominada funcdo exponencial, onde a base a € um nimero
positivo com a #1, definida para todo x real.

Observe que nestas condigdes, a* € um nimero positivo, paratodo x TR, onde R é 0

conjunto dos nimeros reais.Denotando o conjunto dos nimeros reais positivos por R,
poderemos escrever a funcéo exponencial como segue:
fR®R, ;y=a“,0<a#l

Esta funcéo é bijetora, pois:
a) € injetora, ou seja: elementos distintos possuem imagens  distintas.
b) E sobrejetora, pois 0 conjunto imagem coincide com o seu contradominio.

Assim sendo, a fungéo exponencial é BIJETORA e, portanto, € uma fungdo inversivel, OU
SEJA, admite uma funcéo inversa.


http://www.paulomarques.com.br/arq1-6.htm
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Vamos determinar a funcdo inversa da fungdo y = a* , onde 0 < a < 1.
Permutando X por Y, vem:
x = a \ y = logs. x. Portanto, a funcdo logaritmica ¢é entdo:
f:R, ®R:y=log.x,0<a+#1. Mostramos a sequir, os graficos das funcées exponencial (y
= a ) e logaritmica

(y=1log.x), paraos casosa>1e 0 <a< 1. Observe que, sendo as funcdes, inversas, 0S seus
gréficos sdo curvas simétricas em relacdo a bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes, ou
seja, simétricos em relacdo a reta y = x.

}i‘n.

1 %

y=logax

a=1
}fn.
1 y=a*
1 %
y=l0gax
O<a=<1

Da simples observagdo dos gréaficos acima, podemos concluir que:

1 - para a > 1, as funcBes exponencial e logaritmica sdo CRESCENTES.
2 - para 0 < a < 1, elas sdo DECRESCENTES.
3 - o0 dominio da funcdlo y = logx € o conjunto R,
4 - o conjunto imagem da funcdo y = log,x é o conjunto R dos ndmeros reais.
5 - o0 dominio da funcdo y = a* é o conjunto R dos nlGmeros reais.
6 - o0 conjunto imagem da funcdo y = a é o conjunto R

7 - observe que o dominio da funcdo exponencial é igual ao conjunto imagem da funcéo


http://www.paulomarques.com.br/arq1-6.htm
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logaritmica e que o dominio da fungdo logaritmica é igual ao conjunto imagem da funcgéo
exponencial. Isto ocorre porque as fungdes sdo inversas entre si.

Exemplos:
1) Construir o gréfico cartesiano da fungédo f(x) = logzx (x>0).
Solugado:

Vamos construir a tabela dando valores inicialmente a y e depois calculamos x.

y y=log:x X
-2 log:x =-2 4
-1 log:x=-1 2
0 log:x =0 1
1 log:x =1 1
; 2

2 log:x =2 1

¥y =ilog,




27

2) Construir o gréfico cartesiano da funcédo f(x) = leg,x (x > 0)
Solucéo:

Vamos construir a tabela dando valores dando valores inicialmente a y e depois calculamos x.

y y=log,x |X
-2 log,x=-2 |1
4

-1 log,x=-1 |1
2

0 log,x =0 1
1 log,x=1 |2
2 log,x=2 |4

y=log,x(x )

b
>
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3.0 Equac0es Logaritmicas

As equac0es logaritmicas podem ser classificados em trés tipos:
1°tipo: log, f(x) = log, g(x)

E a equacdo que apresenta, ou é redutivel a, uma igualmente entre dois logaritmo de mesma
basea (0 <a#1).

A resolucdo de uma equacéo deste tipo baseia-se na quarta conseqiiéncia da definicao.
E importante que ndo devemos esquecer-nos das condicdes de existéncia dos logaritmos.

temos:

Se 0 <a#1,entdo:

log, f(x) =log, g(x) - f(x)=g(x) >0

Exemplos:

1) Resolva a equacéo log,(3x —5) =log, 7.
Solucéo: log,(3x —5) =log,7 = (3x—5)=7
Resolvendo 3x —5=7 = 3x =12 = x =4

E solucdo da equagio

Logo, S = {4}

2) Resolvaaequagdo log;(2x —3) =log (4x —5) = (2x—3)=(4x—5)>0

2y =-2 =x=-1.

Fazendo x =1 em 4x — 5 encontramos, 4.1-5 = -1 <0, logo x = 1 ndo é solugdo. Chegamos a
mesma conclusao se fizermos x =1em 2x — 3 =-1<0.

Logo, S=@.

3) Resolva a equagéo logz(x~— 3x — 10) = log-(2 — 2x).
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Solugdo:  log:(x*—3x—10) = logs(2—2x) — (x*—3x—10) = (2—2x) -

¥~ —3x—10=0

Resolvendo x* — 3x — 10=0 = x, =4 ou x, = -3.

Parax, =4 temos que 2 — 2x =-6 <0, logo x; =4 ndo é solucéo .
Para x, = -3 temos que 2 — 2x =8 >0, logo x, = -3 satisfaz a equacéo.
Portanto, S = { -3}

2° tipo: leg, f(x) = a.

E a equacdo que apresenta, ou é redutivel &, uma igualdade entre um logaritmo e um ndmero
real.

A solucdo de uma equacdo deste tipo é simples: basta aplicarmos a definicdo de logaritmo.
Em equacdo deste tipo ndo é necessario preocupar-se com a condi¢do de existéncia.

Se0<a#1ea€lIR,entdo

log, f(x) =a = f(x) = a*.
Exemplos:

4) Resolvendo a equacdo log-(4x —1) =0

Solucio: log:(4x—1)=0—=4x—1=5% s 4r—1=1—=24x=2 s x =

by |

Entdo S = {1}
5) Resolva a equagdo log =(x* +7x +3) =0.

Solugdo: log 5(3x* +7x+3) =0 = 3x° +7x+3 = (V2)? = 3x?+7x+3 =1 =
3x°+7x+3=0.

Resolvendo a equagio 3x* + 7x + 3 = 0 obtemos: x; = — 1 e x, =-2. Logo, x4 e x,
Sé&o solugdes da equacgao.
~ 1
Entdo, S = {2, -1},
3° Tipo: Incognita auxiliar

Sdo as equacdes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de incognita.
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Resolvendo a equagio (log, x)* - log, x = 2.

Solugdo: A equagdo proposta é equivalente a equacao

(leg,x)* -log,x-2=0

Fazendo log,x =y, temos: v* -y-2=0=y=20uy=-1.

Masy =log,x , entdo :

lcrg:x:2:-x22324

ba | =

lcrg:x:-l:,'cZE_i =

1
Entdo, S={4,-}

3.1 Inequacbes logaritmicas

Da forma que classificamos as equacfes logaritmicas, também vamos classificar as
inequac0es logaritmicas.

1° Tipo: log, f(x) = log, glx).

E a inequacdo redutivel a uma desigualdade entre dois logaritmicos de mesma base a ( 0< a #
1).

1° Caso

Se a base é maior que 1, a relacdo de desigualdade que existe entre os logaritmandos é de
mesmo sentido que a dos logaritmos.

Sea>1, f(x) e g(x) >0 entdo:
log, f(x) = log, g(x) < f(x) > g(x).
Exemplo: Resolvendo a inequagédo, log;(5x —2)<log, 4

Solugdo: como a base é maior que 1, logo a desigualdade entre os logaritmandos tem o
mesmo sentido que a dos logaritmos.
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log,(5x —2)<log;4 = 0<5x-2<4=2<5x<6=><x<-
S={x€IR/z<x<%}

2° Caso

Se a base é positivas e menores que 1, a relacdo de desigualdade existente entre 0s
logaritmos € de sentido contrario a dos logaritmos.

Se O0<a<1,f(x)eg(x)>0,entdo:

log, f(x) > log, g(x) = 0 <F(x) < g(x).

Exemplo: Resolva a inequagéo , leg,;(4x — 3)<log,, 5.

Solugdo: como a base € maior que zero e menor que 1, logo a desigualdade entre os
logaritmos tem sentido contrério & dos logaritmos. Entéo, temos:

log,;(4x —3)<log,;5=4x-3>5=4x>8= x>2.

S={x€IR/x>2}

2° Tipo: 108af(x) < loga g(x).

A inequacao logaritmo redutivel a uma desigualdade entre um logaritmo e um namero real.
Temos dois casos a considerar:

1° Caso

Tem-se f(x)>K,eusando log. em ambos os membros resulta, °%a flx) > log . K
onde f(x)eK>0,0<a#1.

[ flx) = a,sea=>1
Se log_f(x) =k = .
L'E'-::f[x] < a¥,se0<a<l1

Exemplos:

1) Resolva ainequacgdo log,(3x+5) = 3.
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Solugdo : Como a > 1, entdo f(x) > K.

log,(3x+5) = 3= (3x+5)>2* = 3x+5>8=3x>3=x> 1.

S={x€IR/x>1}

2) Resolva a inequagdo leg=(2x* — 6x + 3)< 1.
Solucéo: Temos que 0 <a <1, logo 0 < f(x) < a*.

log:(2x% —6x +3)<1= 2x7-6x +3> % = 4x?- 12X +6 > 1= 4x7 - 12x +6 > 0. Onde

1 5
A=64,x;=7€x; ==
1
s ,
-------- A X S I X
| 7
s e P Sl
AL 5
) 3
T R O e 2
1 =
S={x€IR/ z<x< :}
2° Caso:

Se f(x) <K, e usando log_, em ambos os membros obtemos, log_ f(x) < log_k , onde
f(x)eK>0,0<a#]l.

0< flx) < a%,sea=1

flx) > a¥,se 0<a<1

Selog_ f(x)<k= {

Exemplo: Resolva a inequagéo log,(2x —3)>0,para0<a<1.

Solucdo: Temos que 0 <a<1,logo 0< f(x) <k
log, (2x—3)>0= (2x — 3)<a” = 2x — 3 < 1. Entdo,
0<2x—3<1 = §<x<2.

S:{1'€IR/%<1-<2}



3° Tipo: “Incognita auxiliar”.

Sdo as inequacbes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de incdgnita.

Exemplo:

Resolvendo a seguinte inequacio, (log,x)” -3log,x —4>0.
Solugéo: Fazendo log, x =y obtemos: v — 3y — 4 > 0. Resolvendo temos:

A=25,v;=4 ey, =-1comx>0.
log,x=4=x=2"=x=16

log,x=-1=x=2"1=x=

ba | =

1

%)

o > x/
ko e o o

16

O x//
L S

5 i

% 16 x [ x/f
R R R +++

S={x€IR/x<3oux>16}

3.2 Logaritmos Decimais
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Com a propriedade operatoria dos logaritmos, podemos transformar uma multiplicacdo em
uma soma, uma divisdo em subtracdo e uma poténcia em uma multiplicacdo, isto €,com o
emprego da teoria dos logaritmos podemos transformar uma operagdo em outra mais simples

de ser realizada.

3.3 Caracteristica da Mantissa

Para algum numero real positivo X que consideremos, este nimero terd que estar
necessariamente compreendido entre duas poténcias de 10 com expoente inteiro consecutivos.

Exemplos:

1) x=0,04 = 107% < 0,04 < 1071

2) x=0,351 = 107! « 0,351 = 107
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3) x=532 = 101 = 53,2 < 10°

4) x =810 = 10° < 810 = 10°

sendo assim, para x > 0 , existe C € Z tal que;

10° = x = 10°7! = agora usando log em ambos 0s membros obtemos;

log10° = log x < log10°"* = C < logx < C +1
Ent&o podemos afirmar que:

logx=C+mem,que CE€Zeo0=m=1istoeo logaritmo decimal de x é a soma de um
namero inteiro C com um ndmero decimal m (0 < m = 1).

O namero inteiro C é por definicdo a caracteristica do logaritmo de x e 0 nimero decimal m é
por definicdo a mantissa do logaritmo decimal de Xx.

Podemos afirmar que:

Para determinar a caracteristica do logaritmo decimal de um nimero x positivo serd ela
calculadora por uma das duas seguintes regras:

Regral (x>1).

Para o logaritmo decimal de um nimero x > 1, sua caracteristica é calculada da seguinte
forma: A caracteristica é igual ao nimero de algarismo da parte inteira, menos 1, do logaritmo
decimal de x.

Justificacéo:

Como o namero real x tem que estd compreendido entre duas poténcias de 10 com expoentes
inteiros e consecutivos entéo;

Sejax > 1 e x tem ( n +1) algarismos na sua parte inteira, entdo temos:
10" < x < 10" = logl0® <logx < logl0™?! = n < logx<n+1, isto é a
caracteristica de log x é n.
Exemplos:
Logaritmo Caracteristica

log2,3 C=0
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log321,01 C=2
log6432 Cc=3
Regrall (0 =x = 1)

A caracteristica do logaritmo decimal de um nimero 0 = a = 1, € 0 oposto da quantidade de
zeros que precedem ao primeiro algarismo significativo.

Justificacéo:

Seja 0 = x = 1 e x tem n algarismos zeros precedendo o primeiro algarismo significativo,
ndo — nulo, temos entéo:

107" =x < 107" = log1l0™™ = logx <logl0™™?! = n< logx < —n+1,isto é a
caracteristica de logx é n.

Exemplos:

Logaritmo Caracteristica
log0,3 C=-1
log0,0431 C=-2

log 0,00250 c=-3

A mantissa é obtida nas tabuas ( tabelas ), em anexo, de logaritmos.

Em geral, a mantissa € um namero irracional e por esse motivo as tabuas de logaritmos sdo
tabelas que fornecem os valores aproximados dos logaritmos dos ndmeros inteiros,
geralmente de 1 a 10.000.

Ao procurarmos a mantissa do logaritmo decimal de X, devemos lembrar a seguinte
propriedade: A mantissa do logaritmo decimal de x, ndo se altera se multiplicarmos x por uma
poténcia de 10 com expoente inteiro.

Uma consequiéncia importante é:

> Os logaritmos de dois niimeros cujas representagdes decimais diferem apenas pela virgula
tém mantissas iguais’’.

Por exemplo, os logaritmos decimais dos numeros 2, 200 , 0,2 , 0,002, tém todos a mesma
mantissa 0,3010.
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3.4 APLICACOES DOS LOGARITMOS

3.4.1 AcuUstica

A ciéncia nas suas varias ramificacdes, foi beneficiada pelo advento do logaritmo. Ao
estudar ondas sonoras, percebe-se que o som apresenta caracteristicas: altura, intensidade e
timbre. No caso da intensidade ( I ) , que representa a poténcia de uma onda sonora por

unidade  de  area( /™), encontram-se interessantes  detalhes.

Para perceber a onda sonora, o timpano humano necessita que ela tenha, no minimo uma
intensidade

lo=10 - 12(W/m*)

Chamada de limiar de audibilidade e no maximo, de 1(1W/m*), chamada de limiar da dor.

O nivel sonoro(N) representa a comparacao entre a intensidade sonora ( 1) e o limiar da
audibilidade ( lo). A sua unidade mais pratica é o decibel (dB).

A grandeza nivel sonoro ( N ) obedece a uma escala logaritmica, sendo definida por

N = 10.log—

TR0

Pode relacionar esses conceitos com algumas situacdes do cotidiano. O ouvido humano

apresenta lesbes irrecuperaveis sempre que é exposto, por um determinado tempo, a niveis

sonoros(N) superiores a 80(dB). As unidades bol( B ) e decibel(dB) representam desse modo
tabela de Briggs que pode ser reescrito como na tabela 4.1
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Tabela 4.1: Tabela de Briggs

X Log x
101 2,004321
102 2,008600
103 2,012837
104 2,017033
105 2,041189

3.4.2 Terremotos

Figura 1:Mapa-Mundi com as divisdes das placas tectonicas.

Com o lento movimento das placas litosféricas, da ordem de alguns centimetros por
ano,tensdes vdo se acumulando em varios pontos, principalmente perto de suas bordas. As
tensdes acumuladas podem ser compressivas ou distensivas, dependendo da direcdo de
movimentacao relativa entre as placas. Quando essas tensdes atingem o limite de resisténcia
das rochas, ocorre uma ruptura, como podemos ver na figura 2, 0 movimento repentino entre
0s blocos de cada lado da ruptura geram vibracdes que se propagam em todas as diregdes.
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O plano de ruptura forma o que se chama de falha geoldgica. Os terremotos podem ocorrer
no contato entre duas placas litosféricas ( caso mais frequente) ou no interior de uma delas,
como indicado no exemplo da figura 2, sem que a ruptura atinja a superficie. O ponto onde se
inicia a ruptura e a liberacdo das tensdes acumuladas é chamado de hipocentro ou foco.

Sua projecdo na superficie é o epicentro, e a distancia do foco a superficie é a profundidade
focal.

epicentro

ruptura hipocentro
ou foco

Figura 2: o ponto inicial da ruptura é chamado hipocentro ou foco do tremor, e sua proje¢do na superficie é o
epicentro.

Embora a palavra terremoto seja utilizada mais para os grandes eventos destrutivos, enquanto
0s menores geralmente sdo chamados de abalos ou tremores de terra, todos séo resultado do
mesmo processo geoldgico de acumulo lento e liberagdo rapida de tensées.

A diferenca principal entre os grandes terremotos e 0s pequenos tremores é o tamanho da area
de ruptura, o que determina a intensidade das vibracGes emitidas.

H4 trés causas diferentes pelas quais podem ocorrer os terremotos: vulcanismo, acomodagdes
geoldgicas das camadas internas da crosta e as causas tectonicas.

Essas movimentagdes das placas tectdnicas ddo origem a varios fenémenos, como a formacéo
de cadeias de montanhas, erupcao de vulcGes, terremotos e maremotos.
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E natural coincidir os abalos sismicos com os locais que apresentam atividade vulcénica e
grandes altitudes.
As erupc¢des vulcanicas servem de previsdes de terremotos, antecedendo-os.

3.4.3 Ondas Sismicas

Uma onda sismica é uma onda que se propaga atraves da terra, geralmente como
conseqiiéncia de um sismo, ou devido a uma exploséo. Estas ondas sédo estudadas pelos
sismoélogos e medidas por sismografos.

3.4.3 Tsunamis
Séo ondas de grande energia geradas por abalos sismicos que se propagam no oceano.

Foi no oceano Pacifico que ocorreram a maioria das Tsunamis, por ser uma area
cercada por atividades vulcénicas e freqlientes abalos sismicos.

As tsunamis ao se propagarem no oceano, possuem comprimento de ordem de 150 a
200 Km de extensédo e raramente superior a 1 metro de altura. Portanto, em alto mar eles séo
quase imperceptiveis. Entretanto, ao se aproximar das zonas costeiras mais rasas, hd uma
reducdo da velocidade, devido ao atrito com o fundo do mar, porém a energia continua a
mesma. Consequentemente, a altura da onda aumenta bastante em pouco tempo. Neste ponto,
ela pode atingir 10, 20 e até 30 metros de altura, em funcdo de sua energia e da distancia do
epicentro da tsunami.

Como se forma a onda mortal:

Vejamos a figura:

Figura 3: Formacdo de um Tsunami. Fonte: http://www.cientic.com/tema_geologicos.html
1. A ruptura causada pelo tremor no leito do mar empurra a dgua para cima, dando inicio

a onda.



2. A onda gigante se move nas profundezas do oceano em velocidade altissima.
3. Ao se aproximar da terra, a onda perde velocidade, mas fica mais alta.

4. Ela entdo avanca por terra, destruindo tudo em seu caminho.

39
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CONCLUSAO

A invencdo dos logaritmos foi de grande importancia para o avango da tecnologia, dando mais
rapidez aos calculos utilizados a partir do século XVI. Suas aplicagbes tomaram rumos
diversos, expandindo dessa forma suas areas de atuagao.

Com o avango da tecnologia, alguns recursos como: a tdbua de logaritmos ou mesmo a régua
de célculo, foram sendo desativados por falta de uso, logicamente com o advento dos
computadores ndo seria viavel continuar utilizando os recursos do século XVI.

Os logaritmos podem ser explorados de uma melhor maneira por parte dos professores do
ensino médio, bastando para isso, se adaptar aos novos métodos de ensino.
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