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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo das funcgoes hiperbdlicas. Sera feita uma abordagem
do conceito destas fungoes a partir do estudo de angulos hiperbdlicos e a construcao se
fara paralelamente a construgao das fungoes trigonométricas usuais. No entanto, as funcoes
hiperbdlicas sao definidas sobre a hipérbole. Vamos deduzir as principais identidades hi-
perbdlicas, apresentar os conceitos de derivadas e integrais, bem como a anélise dos graficos
de tais fungoes. No decorrer do trabalho sera apresentado alguns exemplos e aplicagoes,
sendo a principal delas o estudo da catenaria. Por fim, faremos um breve estudo sobre as

funcgoes hiperbdlicas inversas.

Palavras-chave: Angulo Hiperbdlico; Fungoes Hiperbélicas; Hipérbole.
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Abstract

This paper but to dedicat study from the hyperbolic fuctions. Overtime feat an approach
to concept draft functions appearance to study of hyperbolic angles and it construction
if fared at the some time of the construction thes functions trigonometrycs it whos uses.
However, hyperbolics functions them are definitely aboout it hyperbola. Come on them
derivehyperbolic identity, announce concepts them to derivatives and integrals, well what
it analysis file graphics maybs functions. At elapse to paper stated overtime examples some
and applications them it highlight their it catenary. Lastly, fare to a paper rescript it about

hyperbolic functions inverselys.

Keyword: Hyperbolics Angles, Hyperbolic Functions; Hyperbola.
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Introducao

As funcoes hiperbdlicas surgiu da comparacao da area de uma regiao semicircular com
a area de uma regiao limitada por uma hipérbole, ocasionando as defini¢oes e identidades.
A primeira pessoa a estudar as func¢oes hiperbélicas foi o matematico suico Johann Heinrich
Lambert (1728-1777).

As fungoes hiperbdlicas surgem fortemente nas areas de engenharia e arquitetura por
que traz consigo o estudo da catenaria, uma curva formada entre dois pontos com uma
forte tensao interna. Devido a essa tensao interna, varias obras importantes foram cons-
truidas, como por exemplo, a Ponte Lupu, em Xangai, na China e o Palacio de Astorga,
em Barcelona.

No decorrer do curso de Licenciatura em Matemaética, as funcoes hiperbdlicas nao é
visto com detalhes, e o desejo de aprofundar o conhecimento sobre o assunto foi o motivo
do presente trabalho.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira: No capitulo 1, temos a defini¢ao de
hipérbole, seguido de um breve estudo sobre o angulo hiperbdlico. No capitulo 2, temos as
defini¢oes de fungoes hiperbdlicas com algumas aplicagoes em angulos especiais. No capitulo
3, analise das derivadas com um estudo nas integrais, andlise de graficos e apresentacao da

catenaria. Por fim, no capitulo 4, apresentaremos as func¢oes hiperbodlicas inversas.



Capitulo 1
Hipérbole e Angulo hiperbdlico

Iniciamos este capitulo com um breve estudo sobre Hipérbole e em seguida vamos

definir o Angulo hiperbdlico.

1.1 Hipérbole

Hipérbole é o conjunto dos pontos de um plano tais que o moédulo da diferenca das

distancias a dois pontos fixos é constante e menor que a distancia entre eles.
P

Figural.l

Consideremos no plano dois pontos distintos F} e Fy tal que a distancia d(F;Fy) = 2¢

e um numero positivo a de modo que 2a < 2¢. Um ponto P pertence a hipérbole se, e

3
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somente se,

|PFy — PFy| = 2a. (1.1)
Observe que valem as seguintes igualdades
QFy — QF = 2a
RF, — RF} = 2a
SF, — SFy = 2a
A Fy — A F = 2a
Ay Fy — Ay Fy = 2a

Note que o moédulo é abolido desde que facamos a diferenca da maior para a menor

distancia. Se um ponto X estd no ramo da direita, temos
XF — XFy,=2a pois XF; > XF,. (1.2)
Se X esta no ramo da esquerda, temos
XFy— XF, =2a pois XFy, > XF,. (1.3)
Vejamos agora os elementos principais de uma hipérbole

By

1 ¢

Ay o] a

By

Figural.2
i) Os pontos Fj e Fy sao chamados de focos da hipérbole.

ii) Centro é o ponto médio O do segmento F} F5.
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iii) Eixo real ou transverso: é o segmento A; Ay de comprimento 2a.

iv) Eixo imagindrio ou ndo-transverso: é o segmento By By de comprimento 2b, com By By 1 A1 A,

em O.
v) 2c¢ é a distancia focal d(F Fy).
vi) 2a é a medida do eixo real, ou seja, a distancia dos vértices dos pontos A; e A,.
vii) 2b é a medida do eixo imaginéario.
viii) Chama-se excentricidade da hipérbole o nimero
e=—.
a
Por ser ¢ > a, tem-se que e > 1. A excentricidade da hipérbole estd intimamente

relacionada com a sua abertura.

1.2 Equacao reduzida da hipérbole

Yt

0 A2 (a,0) Fp(c,0) X

Figural.3

Observe que, quando os focos estao sobre o eixo z, temos

|PF) — PFy| = (A1 Ay),
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onde P(x,y) é um ponto qualquer da hipérbole. Como mostra a Figura 1.1, estamos cha-
mando a distancia focal d(F} F,) de 2¢ e a distancia entre os vértices de 2a. Usando Fy(—c,0)

e Fy(c,0), temos

Vi(z+ 0?2+ 32— (e —c)+y? =2a

ou

Vic+e)?2+y2—/(z—c)2+1y2 = £2. (1.4)

Depois de eliminarmos os radicais de (1.4), elevando ao quadrado, podemos escrever

(x+c) +y* = (v —c)+y* *day/(z — )2 +y? + 4ad?,

ou seja,
4ex — 4a® = +dan/(x — c)? + 12,
consequentemente,
cx — a® = +a\/(x — ¢)? + 2,
portanto,
(cx — a®)? = a®.(x — ¢)? + a®y?,
entao,
Ar? — 2dcx + a* = a®2? — 2d%cx + P + a2y2,
e temos,
(¢ —ah)a® — a®y? = a®*(* — a?).
Fazendo-se
3 —a? =12
obtemos
B2 — a%y? = a2
ou
2 2
x Y

que é equivalente a (1.4) e, portanto, é a equagao da hipérbole.
Quando os focos da hipérbole estao sobre o eixo y, como mostra a Figural.4, sua

equacao é
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&7 (0.0)
A2(0,b)
o
A,(0,-D)
?
F (0,-c)
Figural4
2 a2 B
¥ oa b

onde 2b ¢é a distancia entre os vértices e a € tal que
- v =ad*
As equagoes (1.5) e (1.6) sao chamadas de equagao reduzida da hipérbole.
Exemplo 1.1 Uma hipérbole com eixo real 6 e distancia focal 10, apresenta:

P=—-a*>=25—-9=16

|— 3——

| ——— 5 ——

Figural.b

Se a posigao da hipérbole é a indicada na Figura 1.5, entao sua equagao passa a ser,

33'2 y2

=1
9 16

(1.6)
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1.3 Angulo hiperbélico

Figural.6

Consideremos o plano cartesiano com os eixos x e y e mais dois novos eixos X e Y,

T
que sao obtido através de uma rotacao de 1 (45°) dos eixos z e y.

1
Seja G’ um ponto que esta sobre o grafico da equacao xy = 2 tal que suas coordenadas

serao
r=0P, y=0§5, X=0F e Y = FGQG.
Assim,
)
x:OP:OD—PD:OFcos%—FGsen%:%_(X—Y) (1.7)
€
)
y:OS:OT+TS:0Fsen§+FGcos%:%_(XH/). (1.8)
Entao,
1 V2 V2
ooy =S (X -Y). LS (X 4Y).
5=y =5 ( ) (X+Y)
Logo,
1 1 2 2 2 2

O grafico da equagao ry =

AX2-Y?=1.

1
5 ¢ uma hipérbole. Concluimos que zy = 3 corresponde
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A medida de um angulo num circulo de raio 1, em radianos, mede 6 radianos se o arco

circular subentendido por ele mede # unidades de comprimento.

Figural.7
0

0
A area do setor OF'G é dada por 57"2. Como r = 1, temos que a area sera 7
Motivado por este raciocinio, seja G um ponto sobre a hipérbole X? — Y? = 1 que

define um setor hiperbélico FOG e um angulo F OG como mostra a F tgura 1.8.

Y

Figural.8

~ 0

Como podemos observar o angulo F'OG mede 0 e a area do setor F'OG vale — unidades

de area.
: ) . .0 R
Assim, como para o circulo de raio 1, um setor de area — corresponde a um angulo 6,
2
o conceito de angulo hiperbdlico seguira o mesmo principio, ou seja, um angulo hiperbdlico
: 0
mede 6 se a area do setor hiperbdlico correspondente mede 7 Vamos apresentar este
conceito mais precisamente.
. . 1 . . .
Voltemos aos eixos x e y, com a hipérbole xy = 7 Sejam G e F' dois pontos quaisquer

no mesmo ramo da hipérbole.
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Figural.9

O ponto G tem coordenadas © = OP e y = OS. Ja o ponto F' tem coordenadas
xr=0D ey=0T. A area do retangulo OPGS denotaremos por

1
AOPGS =0P - 0S8 = Ty = 5
A érea do retangulo ODF'T é dada por
1
AODFT =0D - OT = Ty = 5

Logo Aopas = Aoprr € observando a Figura 1.9 vemos que Argras = Apprr-
7r
Para calcular a area do setor OF'G, vamos rodar a figura de 1 e tomar a hipérbole

X2-y2=1.

o~
/

Figura1.10
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Observe que

1 1
Aopc = §AOPGS = §AODFT = Aopr

Aopra = Aorc + Appra = Aopr + Appra.

Por outro lado,

Aoprc = Aorc + Aopr

E logo,
Aora = Appra- (1.9)

Em um raciocinio analogo nos leva que a Aporeg = Aprra = Appra-
Dessa forma, o que precisamos é calcular a drea de (1.9). Se, voltarmos aos eixos z,
Core I . ) 1 .
y e a hipérbole zy = 37 a area de (1.9) é a area sobre o grafico de y = 5 compreendido
x

entre t =0P ex=0D.

Figural.11
Logo, on
Apprg = /OP %dw = %UnOD — InOP| :% lng—g )
Se GG esta a esquerda de F' entao
Appra = 1an—D (1.10)

2 opP
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12
E se GG estd a direita de F' entdo
1. OP
A = —Iln—. 1.11
PDFG B nOD ( )
1. OP
A =—Iln——.
- Aore =5 e

1
Analogamente, podemos calcular Agrrg integrando a funcao r = —, obtendo

1, 08
ASTFG = 5 In ﬁ

Observe também que se G = F entao Apprg =0 e se G # F entao Apprg > 0.

Quando G se afasta de F pela direita, o segmento OP cresce indefinidamente. Assim,

1
como o tamanho OD esta fixo, Apprg = §(ln OP — InOD) cresce indefinidamente.

Quando G se afasta de I’ pela esquerda, o segmento OP tende a zero e InOP de-

1
cresce indefinidamente. Assim, Apprg = §(ln OD — In OP) cresce indefinidamente. Logo,

Aora = Apprg varia de 0 a +00.

Agora vamos analisar a F'igura 1.12 e convencionando, temos que

Figura1.12
i) Se o ponto G estd acima do eixo dos X's, o angulo que ele define tem medida positiva.

ii) Se o ponto G estd abaixo do eixo dos X's, o angulo que ele define tem medida negativa.
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Assim, um angulo hiperbdlico, assumira valores entre —oo e 400.

Deve-se lembrar que esta é uma medida nova, definida na hipérbole. Se os mesmos

. . . . T m
angulos fossem medidas no circulo, seus valores estariam entre —1°7



Capitulo 2
Funcoes hiperbdlicas

As fungoes hiperbodlicas sao definidas da mesma maneira que as funcoes trigonométricas
das quais seus nomes derivam. Por isso vamos fazer um estudo sobre as funcgoes trigo-
nométricas sobre o circulo retirando os seus resultados e depois sobre a hipérbole. Em
seguida, vamos deduzir algumas féormulas envolvendo as fungoes hiperbdlicas aplicadas em
alguns angulos especiais, a saber, a soma e diferencas de angulos, angulo metade, entre

outras.

2.1 Definicoes e identidades

2 2
Y X+Y=1

o F oA X

Figura?2.1

Seja G um ponto sobre a circunferéncia de raio 1 com centro na origem de modo que

0
o setor OAG tenha area 7 Neste caso, o angulo tem medida 6 pois

AOG
T?
2

AOAG’ =

14
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)

onde r =1e Apag = 3 O angulo AOG tem medida 6. Seja AR a reta tangente a curva

em A. Assim,

OF =cosf, FG=senf e AR =tgb.

Portanto,
to 0 1 1 cos O
CO _— o =
g AR tgh  sen@’
1 1
0 = —_———
see OF cos0
e
1
= — = )
cosec FG  senf

Temos que para o ponto G
X2+ Y2 =0F*+ FG? =1,

e logo,

cos®f + sen’d = 1. (2.1)

Sendo o triangulo OFG semelhante ao triangulo OAR (AOFG ~ AOAR), entao

FG
AR = —
OF”’
desta forma tem-se,
sen 6
tgfh = . 2.2
g cos (22)
Como,
cos? § + sen’d = 1,
entao,
L+ sen’ 1
cos2  cos20’
ou seja,
1 +tg*0 = sec®d. (2.3)
Ainda,
cos?0 1

sen20 sen20’
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ou seja,
cotg*0 + 1 = cosec?d. (2.4)

Agora facamos o estudo semelhante sobre a hipérbole, com o objetivo de definir as

fungoes hiperbdlicas.

-

Figura?2.2

0
Seja G um ponto sobre a curva de modo que o setor OAG tenha area 7 O angulo
AOG tem medida 6. Seja AR a reta tangente a curva em A. Assim, definimos as funcgoes

hiperbdlicas da seguinte forma:

coshf = OF, senhf = FG e tght = AR.

As demais fungoes hiperbdlicas sao

cotah § — 1 _cosh9
g AR tgh6  senh®’
1 1
sech = OF - cosh 0
e
1 1
cosech @ = TG = senhd

Vamos agora deduzir algumas relacoes entre estas fungoes. Temos que para o ponto

G, X =0FeY = FG. Assim,
X?—Y?=0F*-FG*=1

e logo,

cosh?# — senh?d = 1. (2.5)
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Sendo o triangulo OFG semelhante ao triangulo OAR (AOFG ~ AOAR), entao

FG
AR = —
OF”’
desta forma tem-se,
senh 6
tgh® = .
g cosh 6
Como,
cosh? @ — senh?0 = 1,
entao,
senh®9 1
cosh?0 — cosh26’
ou seja,
1 — tgh*0 = sech®6.
Ainda,
cosh?0 1
senh?6 ~ senh2f
ou seja,

cotgh®d — 1 = cosech®6.

17

(2.6)

(2.8)

Parecem ser iguais as funcgoes trigonométricas e as hiperbolicas na definicao, mas

possuem grandes diferencas.

Nas fungoes trigonométricas temos que
i) O senf e o cosB sao periédicas com periodo 2.
ii) A fungao senf é limitada, com —1 < senf < le o cos varia entre -1 e 1.
iii) A tg#0 pode assumir qualquer valor entre —oo e +00.

E nas fungoes hiperbdlicas, teremos posteriormente

i) O senh6 e o cosh 6 nao possuem periodo.

ii) A fungdo senh 6 nao é limitada, varia de —oo até +o0o e o cosh 6 varia de 1 a +o0.

iii) A tgh@ ¢é limitada, —1 < tghf < 1.
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Observe que as fungoes hiperbdlicas sao definidas em alguns livros desta maneira.
4 . , -
Exemplo 2.1 Dado tgh6 = = achar os valores das outras fungoes hiperbolicas.

Sabemos que cosh?0 — senh? = 1, entao dividimos por cosh?d, cada termo. Assim,

cosh?0  senh?# 1

cosh20  cosh®  cosh20’

Logo,
1 — tgh*0 = sech®6.

4
Como tght = 5 entao
1 — tgh*0 = sech®?,

ou seja,
A\ 2
1— <—> = sech?0,
5
ou ainda,
16
1—— = 2
5% sech?0,
portanto,
9
— = sech®#,
25
logo,
3
ho = —.
sec 5

Temos sech 6 encontrado. Agora, encontraremos o cosh . Assim,

1
hé =
see cosh @’
ou seja,
h6 L
cosh =
sech 6’
portanto,
5
ho=—.
cos 5
Para encontrar senh 6 facamos
h6
tgh O — sen

cosh
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Assim,
senh @ = tgh 6 cosh 0,
ou seja,
45 4
h =—-.-=—.
sen £33

Por fim encontraremos cotgh 6 e cosech 6, facamos

1 5
tgh) = —— = —.
org tgho 4
e
1 3
ho = = —.
cosee senh@ 4

A seguir apresentaremos um importante resultado envolvendo as fungoes hiperbélicas.

Teorema 2.1 As fungoes cosh @ e senh @ satisfazem as sequintes igualdades

e + e 0

cosh @ = 5

Figura?2.3

Demonstracao: Seja G um ponto sobre a hipérbole X? — Y2 = 1, que determina um

0
angulo de medida hiperbdlica 6, entao Apag = 3 O ponto G tem coordenadas

X =0F =coshf ¢ Y =FG = senh0



CAPITULO 2. FUNCOES HIPERBOLICAS 20

nos eixos X, Y e coordenadas

r=0P e y=0S8

nos eixos z, y. Segue das equagoes (1.7) e (1.8) que

2 2
OP =z = \/7— (X-Y)= %—(coshé — senh0)
e
2 2
OS=y= \/7_ (X+Y) = g(coshﬁ + senh0).
O ponto A tem coordenadas
X=1 Y=0e 2=0D, y=0T.
Temos que,
OD = g e OT = \/75

Logo, as areas das regidves PDAG e ST AG podem ser calculada por
1, 0D 1, V2/2

A =5lns5=5
PDAG = 5 AE T 5 nﬁ/z(coshe—senhe)

1
=-3 In (cosh @ — senh 0)

1 1 2/2 (cosh 6 ho 1
Asrac = 5 In % =3 In V2 (Cof/ﬁ/; senh ) = In (cosh 8 + senh§).
Como Apac = Appag, temos
0 1
5= 3 In (cosh @ — senh 0) (2.9)
e como Apaqg = Asrag, temos
0 1
5735 In (cosh 8 + senh8). (2.10)

Assim, aplicando a func¢ao exponencial em (2.9) e (2.10), temos

e = cosh® — senh (2.11)

e’ = cosh + senh . (2.12)
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Se somarmos a duas equagoes (2.11) e (2.12), temos

6 —0
cosh 6 = i,
2
Se subtrairmos (2.11) e (2.12), temos
o _ —0
senhf="—°
2

De acordo com o teorema anterior podemos deduzir as formulas para as outras funcoes

hiperbdlicas envolvendo a funcao exponencial

senh@ e —e?

i) tgh0 = = .
i) tg cosh® e +ef

1 cosh e +e?
ii) cotghf = = = .
if) cotg tgh  senhf e —e?
1 2
iii) sech = oshd e

1 2

iv) cosechf = gy el e £

2.2 Aplicacoes em angulos especiais

2.2.1 Funcoes hiperbdlicas de 0 + w

As férmulas para as fungoes hiperbdlicas aplicadas a angulos do tipo € + w sao as
seguintes

senh (6 +w) = senh 0 coshw + cosh 6 senhw (2.13)

cosh (0 + w) = cosh 0 coshw + senh 0 senh w. (2.14)

Inicialmente vamos demonstrar a igualdade (2.13). Para isto, observe que

O+w 679711)

senh (0 + w) = 5

(2.15)

cosh (0 + w) = 5

(2.16)
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Assim, usando (2.11) e (2.12), temos

senh (0 +w) =

(cosh 0 + senh 0)(coshw + senhw) — (cosh @ — senh 0)(coshw — senhw)

2
Fazendo as multiplicacoes e reduzindo, obtemos

2 (senh 8 coshw) + 2 (cosh 6 senhw)
2
= senh0coshw + cosh 0 senh w.

senh (0 +w) =

Agora vamos demonstrar a identidade (2.14), segue de (2.16) que
69+w + 679710
2
et + e fev
2
(cosh @ + senh §)(coshw + senhw) + (cosh 6 — senh §)(coshw — senhw)
5 :

cosh (0 +w) =

Fazendo as multiplicacoes e reduzindo, obtemos

2 (cosh 0 coshw) + 2 (senh 8 senhw)
2

= coshfcoshw + senh senhw.

cosh (0 +w) =

As identidades

senh (6 — w) = senh coshw — cosh 0 senhw

cosh (0 — w) = cosh 0 coshw — senh 0 senhw,

demonstram-se de forma anéloga.

1
2.2.2 Funcoes hiperbdlicas de 26 e 3 0

Pondo- se w = 6 em (2.13) e (2.14), temos

senh 260 = 2 senh 6 cosh 0 (2.17)



CAPITULO 2. FUNCOES HIPERBOLICAS 23

cosh 260 = cosh®0 + senh*0. (2.18)

A férmula (2.18) combinada com a identidade (2.5), nos dé duas férmulas alternativas

para o coshf. Assim,

cosh?0 = 1 + senh?6,

e substituindo o valor de cosh?6 em (2.18), temos
cosh26 =1+ senh®0 + senh?,

ou seja,

cosh26 = 2 senh®0 + 1. (2.19)

De (2.5) vamos obter o valor de
senh*0 = 1 — cosh*0
e substituindo o valor de senh?@ em (2.18), temos
cosh26 = 2cosh*) — 1. (2.20)
. - 1 :
Para as fungoes hiperbdlicas de 3 6 vamos fazer o seguinte em (2.19)

2 senh?0 = 1 — cosh 20,

ou seja,

1 —cosh26
senh?d = %,

1
e substituindo 8 por 5 6 e aplicando a raiz quadrada

senhg - i,/l_CTOShe . (2.21)

Da mesma forma vamos fazer em (2.20). Assim,
2 cosh?0 = 1+ cosh 20,

ou seja,
1+ cosh26

cosh*6 = ,
2
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1
e substituindo 6 por 5 0 e aplicando a raiz quadrada

1
coshg =1/ +62—0M . (2.22)

Nao temos um simbolo de £ em (2.22), pois a imagem da fungao cosseno hiperbdlico
é [1,+00).
Assim de (2.21) e (2.22), vamos obter

0 /1 — cosh 6

De (2.5) e (2.18), obtemos resultados que correspondem as féormulas para

1 1
sen’) = = cos260 — =
2 2
e
1 1
cos’0 = 3 cos26 + 5
Elas sao
o1 1
senh“0 = = cosh20 — - (2.24)
2 2
e
o1 1
cosh™0 = 3 cosh26 + 3" (2.25)
Exemplo 2.2 Vamos deduzir a sequinte formula
senh 20
tgh) = ————. 2.2
g cosh260+1 (2.26)
Observe que de (2.24) e (2.25), por divisao, vamos obter
cosh26 —1
tgh’0 = —————. 2.27
g cosh260+1 (2:27)

Ora,
cosh20 —1 cosh20 +1 B cosh?26 — 1

cosh260 41 cosh20+1  (cosh260 +1)%

Por
cosh?20 — senh®26 =1,
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temos

cosh?260 — 1 = senh®20,

logo (2.26), torna-se

senh?26
tgh*0 = 2.28
g (cosh260 +1)%’ (2.28)
e portanto
senh?26
tgh) = +—————.
g cosh260+1

Vamos examinar o sinal diante do segundo membro. De (2.17) vem

2 senh 6

cosh?0 = 2tgh 6 cosh?é.
cosh 0

senh20 =

Logo, senh26 e tgh 6 tém o mesmo sinal. Vé- se também que cosh26 + 1 é sempre
positiva e portanto o sinal positivo prevalece, o que demonstra (2.26).

1
Observe que aplicando o angulo 3 0 na expressao (2.26) obtemos a férmula para

0 senh 0
- — 2.2
tgh 2  cosh0+1 (2.29)

Exemplo 2.3 Mostre que a solugcao geral da equagdao diferencial
— —a*y=0 (2.30)

pode ser posta sob a forma y = A senhax + B coshax, onde A e B sao constantes.

Iremos usar a equacao auxiliar que é dada pela férmula r>+pr+q = 0, de (2.30), r*—a? = 0,

cujas raizes sdo a e —a. Sabendo que a solucao geral de (2.30) é dada por

Yy = e’ + coe”

Os valores de e® e e~ s@o obtidos de (2.11) e de (2.12), pondo 0 = ax. Logo

= cosh axr — senh az,

" = coshax + senhazx, e~

assim,

y = c1(coshax + senhax) + ¢y (coshax — senh ax)

= (c1 + ) coshax + (¢1 — ¢2) senhax.
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Pondo

Cl_CQZA (§ Cl+CQZB,

obtemos a forma desejada.

y = Asenhax + B coshazx.

26



Capitulo 3

Derivadas e Integrais

Neste capitulo vamos analisar a diferenciabilidade das fungoes hiperbdlicas, estudar as
integrais destas funcoes, analisar os graficos e por fim apresentar uma aplicacao envolvendo

a catenaria.

3.1 Derivadas

As férmulas para as derivadas sao as seguintes

o d

i) 0 senh @ = cosh 0.

ii)i ho = ho
dQCOS = senh 0.

d
iii) 0 tgh 6 = sech®9.

.\ d _ 9

iv) @cotghﬁ— —cosech”0.
) L sech® = —sech0tghd

V) o sechf = —sechtgh.

d
vi) 70 cosech @ = —cosech ) cotgh 0.
Vamos agora justificar as férmulas acima.

Justificativa de i) Recorde que

% (e¢?) = ce’ parac € R.

27
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Usando isto deduzimos

d d (e —e? e + e
@senhQ—@( )— 5 = cosh@.

Justificativa de 1ii)

d d (e +ef e — e ?
@coshﬁ—@< 5 )— 5 = senh 8.

Justificativa de iii) Utilizando a regra de derivagao do quociente, temos

- e — — — 2
tgh 6 o sech“d.

d d ([ senhf B cosh?0 — senh?0 B 1
df do cosh?6 cosh?0

Justificativa de iv)

d d 1 sech?0 )
@ COtghe = E (W) = —W = — cosech”f.

Justificativa de v)

d d 1 senht
@seche = (cosh0> = — sech0tgh?.

Justificativa de vi)

d d 1 coshf
70 cosech = 70 (senh(?) = i) — cosech O cotgh 6.

Com base na Regra da cadeia se # é uma funcao de w, temos as formulas

N d dw
i) - senh 6 = cosh =0
ii) % cosh @ = senh 0 %

d do
iii) T tgh 6 = sech?d T

d do
iv) T cotgh 6 = —cosech*0 -~

V) % sech @ = —sech Otgh 0 %

vi) % cosech § = —cosech 0 cotgh 0 %
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Exemplo 3.1 Ache Z—Z sendo w = tgh(1 — 6?).

dw

— = (1 —6%).do(1 — 62
7 sech” (1 — 6%).do(1 — 0°)

= —20sech® (1 —6?).

Exemplo 3.2 Ache f'(0) sendo f(0) = In senh@.

, B 1
o) = p— .cosh @
cosh 6
senh 0

= cotgh®.

d
Exemplo 3.3 Determine pTi (tghv'1+ 62).

tghvV'1 +0%) = sech®V1+62. diﬁ (V1+6?)

0
= sech?V1 + 62.
V1+62

d
25\

3.2 Integrais

Nas integrais hiperbdlicas temos
i) [ senh0df = cosh6 + C.
ii) [ cosh@df = senh6+ C.
iii) [ sech?0df =tgh6 +C.
iv) [ cosech?0df = — cotgh + C.
v) [ sech@tgh6df = — sech§ + C.

vi) [ cosechcotghfdf = — cosech + C.

Exemplo 3.4 Calcule [ tgh*6 df.
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/ tgh*0dl =

1
Exemplo 3.5 Calcule / senh?6 df.
0

1
/ senh?6 do
0

/ (1 — sech*9) do

/ df — / sech?6 db

0 —tght+C.

1 P—
/ cosh20 — 1 20
0 2

1
/ (cosh 20 — 1) do
0

1
{senh 20 B 9}
2 0

senh2 1
— = =~ 0,40672.
4 2 ’

N — N~

n2
Exemplo 3.6 Calcule / 4e’senh 0 db.
0

In2
/ 4¢e%senh 6 do
0

3.3 Graficos

2

in2 o _ -0
= / 4¢? S do
0

n2
— / (2% —2)db
0

_ [ 29_20}1712

(e2ln2

—2[n2)—(1-0)

= 4—-2In2-1~1,6137.

Para entendermos melhor facamos o comportamento e o esbocamento do grafico de

y = senh x, observe que

i) senh0 = 0.

— _ ()
ii) senh(— ¢ 26

r) = ———— = —senhx, pois o seno hiperbdlico é uma fungao impar, onde

o dominio e a imagem sao o conjunto de todos os niimeros reais.
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et +e %
2

-+00, uma funcgao estritamente crescente.

d
iii) d—(senh x) = coshx = > 0 para todo z, ou seja, y = senh x varia de —oo a
T

d2
IV) ﬁ(senh :Ij') = senh X, pols se x > 0 entao Yy = senh x é cOncava para cima € concava

para baixo se x < 0.

: et —e" : : :
v) lim senhz = lim ——— = +oo e lim senhx = —oo,0u seja, a imagem da
r——+00 Tr——+00 T——00

fungao y = senh x é todo o intervalo (—oo, +00).

x T

—— < senhx < 5

vi) Se e” < 0 e e para todo z, entdo —e® < e* — e” < e”. Logo

vii)  lim (senhx—%) — lm —— =0 e lim (senhﬁ%—%) — lim & = o+

r— 400 Tr—+00 2 Tr— 400 Tr—+00 2

em
Estas propriedades nos contam que y = senhx se aproxima de y = 5 quando x

—x

quando z decresce, vindo por

cresce, vindo por baixo, e se aproxima de y =

cima.
e—CC

el‘
Na Figura3.1, colocamos os graficos de y = senhx, y = 5 ey =——

5 DO Mesmo

par de eixos.

Figura3.1

Agora facamos o comportamento e o esbocamento do gréafico de y = cosh x, observe

que
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i) cosh0=1.

. e +e () . o i
ii) cosh(—z) = — s = cosh x, pois o cosseno hiperbdlico é uma funcao par, onde

o dominio ¢ o conjunto de todos os niimeros reais e a imagem ¢ o conjunto de todos

os nimeros no intervalo [1, +00).

d d
iii) d—(coshx) = senhz > 0sex > 0e d—(coshx) = senhz < 0 se z < 0. A funcao
T T

cosseno é decrescente se z < () e crescente se z > (0 e tem um minimo global em z = 0.

Logo , coshx > 1.

N . ) :
iv) ﬁ(cosh x) = coshx > 1 e logo cosh z é sempre concava para cima.
x
v) lim coshx = lim coshx = +o0 e a imagem da fungao é o intervalo [1,400).
T——+00 T——+00

vi) lim (coshx—%) — lim ——— =0Te lim (coshm—e—) — lim = = 0"

Tr—+00 Tr—+00 Tr—+0c0o 2 r—+00 2

. ) e
Estas propriedades nos contam que y = cosh x se aproxima de y = 5 quando x cresce
—X

. € , .
e se aproxima de y = - quando x decresce, mas é sempre maior do que elas.

—T

. , e’ e
Na Figura 3.2 colocamos os gréaficos de y = coshz, y = 5 V= Nno mesmo par
de eixos.
y = cosh x
y:ej ¢
" 2

t y }

2 1 1 2 X

Figura 3.2
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Por fim, fagamos o comportamento e o esbogcamento da funcao y = tgh r que pode ser

escrita como
senhx et —e™® 2 —1 1—¢e2®

t h pr— pu— pu— pr— .
T = oshz e +e* e+l l4e
i) tgh0=0.
h(— h
ii) tgh(—x) = _xn (=) _ s —tgh x, ou seja, ¢ uma funcao impar.
cosh(—x) cosh x

iii) e — e ™ < €® + ¢” para todo z.

d
iv) %(tgh x) = P > 0, ou seja, y = tghx é estritamente crescente.

v) lim tghx=1e lim tghx = —1.

T—+400 T—r—00

Na Figura 3.3 esbogamos o gréafico de y = tghx.

y
2
y=tghx
=1
Y 1
2 -1 1 2 X
____________ AP
y=-1
_2 g
Figura3.3

As andlises das demais fungoes nos levam aos seguintes graficos

i) cotgh 1 cosh x et +e "
i) cotghx = = = .
g tghx  senhx e* —e™®
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y
1 y = cotgh x
1
2 1 1 2 X
___________ U T
_2 .-
y = cotgh x

Figura3.4

A cotghz toma qualquer valor maior que 1, em valor absoluto, pois cotgh(—x) =
—cotgh x.

1 2
i) sechz = = )
) coshx e*+e =

y = sech x

Figura 3.5

A sech x toma qualquer valor positivo ndo maior que 1, pois sech(—x) = sech x.
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1 2
iii) cosechx = = :
senhx et —e™®

2 X
y = cosech x
Figura 3.6
A cosech x toma qualquer valor, exceto zero, pois cosech(—x) = —cosech x.

3.4 Catenaria

Catenaria do latim catena, que significa corrente, é a curva formada por um cabo
flexivel com densidade uniforme, pendurado entre dois pontos, sob a acao de seu préprio
peso. Alguns cabos de suspensao de pontes e fios de telefone presos a dois postes apresentam
essa forma. O peso do cabo por unidade de comprimento w e a tensao horizontal em seu
ponto mais baixo é um vetor de médulo H. Caso adotemos um sistema cartesiano para o
plano do cabo no qual o eixo = seja horizontal, a for¢a da gravidade esta direcionada para
baixo, os pontos do eixo y positivo estao direcionados para cima e o ponto mais baixo do

cabo estara em

y=—
w

no eixo y como na Figura 3.7, entao pode-se demonstrar que o cabo acompanha o grafico

do cosseno hiperbdlico.
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|

T
€|z

Figura3.7

Prova-se que a equacao da catenaria é da forma

H w
y = — cosh — x, (3.1)
w H

onde pode ser encontrada em [5]. E é exatamente por equilibrar a tensao interna com o seu
peso que a catendria invertida se torna a maneira mais eficiente de construir arcos. Além

de eficiente, da belas construgoes como a Ponte de Lupu, em Xangai, na China e o Palécio

de Episcopal de Astorga, em Barcelona.

Figura 3.8

Fonte : megaengenharia.blogsport.com.bh/2014/04/ponte — lupu — xangai.htm

Figura 3.9

Fonte : K3shapdox.blogsport.com.bh/2011/11/antoni — gaud.htm
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Exemplo 3.7 Mostre que y = a cosh (

ISR
~—

satisfaz a equacgao diferencial

>y w dy\?
— = —/1 — 3.2
- m\ T (dw ’ (3:2)
desde que a = —, H e w constantes.
w
Diferenciando y = a cosh <§>, obtemos
a
Y asenhl.= = senh™
dx a a a
e
d?y x 1
proie cosh P

Levando em (3.2), temos

1
ZcoshZ = E\/14—senhQ <£>,
a a H a

empregando (2.5), sob a forma
1 + senh*d = cosh?4,

ou seja,
1 w

ZcoshZ = T cosh? (f)7

a a

e como cosh? é sempre positivo, temos
Vcosh?0 = |cosh 0| = coshb,

ou seja,

— cosh — = — cosh —.
a a a

Observagao 3.1 A equagao diferencial (3.2) exprime a condi¢do de equilibrio das for¢as
que atuam sobre uma porcao AP de um cabo suspenso Figura 3.10. Supomos que removida
a por¢ao restante do cabo, a por¢ao AP do ponto mais baizo A ao ponto genérico P (x,y),
em equilibrio sobre as forcas H = tensao horizontal em A, T = tensdo tangencial em P e

W = ws = peso de s metros do cabo a w quilos por metro de comprimento de A a P.
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Entao o equilibrio do cabo exige que os componentes horizontal e vertical de T' equi-

librem H e W respectivamente.

v 1
1
T
T sen6
P 0
A
e ———— T cosé
H
W
0 N
Figura3.10
Assim,
Tcos=H
e

T send =W = ws.

Por divisao, vem

T sen @ Cteh — w
Tcosh gv= H
ou
dy  ws
porque
dy
tgh = —=.
g dxz

O comprimento do arco s em (3.3), pode ser obtido por integracao de

ds = /1 + (dy/dx)?dx

ao invés disso, podemos diferenciar (3.3) em relacao a z. Logo

>y  w ds

de> ~ H da’
e aplicar /1 + (dy/dz)? em lugar de ds/dx para obter (3.2). Portanto,

x
y = acosh —
a



CAPITULO 3. DERIVADAS E INTEGRAIS 39

com

S

satisfaz a equagao diferencial (3.2).

Teorema 3.1 Se a fun¢ao g e sua derivada g' forem continuas no intervalo fechado [c,d],
entao o comprimento do arco da curva x = g(y) do ponto (g(c),c) ao ponto (g(d),d) serd

dado por

d
L= / V1+1[g(y)]? dy.

Ver [3]

Exemplo 3.8 Ache o comprimento do arco da catendria definida por y = a cosh (%) entre

os pontos (0,a) e (x1,y1), onde z1 > 0.

Se
f(z) = acosh (2) ,

fi(x) = asenh (g)(é)

= senh (2)

Do Teorema 3.1, se o comprimento do arco dado por L unidades, temos

entao

L= / VI[P @)R da

= / \/1 + senh2 d:c

= / 1/cosh2 dx
[
- fosn (9]

= asenh <x1> —asenh(

a
= asenh <ﬂ> .
a




Capitulo 4

Funcoes hiperbdlicas inversas

Neste capitulo, vamos apresentar as defini¢oes, derivadas e integrais das funcoes hi-

perbdlicas inversas.

4.1 Definicoes

A relagao

y = senh0 (4.1)

também se escreve

0 = senh™ !y, (4.2)

e se 1é 70 igual a funcao inversa do seno hiperbdlico de y”. Portanto senh 6 e senh™'y sao
fungoes inversas uma da outra. A mesma notagao e nomenclatura sao usadas para as outras

fungoes hiperbdlicas inversas, que sao as seguintes
i) 0 = cosh™'y.

ii) 0 =tgh™'y.

iii) 0 = cotgh™'y.

iv) 0 = sech™1y.

v) 0 = cosech™ly.

40
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Vamos agora analisar as curvas e admitir que y seja dado.
A curva

y = senhx

¢é apresentado na Figura4.1 e vamos admitir que y pode ter qualquer valor, positivo ou
negativo, e entao o valor de x é univocamente determinado.

Y

senhx

Figura4.1

O senh™'0 ¢é univocamente determinado para qualquer valor de 6. Tem-se também
senh™(—0) = —senh™'0.
A curva

y = coshx

na Figura4.2, y pode ter qualquer valor positivo nao menor que 1. Quando y > 1, x tem
dois valores iguais em valor absoluto mas de sinais contrarios.

Y

cosh x

Figura4.2
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A funcao cosh™0, quando 6 > 1, tem dois valores diferindo sé pelo sinal. Tem-se
também

cosh™'1 = 0.

A curva

y=tghx

na Figura4.3, y pode ter qualquer valor menor, em valor absoluto, que 1 entao o valor de

x é univocamente determinado.

Figura4.3
A funcao tgh™'6 é univocamente determinada quando 6?2 < 1. Tem-se também
tgh=1(—=0) = —tgh™10.
As funcoes hiperbdlicas foram definidas no Capitulo 2 em termos das funcées expo-

nenciais. As funcoes hiperbdlicas inversas sao expressas em termos das fungoes logaritmicas.

As relagoes sao
(A) senh 'z =In(z+ Va2 +1). (x qualquer)

(B) cosh™ 'z =In(z+vV22—-1). (z>1)

1 1+

(C) tgh™ 'z = 5 In T (2 < 1)
1 1
(D) cotgh™'x = 3 In z t o (22 > 1)
1 1
(E) sech ™'z =In (5 + i 1> : 0<z<1)

x 72

1 1
(F) cosech ™z =In (— +1/ =+ 1) : (2 > 0)
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Agora vamos justificar algumas das férmulas acima.

Justificativa de (A). Seja 6 = senh™'z. Entao

x = senhf = %. (4.3)

Para resolver (4.3) em relagao a 6, vamos por sob a forma

1
0
22 =0
€ 69 X

ou

e? —2ze’ —1=0.
Esta é uma equacao do segundo grau em ¢’. Resolvendo,

e = x4+ a2 +1.

0

Como €e” é sempre positiva, deve-se desprezar o sinal negativo antes do radical. Logo,

usando logaritmos neperianos, temos (A).

Justificativa de (B). Seja 6 = cosh™'x. Entao
0 -0
x = coshf = %. (4.4)
Eliminado os denominadores e reduzindo, vem

e —92xe? +1=0.

Resolvendo,
e =x+V22—1.

Os dois valores devem ser considerados. Tomando-se os logaritmos, obtemos (B).

Justificativa de  (C). Seja 6 = tgh™'z. Entao
of o f
=tgh = ——.
=Y el +e?

(4.5)
Efetuando os célculos,
(z—De +(z+1De?=0.
Logo,
20 1+

11—z

Tomando os logaritmos, obtemos (C).
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As demais sao justificadas de formas semelhantes.

Exemplo 4.1 Transformar

5coshx + 4 senhx (4.6)

na forma C cosh (x + a), onde C' e a sao constantes, e achar C e a.
Por (2.14), temos

C cosh (x + a) = C cosh x cosha + C senh x senh a.
Logo,(4.6) terd a forma desejada se C' e a satisfazerem as equagoes

Ccosha=5

C senha =4.

Quadrando, subtraindo , e usando (2.5), vamos obter

logo,

pois cosh a deve ser positivo. Por divisao, obtemos também
4
tgha = -,
Ina=5

logo,
1
a=tgh 0.8 = 3 In9.

Portanto a = 1,099 e

5coshx + 4 senh x = 3 cosh (x + 1,099).
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4.2 Derivadas

As formulas sao as seguintes

(D) diesenh_lﬁz J@jﬁ
(2) di@ cosh™0 = \/%
(3) d%tghle - - _102.

(4) @cotgh I = Ty

(5) @sech 1o = —0\/%92.

d
6) — cosech 0= —————
(6) do |0|v1 4+ 62

Exemplo 4.2 Ache f’(z) sendo

f(z) =tgh™'(cos2x).

De (3) , temos

1

fl(r) = ———(—2sen2x)

1 — cos?2x
—2sen2x
sen?2x

2
sen?2x

= —2cosec2x.

4.3 Integrais
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As integrais sao expressas em termos das fungoes hiperbdlicas inversas, sao as seguintes

0
=senh ' =+ C. (0 qualquer)
a

) | e

= cosh™! o +C. (0 >a)
a

W |
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do 1, .40 2 _ 2

, db 1.8 .

IV) /m = _ECOtgh a + C (0 >a )

1 0
= ——sech™' =+ C. (0<0<a)
a

v) / do
0VE & a

do 1 0
vi — = —Zcosech ' =+ C. 0 qualquer
) [ ’ (6 qualquer)
L ode
Exemplo 4.3 Calcule _—
P 0o V3 +4x2?

A integral indefinida é

b 2de _/ do
o Viti? ) VEra
Temos
=2z, df=2dr e a=+3.
Assim,
L 2dx 0
— =senh ' =+ C,
0 V3+4x2 a
ou seja,
L 2dx 2x
— =senh ' =+ C.
0 V3 + 4da? V3
Portanto,
' 2dx . <2x) !
———= = senh —
0 \/3+4$2 \/g 0
2
= senh ! [ —=
(2
2
= senh™! [ —=).
(%)



Conclusao

As fungoes hiperbodlicas possuem um papel importante na matematica, pois envolvem
aplicagoes em varias areas do conhecimento, a exemplo da engenharia e arquitetura como
vimos com o exemplo da catenaria.

O aprofundamento no estudo de tais funcoes foi relevante para complementar o assunto
que ¢é apresentado de forma sucinta nos livros de céalculo.

As deducoes das formulas, identidades hiperbdlicas, derivadas e integrais, bem como,
as aplicagoes em equagoes diferenciais ordinarias foram de fundamental importancia para o
desenvolvimento deste tema.

Ao estudar as fungoes hiperbdlicas, pude somar conhecimentos e obter grande valor

para a minha formacgao académica.
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