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Resumo

Neste trabalho iremos estudar as sequéncias de Cauchy em Espacos Métricos, a fim
de definir os Espagos de Banach, que sdo espagos vetoriais normados completos, ou seja,
um Espaco de Banach é um Espaco Vetorial E, no qual estd definida uma norma, a qual
denotamos por || - ||. Além disso, E é um Espaco Métrico Completo, isto €, toda sequéncia

de Cauchy (x,) em E converge para um ponto a € E, simbolicamente:
"dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = d(xp,a) =|| x, —a||< "

Palavras-Chave: Espaco Métrico, Sequéncia de Cauchy, Espaco de Banach.



Abstract

In this paper we study the Cauchy Sequences in Spaces Metric, in order to define
the Banach Spaces, which are complete normed vectorial space, that is, a Banach Space is
a Vector Space E, which a rule is defined , that we denote by || - || and moreover, E is a
Complete Metric Space, that is, every Cauchy sequence (x,) in E converges to a point a
a € E, in symbols,

"data € > 0, exist ng € N such that n > np = d(x,,a) =|| x, —a ||< €"

Keywords: Metric Space, Cauchy Sequence, Banach Spaces.
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Introducao

Alguns matemdticos italianos como Ascoli e Pincherle fizeram uso das ideias de Can-
tor para o estudo de "espacos'"nio convencionais, onde nesses espagos um ponto poderia ser
uma curva ou uma fun¢do. Uma importante e decisiva contribuicdo ocorreu em 1906 por
Frechet em sua tese de doutorado.

Neste trabalho, que marca o inicio do Calculo Funcional, Frechet formulou alguns conceitos
como o de limite, derivada e continuidade para espacos de funcdes e, ao estudar estes con-
juntos nos diversos espagos, sugeriu uma definicao geral e abstrata do conceito de distancia
e pesquisando vérias maneiras de conseguir tal objetivo, sendo este o ponto de partida da
teoria dos espacos métricos. Este assunto foi posteriormente desenvolvido por Hausdorff em

1914, ganhando seu contexto praticamente atual em 1924 com Urysohn.

Um tipo especial de espago métrico € o Espaco de Banach que deve seu nome ao
matemadtico polaco Stefan Banach que estudou no Instituto Politécnico de Lviv, onde se dou-
torou em 1922. Banach € considerado um dos maiores mateméticos do século XX e também
introduziu o espaco B, que o matematico francés Maurice Fréchet denominaria em 1928,

Espacos de Banach.

Neste trabalho, utilizando como principal fonte de pesquisa o livro "Espagcos Métri-
cos", do autor Elon Lages, estudamos os Espacos Métricos e as sequéncias de Cauchy em
Espacos Métricos, com o principal objetivo de definir os Espacos de Banach, que sdo espa-
¢os vetoriais normados completos, ou seja, um Espaco de Banach é um Espaco Vetorial E,
no qual estd definida uma norma, a qual denotamos por || - || e além disso, E é um Espaco
Métrico Completo, isto é, toda Sequéncia de Cauchy (x,) em E converge para um ponto

a € E, em simbolos,
"dado € > 0, existe ng € N tal que n > no = d(x,,a) =|| x, —a ||< €.

O texto é dividido em quatro capitulos e um apéndice. No Capitulo 1, definimos o

que € um Espaco Métrico, Espaco Vetorial Normado e conjuntos limitados, no Capitulo 2
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Fungdes Continuas, Aplicacdo Lipschitziana e Transformacdes Lineares com o objetivo de
apresentar alguns resultados envolvendo continuidade, no Capitulo 3 Limites de Sequéncias,
Sequéncia Mondtona, com o objetivo de estudarmos Sequéncia de Cauchy e no Capitulo
4 Espagos Métricos Completos para finalmente definirmos os Espacos de Banach. Para
finalizar o trabalho, temos o Apéndice A, do qual contém algumas defini¢des e resultados

que foram utilizados neste trabalho.



1 Espacos metricos

Neste capitulo serd abordado a definicdo de Métrica e de Espagcos Métricos; bem
como algumas defini¢Ges, resultados e exemplos. Em particular estudaremos os Espacos

Vetoriais Normados, necessdrios para definirmos os espagos de Banach.

1.1. Espacos Métricos

Nesta secao iremos definir o que é uma métrica e um Espaco Métrico, além de expor

alguns exemplos.

Definicao 1.1 Uma métrica num conjunto ndo-vazio M é uma funcdo d : M x M — R que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero real d(x,y) chamado de
distancia de x até y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer
X, v,2€M:

di1) d(x,x) =0;

d2) Se x #y entdo d(x,y) > 0;

d3) d(x,y) =d(y,x);

d4) d(x,z) <d(x,y) +d(y,2);

Definicdo 1.2 Um espaco métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M.

Exemplo 1.1 A reta, ou seja, o conjunto R dos niimeros reais é um exemplo importante de

espaco métrico. A distancia entre dois pontos x,y € R é dada por d(x,y) =| x—y |, esta

métrica é conhecida como "métrica usual'de R.
Solucdo: Para mostrar que (R,d) é um espago métrico, basta mostrar que a fung¢do

d: RxR — R
(xay) — d(xay) :|x_y|
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satisfaz as condi¢des (i)-(iv) da Defini¢do 1.1
Sejam x,y,z € R, segue das propriedades de valor absoluto de numeros reais (ver Anexo
A.1), que

d1) d(x,x) = |x—x| =

d2) d(x,y) = |x—y| > 0;

d3) d(x,y) = [x—y| = [y—x[ = d(y,x);

d4) d(x,z) =|x—z|=|x—y+y—z[ <|x—y|+ |y -zl =d(x,y) +d(y,2).

Logo, d é uma métrica em R.

Exemplo 1.2 O espaco euclidiano R", é um espaco métrico. Este exemplo generaliza o
anterior. Os pontos de R" sdo as listas x = (x1,...,X,) onde cada uma das n coordenadas x;
é um niimero real. Hd trés maneiras naturais de se definir a distdncia entre dois pontos em

R". Dados x = (x1,...,x,) €y = (¥1,.--,¥n) € R" escremos:

d(x,y) = /(1 =y1)? 4o (o —ym)? = (B (= 30) )"
d'(x,y) = 1 =yil+... 4l =yl = iy i —yils

d"(x,y) =max|x; —y1|+ ...+ [x; — yu| = maxi<i<, |x; — yil

Solucido: Mostremos que d é uma métrica em R. De fato, sejam x = (xq,...,x,), y =

(¥1y---,yn) € 2= (21,.-.,2,) vetores quaisquer em R”, temos

d1) d(x,x)=+/(x1 —x1)2+...+ (xn —yn)2 =0

d2) Sex#yentiod(x,y) = /(x1 —y1)%+ ...+ (x, — yn)? > 0. De fato, x # y, entdo x; # y;
para algum 1 < i < n, de onde segue que (x; —y;)> > 0 para algum 1 < i < n,

consequentemente,

d(x,y) =/ (x1 —=y1)2+ ...+ (xn —yn)? > 0.
d3) d(x,y) =/ (x1 =y1)2+ .+ (= yn)? = V1 —x1)2 A n—20)2 = d(3,%)
d4) d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).

Mostraremos que a desigualdade dada no item (iv) € verdadeira, apds definirmos norma e

usarmos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (em Anexo A4).

1.1.1. Espacos de Funcoes

Nesta subsec¢ao iremos definir um caso particular de espago métrico, chamado espago

de fungdes.

Definicao 1.3 Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma funcdo real f : X — R chama-se limi-
tada quando existe uma constante k = ky > 0 tal que | f(x) |< k para todo x € X.

Indicaremos com B(X;R) o conjunto das fungdes limitadas f : X — R.
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Observacao 1.1 A soma, a diferenga e o produto de funcoes limitadas sdo ainda fungdes

limitadas.

Definiremos agora uma métrica em B (X;R) pondo para f,g € B(X;R) arbitrarias,

d(f,8) = supyex | f(x) —g(x) |-

Mostremos que, a fun¢do definida acima é uma métrica. De fato, sejam f,g,h € B(X;R),

segue das propriedades de supremo (ver Anexo A2), que

d1) d(f. f) = supyex | F(x) — f(x) |= sup,cy 0 =0.

d2) Se f # g, temos f(x) # g(x) para algum x € X, daf | f(x) — g(x) |> O para algum x €
X .Consequentemente,
d(f,8) = supex | f(x) —g(x) [>0,se f # ¢.

d3) d(fag) = SUP,cx ‘ f(x) _g(x) |: SUPxex | g(x) _f<x) |: d(gvf)

d4) d(f,g) = supyex | f(x) —g(x) |
Mas, pelas propriedades de valor absoluto de nimeros reais,
| f(x) = 8(x) [=] £ (x) = h(x) +h(x) —g(x) |<[ f(x) —h(x) | + [ h(x) —g(x) |, para
todo x € X, temos, pelas propriedades de supremo
sup,ex | f(x) —g(x) [< supeyx | f(x) —h(x) | +sup.cx [ Alx) —g(x) |,

ou seja,

d(f,8) < supyex | f(x) —h(x) | +supyex [ h(x) —g(x) [=d(f,h) +d(h,g).
Logo, d é uma métrica.

Exemplo 1.3 O conjunto B(X;R), com a métrica definida acima é um espaco métrico.

1.2. Espacos Vetoriais Normados

Nesta secao iremos definir o que é uma norma, a fim de definirmos os Espacos Veto-

riais Normados.

Definicao 1.4 Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungdo real

| - ||: E — R, que associa a cada vetor x € E o niimero real || x ||, chamado a norma de x,

de modo a serem cumpridas as condi¢oes abaixo para quaisquer x,y € E e A escalar:
N1) Se x # 0 entdo || x || # 0;

N2) || A [|= [A]- [l x [];

N3) (| x+y|[<[[x[+ [y

Observagdo 1.2 Em N2), | A | indica o valor absoluto de A € R.
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Definicao 1.5 Seja E um espaco vetorial real. Um espaco vetorial normado é um par
(E ) H ’

designa o espago vetorial normado com E, deixando a norma subtendida.

), onde E é o espago vetorial real e || - || é uma norma em E. Frequentemente se

Observacao 1.3 Num espago vetorial normado, se tem

[ x=y = d(x.y).

Além disso,

% [[= d(x,0),

isto é, a norma de um vetor x é a distancia de x até a origem.
Exemplo 1.4 R é um espaco vetorial normado.

Solucdo: Sendo R um espago vetorial, basta considerar a norma definida pelo valor absoluto,
isto é, dado x € R, || x ||=| x | . E o valor absoluto, conforme proposi¢do (em Anexo Al),

satisfaz as condi¢des da definicdo, isto €, define uma norma em R.

Exemplo 1.5 Os pares (R", ]| - ||), (R", || - ||")e(R", ]| - ||"), sdo espagos vetoriais normados,

cujas normas || - ||, || - ||" e || - |"" s@o dadas, respectivamente, por

Lo xll= EL ()2
I || x ||'= iy

. || x||”= max|x;

1

, comx = (x1,x2,...,%,) € R™.

Solucido: Como R” é um espago vetorial (Ver [1]).

Mostremos apenas que a fun¢do dada por I, define uma norma.

I. De fato sejam x = (x1,x2,...,X,) €y = (y1,¥2,...,yn) ER"e L €R

N1) Se x # 0 entdio x; # 0 para algum 1 < i < n. E, como (x;)?> > 0, para todo 1 <i < n,

temos,
| x||= \/ ﬁ"l(Xi)z = \/(X1)2+ (XQ)Z—l—...—}—(xn)z #0

N2) || e | = /T (o) = /X A2 = (/R T o = VA2 X 2 = 0| x|
N3) x4y = /I (i +yi)? =[x +y 1P= T (xi + 1),
onde
oy =Y (2 2%y ) =Y 2 Y Dxiy Y2
zzl(xl+yl) l=1(xl + xlyl+yz) i=1%; +Zz=1 xlyl+zl=1yz'
Usando a definicdo de produto interno e a desigualdade de Cauchy (ver Anexo
A4), temos
Y xiyi =2<x,y><2|<xy>[<2 x| [yl




17

Dai,
Fx+y IP<lx P2 -y T+ Iy 2= el =+ 1y D2

Aplicando a raiz quadrada em ambos os membros da tltima desigualdade,obtemos

[ty [I<[Fx (] + Ty [l

Logo,|| - || € uma norma em R”. Portanto,(R", || - ||) € um espago vetorial normado.

Observacao 1.4 De modo andlogo ao que foi feito no item N3 do exemplo anterior, prova-

mos o item d4 do Exemplo 1.2.

Exemplo 1.6 Um outro exemplo de espago vetorial normado é B(X,R) definido na segdo

anterior, onde definimos

I/ ll=sup | f(x)]|.
xeX
Usamos || f || para designar a norma da fungdo f.

Solugio: Como B(X,R) é um espaco vetorial. Mostremos apenas, que esta fun¢io define

uma norma em ‘B(X;R).

N1) Se f # 0, isto é, f(x) # 0 para algum x € X, o que implica, | f(x) |# 0 para algum
x € X.Assim , pelas propriedades de supremo:

|/ ||=sup | f(x) |#0.
xeX

N2) || Af [|= supsex | Af(x) |, onde [ Af(x) [=| A |- [ f(x) ]
Dai aplicando a propriedade de supremo:
1/ 1= supyex [ Af (%) |= supsex [ M| -| f(x) [= A ] -supeey | f(0) [=[ M- fl
N3) || f+¢ = supex | (f +8)(x) |, onde, | (f +)(x) [=] f(x) +g(x) [<] f(x) [ + | g(x) |
e pelas propriedades de supremo:
I f+ g lI= supsex [ f(x) +8(x) [< supyex [ f(x) [+ 8(x) |= supex | f(¥) |

+supeex [ g) =l F I+ 1T gll-
Portanto, || - || € uma norma em B(X;R).

1.3. Conjuntos Limitados

Nesta secdo iremos definir conjuntos limitados.

Definicao 1.6 Um subconjunto X de um espaco métrico M é limitado quando existe uma
constante ¢ > 0, tal que d(x,y) < ¢, para quaisquer x,y € X. A menor dessas constantes ¢

serd chamada o didmetro de X.
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Exemplo 1.7 Considere M um espaco métrico e r € R, r > 0. A bola aberta de centro em a

e raior, B(a;r) = {x € M;d(x,a) < r} é um conjunto limitado.

Solucgio: Dados x,y € B(a;r), temos

d(x,a) <red(y,a)<r,

assim,

d(6) S dva)+dlay) < r i r =2

Observacido 1.5 De modo andlogo, justifica-se que a bola fechada Bla;r] = {x € M;d(x,a) <

r} e a esfera Sa;r] = {x € M;d(x,a) = r} sdo conjuntos limitados.

Observacdo 1.6 Dizer que dados x,y € X, d(x,y) < c significa afirmar que ¢ é uma cota
superior para o conjunto das distdncias d(x,y) entre os pontos de X. A menor das cotas
superiores de um conjunto de niimeros reais chama-se o supremo desse conjunto. Assim,

podemos definir o diametro de um conjunto limitado X C M como sendo o niimero real
diam(X) = sup{d(x,y) : x,y € X}

Observacao 1.7 Todo conjunto finito é limitado.

Proposicao 1.1 Se X e Y sdo conjuntos limitados, entdo X UY ¢é limitado.

Demonstragcdo: (Ver [7]) [ |

Definicao 1.7 Uma aplicacdo f : X — M, definida num conjunto arbitrdrio X e tomando
valores num espago métrico M, chama-se limitada quando sua imagem f(X) é um subcon-

Jjunto limitado de M.

Podemos agora, generalizar a definicdo de métrica vista para o conjunto B(X,R).
Seja X um conjunto arbitrdrio e M um espago métrico. Usaremos a notagdo B(X,M) para
indicar o conjunto das fung¢des limitadas f : X — M, no qual podemos definir a distancia

entre duas funcdes limitadas f,g : X — M pondo

d(f,8) = supd(f(x),g(x)),

xeX

chamada métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup.
Quando E é um espago vetorial normado, a métrica do sup em B(X,E) provém da

seguinte norma
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| fll=sup|f(x)],f(x) €E
xeX

e podemos escrever || f — g || em vez de d(f,g). Assim, B(X,E) é um espago vetorial

normado.



2 Funcoes Continuas

Neste capitulo serd apresentado a definicao e exemplos de funcdes continuas, assim
como as defini¢cdes das aplicagdes Lipschitziana e Contracdo Fraca, e de Transformacdes

Lineares, a fim de apresentarmos resultados envolvendo a continuidade de tais aplicagdes.

2.1. Definicao de Funcoes Continuas

Nesta se¢do iremos definir e dar um exemplo de fun¢do continua.

Definicao 2.1 Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacdo f : M — N é continua
no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter & > 0 tal que

d(x,a) <d=d(f(x),f(a)) <€, paratodox e M.

Diz-se que f : M — N é continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.

Exemplo 2.1 Se || - ||: V — R é uma norma no espago vetorial V entdo || - || é uma fun¢do

continua.

Solucdo: Sejam x,a € V, dado € > 0, tomando d = €, temos

d(x,a) <&=d(|[x|[la ) <e.

De fato, por defini¢ao,
d(| x ;[ all) =[x = all

e pelas propriedades de norma
[ xl =1Ilall<llx=al,

consequentemente
d([[x [l al) <[[x—al=d(xa) <d=e.

Portanto, || - || € uma fung@o continua.
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Proposicao 2.1 Sejam M um espaco métrico, E um espaco vetorial normado e f,g: M —
E, o, B: M — R aplicacbes continuas, com B(x) # 0 para todo x € M. Entdo sdo continuas

o
as aplicacoes f +g: M — E, Obf:M—)EeE :M — R, definidas por

(f+8)(x) = fx) +8x), (- f)(x) = aulx) - f(x),

G-

Demonstragdo: Ver referéncia [5] [

2.2. Aplicacao Lipschitziana e Contracao Fraca

Nesta secdo iremos definir quando uma aplicagdo € dita Lipschitziana e quando € dita

contracgao fraca.

Definicdo 2.2 Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0 (chamada
de constante de Lipschitz) tal que d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) quaisquer que sejam x,y € M.

Dizemos entdo que f é uma aplicagdo lipschitziana.
Proposicao 2.2 Seja f : M — N uma aplicagdo Lipschitziana entdo f é continua.

~ . PR i €
Demonstracdo: Com efeito como f € Lipschitziana, dado € > 0, tomando & = — > 0, temos
c

dy(x,y) <8==dn(f(x),f(y)) < c-du(x,y) <c-8=c-

o lm

=E&.

Logo f € continua. [

Proposicao 2.3 Se f,g: M — R sdo funcoes Lipschitzianas o mesmo ocorre com f+g e
KfcomKeR

Demonstracdo: (Ver [7])
[

Observacao 2.1 Dado f: M — R, onde M C R. Sendo f Lipschitziana, a inclinagdo de

qualquer secante ao grdfico de f é, um valor absoluto, < c.

De fato, sendo f Lipschitziana, existe ¢ > 0 tal que

| f(x) = f() |< e |x—y] paratodox,y € M,

de onde segue que,

[f() = fO) |

< ¢, paratodo x,y € M.
|x—y]
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Mas, por definicao,
f) =)
x—y |
¢ a inclinacdo (coeficiente angular) da reta secante ao grafico de f, que passa pelos pontos
(x,f(x)) e (v, f(y)), ou seja, a inclinagdo de qualquer secante ao grafico de f é, um valor

absoluto, < c.

Observagio 2.2 Seja f : I — R, definida num intervalo I, derivdvel em I, tal que | f'(x) |<
¢, para todo x € 1. Entdo pelo Teorema do valor Médio (Ver Anexo A6). Dados x,y € I existe

um niimero z no intervalo (x,y) tal que

f(X))C:)Jj(y) _ f/(Z),

o que implica
| fG) = f) =1 £ @) |- Tx—y ],

e sendo | f'(x) |< ¢, para todo x € I, como z € (x,y) C I temos

[ f)=F) [<elx=y].

Assim toda fun¢do com derivada limitada num intervalo (o qual pode ser limitado) é

Lipschitziana.

Defini¢do 2.3 Se f: M — N ¢ tal que d(f(x),f(y)) < d(x,y) para quaisquer x,y € M,

dizemos que [ é uma contragdo fraca.

Observacao 2.3 Se f é uma contracdo, f é lipschitziana (com ¢ = 1) e portanto pela Pro-

posi¢cdo 2.2 é continua.

Observacao 2.4 A aplicagcdo dada no Exemplo 2.2, abaixo, também é um exemplo de uma

contracdo fraca.

Exemplo 2.2 Se || - ||: V — R € uma norma no espago vetorial V, entdo || - || € uma apli-

cagdo Lipschitziana.

Solucio: Conforme vimos no Exemplo 2.1,
d([ x I,y ) <[[x—y ||=d(x,y), para todo x,y € V,

ouseja, d(|| x ||, ]| ¥ ||) < c-d(x,y), para todo x,y € V com constante de Lipschitz ¢ = 1.
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2.3. Transformacoes Lineares

Nesta secdo iremos definir uma Transformac¢do Linear, a fim de mostrarmos um re-

sultado que envolve a continuidade de tais funcdes e que serd utilizado mais adiante.

Definicao 2.4 Sejam E.F espacos vetoriais sobre R. Uma aplicacdo f : E — F chama-

se uma tranformagdo linear quando, para quaisquer x,y € E e A € R, tém-se f(x+y) =

JE)+ ) e f(h-x) =Af(x).

Observacio 2.5 Segue da defini¢do de transformacdo linear que f(0) =0, pois f(0) =
0- f(0) = 0. Também temos que se F = R, diremos que f : E — R é um funcional linear.

Definicao 2.5 Sejam E e F espacos vetoriais normados e [ : E — F uma transformacdo

linear. Dizemos que f é limitada se existe uma constante c, tal que para todo x € E, temos

@) [<cllx]l.

Proposicao 2.4 Sejam E | F espagos vetoriais normados. As seguintes afirmagoes a respeito
de uma transformacdo linear f : E — F sdo equivalentes:

(1) f é continua;

(2) f é continua no ponto 0 € E;

(3) Existe ¢ > 0tal que || f(x) ||< c || x || para todo x € E;

(4) Existe c > 0tal que || f(x) — f(y) |[< c || x—y || para quaisquer x,y € E.

Demonstracdo:
(1) = (2) Por hipétese temos que f € continua, assim f € continua em todos os
pontos a € E, em paticular, como 0 € E (pois E é um Espaco Vetorial), segue que f € conti-

nua no ponto 0 € E.

(2) = (3) Como por hipétese f é continua no ponto 0 € E, para todo € > 0, existe
0 > 0 tal que
d(x,0) <8 =d(f(x),f(0)) <e,

e sendo f linear temos f(0) = 0, daf temos,
[x[[<d=]f(x)l<e.

Tomando € = 1, temos
[x[[<d=| f(x) (<1 2.1)

1
Agora, considerando ¢ € R, tal que 0 < — < 9, dado x € E, temos que:
c
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e Sex=0,£(0)=0e | f(0)[|=[[0] ouseja,

I f) [<e[[x]l
e Se x # 0, temos ||x HEE,poistEe ” HE]R,esendoEumespagovetorial,
cllx cllx
1 1
S H <l _1 5
clixll = clixll cllxlill ellxll e
consequentemente por 2.1
()l <
Agora, sendo f linear, temos
() = e 0= g @ <,
= - flx
cllxll/cllx] c- || I
ou seja,
| f(x) ||< ¢ || x|, paratodox € E,x # 0. (2.2)

Portanto de 2.1 e 2.2, concluimos que
| f(x) |I< ¢ || x|, para todo x € E.

(3) = (4) Por hipétese existe ¢ > 0 tal que || f(x) ||< ¢ || x ||. Desse modo, usando
a linearidade de f, temos

1) =FO) =1 fx=y) 1< e Tx =y,

pois, x,y € E e sendo E um espacgo vetorial (x —y) € E.
Portanto, || f(x) — f(y) [|[<c || x—y ||, para todo x,y € E.
(4) = (1) Por hipétese existe ¢ > 0 tal que

7o) =f() l[< e [[x=y |, paratodo x,y € E,
o que implica
d(f(x), f(¥)) < c-d(x,y) para algum ¢ > 0,

Logo obtemos que a aplicacdo € Lipschitziana, e portanto, pela Proposi¢do (2.2), concluimos

que f € continua. [ ]



3 Sequéncias de Cauchy em Espacos Métricos

Neste capitulo iremos definir inicialmente sequéncia, limite de sequéncia e sequéncia
limitada, apresentando alguns resultados e exemplos. Em seguida, definiremos sequéncia de
Cauchy em Espacos Métricos, e provaremos alguns resultados sobre tais sequéncias, neces-

sarios para que finalmente possamos no préximo capitulo definir os Espacos de Banach.

3.1. Sequéncia
Nesta secao definiremos sequéncia e subsequéncia.

Definicao 3.1 Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicacdo x : N — M, definida no

conjunto N ={1,2,...,n,...}, dada por x(n) = x,,.
Notagdes: (x1,%2, ..., Xn,--.), (Xn)nen OU (x,)

11
)

Definicdo 3.2 Uma subsequéncia de (x,) é uma restricdo da aplicagdo x : N — M a um
subconjunto infinito de N' = {n; <np <...<n; <...} deN.

| =

1
Exemplo 3.1 Sejax:N— R, comx, = o Neste caso obtemos a sequéncia, <

1
Exemplo 3.2 Considere a sequéncia x : N — R com x, = (—1)" - .

-1 -1 —1
Tomando N' = {1,3,5,...} C N, obtemos a subsequéncia (7,?,3—2, .. )

Definicio 3.3 Uma sequéncia (x,) no espaco métrico M chama-se limitada quando o con-
Junto de seus termos ¢é limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que d(x,,,x,) < ¢, para todo

m,n € N, ou equivalentemente, existe ¢ > 0 tal que,

Se M for normado — || x, ||< ¢, para todo n € N.

Exemplo 3.3 A sequéncia dada no Exemplo 3.1, é limitada pois

| x, |< 1, para todo n € N.
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Exemplo 3.4 Sejaa cR. A sequéncia constante x,, = a é limitada. Com rela¢do a sequéncia

Xn = a", temos que esta sequéncia é limitada se | a |< 1, caso contrdrio ela ndo é limitada.

Solucdo: Note que, dada a sequéncia (x,) com x, = a, temos que a sequéncia

(a,a,a,...,a,...)
¢ limitada, pois sendo a € R, existe ¢ € R, ¢ > 0 tal que
| xp |< ¢, paratodon € N,
Com relac@o a sequéncia (x,) com x, = d”", isto &,

x, = (a',a®,d,....a",...).

Se | a |> 1, entdo x,, = " ndo € limitada, pois ndo existe ¢ > 0 tal que | x, |=| a" |< ¢, para

todo n € N. De fato, pela Desigualdade de Bernoulli, dado b > —1, para todo n € N, temos
(1+D)" > 1+nb.

Tomando b =|a | —1, como | a |> 0, temos b > —1, e como a desigualdade acima & vélida

para todo n € N, tomando n > %, segue que

1
(1+|a|—1)”>1+ch,

ou seja, existe n € N tal que

|xn |=[d" |=(Ja])" >c
Mas, se | a |< 1, ento a sequéncia é limitada, pois
la|<1=|a|"<1"=1,

ou seja,

| x, |< 1, para todo n € N.

3.2. Limite de uma Sequéncia

Nesta se¢do iremos definir o limite de uma sequéncia, isto €, quando uma sequéncia
¢ dita convergente. Além disso, apresentaremos alguns resultados e exemplos evolvendo a

sequéncia convergente.
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Definicdo 3.4 Seja (x,) uma sequéncia num espagco métrico M. Diz-se que o ponto a € M
é limite da sequéncia (x,) quando, para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente, pode-se
obter ng € N tal que

n>ng = d(xp,a) <E€.

Notagdes: Para indicar que a é limite de uma sequéncia (x,), usa-se:
a = limx,; a = lim, x,; a = lim,cN X, ou x,, — a (1é-se x,, tende para a).

E, para exprimir este fato, dizemos que (x,) € uma sequéncia convergente ou que (x,) con-

verge para a.
Proposicao 3.1 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Seja x, uma sequéncia convergente, digamos limx, = a, ou seja, dado € > 0
existe ng € N tal que
n>ny = d(x,,a) <E€.

Assim,

n>ny = x, € B(a,¢).

Logo , os termos da sequéncia pertencem ao conjunto
{x1,%2,x3,...,%, } UB(a,€),

que € limitado, pois {x1,x2,...,x,,} € finito e portanto limitado e B(a,€) é limitado, e a
unido de conjuntos limitados € limitado, conforme vimos no Capitulo 1, portanto (x,) é uma

sequéncia limitada. ]

Proposicao 3.2 (Unicidade do limite). Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites

diferentes.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia no espaco métrico M, e sejam a,b € M tais que
a =limx, e b = limx,. Pela definicdo de limite dado arbitrariamente € > 0, existe ng € N tal
que

n>ny = d(x,,a) <&.

Existe também n; € N tal que
n>n; = d(x,,b) <Ee.
Tomemos agora n € N, n = max{ng,n; }. Entdo,

d(a,b) <d(a,x,)+d(x,,b) < 2¢,
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de onde segue que,

0 <d(a,b) < 2¢, para todo € > 0.
Consequentemente, d(a,b) = 0, e portanto a = b. |
Proposicao 3.3 Se limx,, = a, entdo toda subsequéncia de x, converge para a.

Demonstragio: Seja N' = {n; < ny <n3 < ... <n; <...} um subconjunto infinito dos
naturais. Por hip6tese dado qualquer € > 0 existe ng € N tal que

n>nyg = d(xp,a) <E€.

Queremos provar que limx,, = a, ou seja, dado € > 0, existe ny € N tal que,

ng > ng = d(x,,,a) <€

Como N’ C N € um conjunto infinito existe kg € N, tal que ny, > ng. Logo
k > ko = ng > ny, > ng = ng > ny = d(xp,,a) <&,

ou seja,

limx, =a=limx,.
keN neN

Observacao 3.1 A reciproca da proposicdo dada acima, ndo é verdadeira. Pois, se conside-
rarmos a sequéncia (1,—1,1,—1,1,---)-, podemos observar que as subsequéncias (1,1,1,--

e (—=1,—1,—1,—1,--+) sdo convergentes, porém a sequéncia ndo é convergente.

3.3. Sequéncia Monétona

Nesta secdo iremos definir um caso particular de sequéncias definidas no conjunto

M = R, chamadas sequéncias mondtonas.

Definicao 3.5 Uma sequéncia (x,) de niimeros reais diz-se crescente quando se tem x; <
X < x3< ... <Xy < ..., isto é X, < Xp+1 para todo n € N. Quando vale x, < x,41,
a sequéncia diz-se ndo -decrescente.Uma sequéncia de niimeros reais é dita decrescentes
quando tem-se x| > xp > X3 > ... > X, > ..., OU seja, X, > X,+| para todo n € N. Quando
vale apenas x,, > x,+1, a sequéncia diz-se ndo-crescentes. Uma sequéncia de um desses

quatro tipos é chamada mondtona.

Proposicao 3.4 Toda sequéncia Mondtona limitada de niimeros reais é convergente.
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Demonstragdo: Ver referéncia [5]. [ |

Corolario 3.1 Uma sequéncia mondtona de niimeros reais é convergente se, e somente se,

possui uma subsequéncia limitada.

Demonstragcdo: Ver referéncia [5]. [ |

1 n
Exemplo 3.5 A sequéncia (x,) com x, = 5) é mondtona (ndo-crescente), pois,

X1 22X 2 X322 ...2X, 2 ...
isto é,
Xp > Xpt1, para todo n € N.

Além disso , (x,) é limitada, pois | x, |< 1, para todo n € N.

Portanto, pela Proposi¢do 3.4, podemos concluir que (x,) é convergente.

3.4. Sequéncia de Cauchy

Nesta se¢do iremos definir as sequéncias de Cauchy e apresentar alguns resultados.

Definicio 3.6 Uma sequéncia (x,) num espaco métrico M chama-se uma sequéncia de Cau-

chy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que
m,n > ny = d (X, x,) < €.

1
Exemplo 3.6 A sequéncia (x,) definida em R, com x, = — é de Cauchy.
n

~ € . € o1 € ) oA
Solucao: Dado 3 > 0, existe ng € N tal que nOE > 1, isto €, — < R cuja existéncia é
n

0
garantida pela Propriedade Arquimediana (ver Anexo A5) de R. Entdo,

m,n > ny = d(xp,x,) <&,

pois,
1 1

d (Xm,xn) :|xm—x,, |:| mon 1<

1

1
m n
1

1 1
ecomom,n>ny—=— < —e— < —,temos
m no n no

1 1
d(.x’n7.xl1) < - + - <

E—I—S—S
no ng 2 2
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ou seja,
myn > ny = d(xp,x,) < €.
Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy.
Proposicao 3.5 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia convergente, isto €, uma sequéncia tal que limx, =

a, por definicdo, dado € > 0, existe ng € N, tal que

n>ny = d(x,,a) <E€.

Dai,
€ €

m,n > ny = d(xn,a) < 3 e d(xm,a) < 5

Mas, pela defini¢do de métrica, temos
d(xXm,xn) < d(xp,a) +d(xp,a).
Entao,
€ € 2
m,n > ny = d(xXm,X) < d(xp,a) +d(xpy,a) < 5 + ;=5 =&

Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy. n

Proposicao 3.6 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M, por defini¢do,
dado € > 0, existe ng € N, tal que

myn > ny = d(xXpm,X,) < €.

Desse modo, usando a defini¢do de conjunto limitado, estudada na Secdo 1.3, podemos con-
cluir que o conjunto {xp,+1,Xny+2,- ..} € limitado.

Alem disso, temos

{xlax23x3a <9 Xng s Xng+1,Xng+25 - - } - {xl,xz,X3,xn0} U {xno+1vxn0+27 .. '}a

onde {x1,x2,x3,X,,} € um conjunto finito, e portanto ¢ limitado, e conforme acabamos de
Ver o0 conjunto {Xp,+1,Xn+2, - - - também & limitado. Assim, segue da Proposi¢do 1.1, que o
conjunto

{X0,X2,X3, ., Xng s Xng+-15 Xng 425 - - - }

também ¢é limitado, ou seja, (x,) é limitada. |
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Proposicao 3.7 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é con-

vergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de cauchy no espago métrico M e (x,, ) uma sub-
sequéncia que converge para o ponto a € M. Mostremos que limx, = a.

Com efeito,como (x,, ) converge para a, por defini¢do, dado € > 0, existe p € N tal que

ng > p = d(xn,,a) <

N m

E, sendo (x,) de Cauchy, por defini¢do, existe também g € N tal que

m,n > q = d(xp,X,) <

N m

Seja ng = max{p,q}. Para todo n > ng existe ny > ng, o que implica,

€ €&
d(x”’a) = d(xn,xnk)—f—d(xnk,a) < §+ 2 =&,

ou seja,
n>ny = d(xp,a) <Ee.

Portanto, por defini¢do, concluimos que limx,, = a. ]



4 Espacos de Banach

Neste capitulo, usaremos as defini¢des e resultados estudados nos capitulos anterio-

res, para finalmente definir os espacos de Banach.

4.1. Espaco Métrico Completo

Nesta secdo iremos definir os Espacos Métricos Completos, exemplificando e apre-

sentando alguns resultados sobre estes espacgos.

Definicao 4.1 Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia se Cauchy
em M é convergente, isto é, se (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M, existe a € M, tal que,

limx, = a.

Exemplo 4.1 R é um Espagco Métrico Completo.

Solucdo: Ja mostramos no Capitulo 1, que R é um espago métrico, cuja métrica usual é dada
pord(x,y) =|x—y|, x,y € R. Resta mostrarmos que R é completo.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Para cada n € N defina a sequéncia de conjuntos
(X,),com

X = {Xn, Xnt1, %042, - - - }-

Note que
X1D2X%DX3D...0X,D....

Além disso estes conjuntos sdo limitados, pois sendo (x,) é de Cauchy, segue da proposi¢do
4.2 que (x,) é limitada. Consequentemente para cada n,n = 1,2,3,..., estd bem definido o
infimo de X,,, digamos

a, = infX,,.

Como
X102X%DX3D...0X,D...,
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segue das propriedades de infimo que
infX; <infX; <infX; <...<infX, <...
isto &,
a;<ap<...<b=supXj,

de onde segue que a sequéncia (a,) é mondtona. Mas, pela Proposicdo 3.4 como (a,) ¢ uma

sequéncia de nimeros reais mondtona e limitada, (a,) converge, isto é, existe a € R tal que
lima, = a.

Mostremos que limx, = a. Sendo (x,) uma sequéncia de Cauchy, pela Proposicéo 4.3, basta

mostrar que existe uma subsequéncia de (x,) que converge para a, isto é,
dado € > 0 e n; € N, podemos obter n > n;j tal que d(x,,a) < €.

Temos que a = lima,, assim, dado € > 0 existe m > n) tal que d(a,;,a) < €, ou seja,

| am — a |< €, de onde segue que
—&ta<ap<a+e “4.1)
Além disso, como a,, = infX,,, pela defini¢cdo de infimo, existe n > m tal que
Ay < Xy < Xy = Ay < Xy 4.2)

De 4.1 e 4.2, segue que
—€ta<x;<a-tg,

ou seja, d(x,,a) < € o que implica x, € B(a,€), ou seja, a subsequéncia x, converge para a.

Portanto, limx,, = a, de onde podemos concluir que R é um espaco métrico completo.

Proposicao 4.1 Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo. Reci-

procamente, um subespago completo de qualquer espaco métrico é fechado.

Demonstracdo: (Ver [7]) [ |

Proposicao 4.2 O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sdo com-

pletos.

Demonstracdo: Suponha que M x N é completo. Mostraremos que M e N sdo completos.

Fixado b € N, vemos que a aplicacdo

f:M—MxN
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x+— (x,D)

€ uma isometria de M sobre o subespaco fechado M x b C M x N, pois preserva as distincias,
ou seja, dados x,y € M, temos d(f(x), f(y)) = d(x,y) .Sendo por hipétese M x N completo
e M x b um subespaco fechado, segue da proposi¢c@o anterior que M x b € completo, o que
implica que M é completo.

Agora, fixado a € M, de modo andlogo, vemos que a aplicacio

fiN—MxN
x+— (a,x)

¢ uma isometria de N sobre o subespago fechado a x N C M x N, sendo por hipétese M x N
completo e a x N um subespaco fechado, segue novamente da proposi¢do anterior que a X N
€ completo, o que implica que N € completo.

Reciprocamente suponha que M e N sdo completos. Mostraremos que M x N é completo,
ou seja, dada a sequéncia de Cauchy (z,) em M X N, existe c € M X N tal que z,, —> c.
Seja z, = (X,yn) € M x N para cada n € N, como (z,) é de Cauchy em M x N, temos,(x;)
¢ de Cauchy em M e (y,) é de Cauchy em N, e por hipétese M e N sdo completos, assim

existema € M e b € N, tais que
X, —a€eMey,—>beEN.

Considere ¢ = (a,b) € M x N, temos

(Xn,yn) — (a,b) e M x N

Logo M x N é completo. ]
Corolario 4.1 M; x ... x M, é completo se, e somente se,M,,...,M, sdo completos.
Demonstracdo: Ver referéncia [5] [ |

Corolario 4.2 O espaco euclidiano R" é completo.

Demonstracdo: Como vimos no Exemplo 4.1, R € completo e pelo Colorério 4.1 podemos

afirmar que R" € completo. ]

4.2. Espaco de Banach

Nesta secdo, finalmente iremos definir os espacos de Banach, e apresentar alguns

exemplos.

Definicao 4.2 Um espaco vetorial normado completo chama-se um espaco de Banach.
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Exemplo 4.2 R é um Espaco de Banach.

Solucao: Temos que R € um espaco vetorial normado, cuja norma é definida pelo valor
absoluto. Além disso, pelo exemplo 3.7, mostramos que ele é completo. Portanto, R é um

Espaco de Banach.
Exemplo 4.3 R" é um Espaco de Banach.

Solucdo: De fato, temos que R" é um Espaco Vetorial Normado cuja norma é

lxl= Y ()2,

i=1

conforme vimos no Exemplo 1.3.

Mostraremos agora que R” € completo. De fato,sendo R, conforme vimos no Exemplo 4.1,
segue do Coroldrio 4.1 que R x R x ... x R € completo, ou seja, R"” é completo.

Portanto R" é Espaco de Banach.

Exemplo 4.4 O conjunto das fungoes limitadas de X em F, denotado por B(X;F), onde X

€ um conjunto qualquer e F é um Espaco de Banach, é um Espaco de Banach.

Solucdo: Temos que B(X; F) é um espago vetorial normado, cuja norma é definida por
I {l=sup [ f(x) |-
xeX

Mostraremos agora que, B(X; F) é completo, isto &, se (f,) C B(X;F) é de Cauchy
na norma do supremo entdo (f;,) converge, na norma do supremo, e que o ponto limite estd
em B(X;F). Se (f,) é de Cauchy na norma do supremo, dado € > 0,3N € N tal que

€
€
Mas, por definicdo || f;, — fin ||= supyex || fu(x) — fin(x) || < 3 Consequentemente,

€
| fu(x) = fin(x) [|< E,paratodox € Xeparatodom,n > N. 4.3)

Portanto, para cada x € X fixado, (f,,(x)) € uma sequéncia de Cauchy no Espaco de Banach
F e, sendo F completo, temos que para cada x € X, (f,,(x)) é convergente. Note que o limite
define uma funcdo de X em F que denotaremos por f, ou seja,

lim f,(x) = f(x).

n—soo
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Mostraremos agora que f € B(X;F) e f, — f. Tomando o limite quando m — o e usando
a continuidade da norma (vide Exemplo 2.1), teremos

Tim ] fin (x) = S ) [|=[] Tim (fin () = fa () =11 F () = fulo) |-
Assim passando o limite com m — oo em 4.3, temos
tim || () = fo() |< Jim 5
mlggo Jm(x) = fu(x nglgoz’
ou seja,

€
| f(x) = fulx) [|< X paratodox € X en > N.

Consequentemente,

€
I fa = 1 11= suprex || fu(x) = f(x) | < 5, paratodon > N,
o que implica,
|| f — fn ||< € para todo n > N, ou seja, f,, — f.

Além disso, observe que, da ultima desigualdade acima segue que f — f,, € B(X;F) para
todon > N. Como f = f— f,+ f,, onde f— f, € B(X;F), paratodon >N e f, € B(X;F),
segue que f € limitada, isto é, f € B(X; F).

Exemplo 4.5 O conjunto das funcdes continuas e limitadas denotado por Co(X;F) = {f :
X — F; [ é continua e limitada }, onde onde X é um espaco métrico e F é um Espaco de
Banach, é um Espago de Banach.

Temos que Co(X; F) é um espaco vetorial normado, cuja norma é

1/ ll=sup [| f(x) |,
xeX

conforme mostramos no Capitulo 1. Além disso Co(X;F) C B(X;F), pois se f € Co(X;F), f
é limitada, dai f € B(X;F). Mostraremos que Co(X; F) € completo. Seja ( f,,) uma sequéncia
de Cauchy em Cy(X;F), mostraremos que (f,) converge em Cy(X;F). Como (f,) é de
Cauchy em Co(M;F) segue que (f,) é de Cauchy em B(X;F), pois Co(X;F) C B(X;F).
Assim como B(X;F) é de Banach (f,) converge em B(X;F), isto é, existe uma fungdo
f:X — F limitada tal que

fn—>f7

ou seja,

€
dado € > 0, existe N € N tal que || f, — f ||< 3 sen>N.
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Afirmagdo: f é continua.

Temos,
€
| fu—f 1= sup 1fa(x) = f () 1=l fulo) = f(x) < 5 (4.4)
x€
para todo x € X, para todo n > N.
como f, € Co(X;F), fn é continua, isto é, dado € > 0,38 > 0 tal que
€
lx—all<d=l fulx) = fala) [I< 3 (4.5)

Além disso, como

1 F(x) = f(a) [I=1 f(x) = fux) + fulx) = fala) + fula) = f(a) ||

aplicando a Desigualdade Tridangular,

1 f(x) = fla) |<I| f(x) = fulx) | 41| () = Su(@) | 4 | fula) = f(a) || - (4.6)
De 4.4, 4.5 e 4.6 temos que dado € > 0,30 > 0 tal que
€ €
§+§ =€ sempre que | x—a ||< §,
ou seja f é continua. Portanto f, — f e f € Co(X;F), ou seja, Co(X;F) é completo.

| £ = fa) 1< 5 +

Exemplo 4.6 Sejam E e F espacos vetoriais normados. O conjunto das aplicacoes lineares
continuas de E e F, denotado por £(E;F) é um espago vetorial no qual consideramos a

norma
1/ lI= sup{] £ (x) [sx € Es [ x [|= 1}
Se F é completo £(E;F) é um Espago de Banach.

Solucao:
Mostremos que || f [|= sup,cg x=1 [| f(x) || € norma.

De fato || f || é norma, pois para quaisquer f,g € £(E;F) e A escalar:

N1) Se £ 40,1/ ez = S0P fuj1 | F(5) 17 0. pois como f 70, segue que f(x) #0
para algum x € E dai, || f(x) [|#£ 0 e || f(x) ||> 0, para todo x € R = sup ||
f(x) [I#0.

N2) (| X f[leE:r)=suPrcg =1 I| (M) (x) [F
Usando a propriedade de Supremo, e sabendo que || - ||r é uma norma,
IAf | e(z:m)=suPrck =1 | Af (x) [[F=supyeg =1 [ M f () [[F=| X[ supiep xj=1 |
S F=IM]- 11 llee:F) -

N3) || f+& ||=supyep =1 | F()+gC) [P £+ gl -
Como || - ||r é uma Norma, pela desigualdade tridngular temos
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I (f +8) @) [[=l () + 8 [I<I[FO) Il + 1 g (o) -

Usando a propriedade de supremo,

| f+8 leE:r)=suPxeg, x| =1 || f(x) +8(x) [F< supyeg =1 | () [[F +Supreg juj=1 |

g lr=1F I+ 1 gll-

Logo, || f || € norma.

Mostremos agora que £(E; F) é Completo. Dada uma sequéncia de Cauchy (f,) em

L(E;F). Mostremos que (f,) converge em £(E;F). Para isto mostremos inicialmente que
i Paratodo f € £(E;F), e paratodo x € E temos || f(x) [|<|| f - || x ||. Como temos,

IFl=sup [ fC) I

x€E,||x]|=1
Pela defini¢do de Supremo
| £ 1=l £(x) [l para todo x € X com || x [|= 1.

Agora dado y € X qualquer, considere x = ,note que || x ||=1

Y
Iy

Logo,

€L
Lol <ri—
LF IS I -

ii SejaS={uckE;| x|=1},umaaplicacdo linear f: E — F é continua <= f |s limitada.
De fato, pela Proposi¢ao 2.1, como f € linear e continua, entio existe ¢ > 0 tal

que
| f(x) I<c] x|, paratodo x € E.

Em particular, como S C E, segue que f |s é limitada.
Por outro lado, seja f uma aplicac@o linear, tal que f |s é limitada. Mostremos que
f € continua, para isto, pela Proposi¢ao 2.1 basta mostrarmos que f € continua no

ponto 0 € E, ou seja, dado € > 0,38 = §(¢), tal que, para todo x € E

[x=0fl<d=] f(x) - f(0) [[<e.

Como f |s é limitada, existe ¢ > 0 tal que
|| f(x) |[<c || x|, para todo x € S.
Consequentemente

[x[[<d=Ifx)[[<c-3.

) €
Considerando 6 = —, temos
c
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€
x )<= f(x) <= =e

Portanto f é continua no ponto 0 € E, consequentemente f é continua.

Agora, mostraremos que (f,) converge em £(E;F). Seja (f,) uma sequéncia
se Cauchy em £(E;F), entdo as restri¢des f, |s sdo sequéncias de Cauchy em
B(S; F), pois, pelo item (ii), f, |s sdo limitadas.

Como F é completo, segue do Exemplo (4.4) que B(S; F) é completo, logo existe
fo: S — F limitada tal que

fn(x) — fo(x)uniformeems. 4.7)
Indiquemos com f : E — F a extensdo da aplicacao definida por
f(Au) =Afo(u), A € Reu € S, (4.8)

Mostremos que f, —> f simplesmente em E e que f € £(E,F).
Vejamos, dado x € E sendo f;, linear;
Se x =0, temos

lim f,(0) =0

e pela defini¢do de f, temos f(0) = f(0-0) =0- fp(0) = 0, assim

lim £, (0) = £(0).
Se x # 0, temos
. . 'x 1 x i x

X .
Como —— € §, pois

[x 1]

LH =1, vimos por 4.7
x|

nmﬁ(l;>:m<JL) (4.10)
| x|l [ x|l

i £,00 =11+ 5 )

[[x ]

Substituindo 4.10 em 4.9

e por 4.8 temos

lim f,, (x) :f(”x | ”i—H) = f(x), para todo x # 0.
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Logo, lim f,,(x) = f(x), para todo x € E
Além disso, f € linear. Pois, temos

f(x+y) =lim f,(x+y),

onde f, é linear, assim, dados x,y € E e A € R,

lim £, (x +Ay) = lim(f, (x) + Afu(y)) = lim f,,(x) +Alim f, (y) = f(x) +Af(y),

o que implica f € £(E;F). Dai, temos (f,) converge para f em £(E;F), ou seja,
£(E;F) é completo.
Portanto dos itens (1) e (2) segue que £(E, F) é um espaco de Banach.

Exemplo 4.7 O conjunto dos niimeros racionais Q, ndo é completo.
Solucéo: Basta considerarmos (x,) uma sequéncia de Q, com
x1=1,xp=1,4,x3=1,41,x4 = 1,414... com limx, = v/2.

Como x, é convergente, pela Proposicdo 3.5, temos que x, é de Cauchy em Q, mas nao
converge em Q, pois limx, = v2 e v/2 ¢ Q. Logo, Q nio é completo, e portanto, nio é um

espaco de Banach.



A Alguns Resultados Utilizados

Apresentaremos agora, alguns dos principais resultados e defini¢des que foram utili-

zados durante o trabalho.

A.1. Propriedades de valor absoluto

Nesta se¢do apresentamos a definicdo e propriedades do valor absoluto de um nimero

real.

Definicao A.1 Seja x € R, o valor absoluto de x é dado por:

|X|={

Proposicao A.1 Sejam x ey € R, ento :
(1) | x|= Va2
(2) |x|>0
(3) \x]:O<:>x:O
(4 [x-y|=[x]-]y]
(5) | x+y|<|x|+]y]
(6) | —x|=|x|
(7) |x—y|=0<=x=y
@) |x—y|<[x—z[+]|z—y]
x o |x]
(9) |- |=1—(sey#0)
yoo |yl
(10) |x—y [>|[ x| — |||
(11) [x[<y <= —y<x<y
(12) |x|>y<—=x<—-youy<x

—x, se x<0

x, se x>0

A.2. Propriedades de Supremo e infimo

Nesta secdo apresentaremos a definicdo e algumas propriedades do supremo e infimo.



42

Definicao A.2 Seja S C R Um elemento t € S é dito cota superior de S se:
x <t, para todo x € §.

Definicao A.3 Um elemento m € S é dito cota inferior de S se:
X > m, para todo x € S.

Definicao A.4 Um niimero u denomina-se Supremo de S, se:
i. u é cota superior para S e
ii. set é qualquer cota superior para S entdo u <t.

Notacdo: supS = u

Definicao A.5 Um niimero u denomina-se Infimo de S, se:
i. ué cota inferior para S e

ii. set é qualquer cota inferior para S entdo u > t.

Notagdo: infS =u

Proposicao A.2 Considere A,B C R conjuntos limitados e ¢ € R, onde A+B = {x+y;x €
A,y€B} ecA={c-x;x € A}, temos

(1) sup(A+ B) = supA +supB

(2) inf(A+ B) = infA+infB

(3) sup(c-A) =c-supA, casoc>0

(4) inf(c-A) = c-infA, casoc>0

(5) sup(c-A) = c-infA, casoc <0

(6) inf(c-A) =c-supA, casoc <0

Proposicao A.3 Seja f,g: X — R funcoes limitadas. As funcées f+ g, cf : X — R, satis-
fazem as seguintes propriedades

(1) sup(f+g) <supf+supg

(2) inf(f+g) > inf f +infg

(3) sup(c-f)=c-supf, casoc>0

(4) inf(c- f) =c-inff, caso c >0

(5) sup(c-f)=c-inff, caso c <0

(6) inf(c- f)=c-supf, casoc <0

Demonstragdo: (Ver [6]) [

A.3. Espaco Vetorial Real

Nesta secdo apresentaremos a definicdo de espaco vetorial real.
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Definicao A.6 Um espaco vetorial real é um conjunto V, ndo vazio, com duas operacoes:
soma, VXV =5V, e multiplicacdo por escalar, R x V. — V, tais que, para quaisquer
u,yweVeabeR u+veVeauecV, eas propriedades abaixo sejam satisfeitas:

i (u+v)+w=u+v+w)

iiu+v=v+u

iii Existe 0 €V tal que u+0 = u. (0 é chamado de vetor nulo.)

iv Existe —u €V tal que u+ (—u) = 0.

vau+v)=au+av

vi (a+b)v=av+bv

vii (ab)v =a(bv)

Viii 1u=u

A.4. Produto Interno

Nesta secdo apresentaremos a definicdo e algumas propriedades de produto interno.

Definicao A.7 Seja E um espaco vetorial. Um produto interno sobre E é uma fungdo
(,): EXE — R, que associa cada par ordenado de vetores x,y € E um niimero real (x,y),
chamado o produto interno de x por y, de modo a serem cumpridas as condigcbes abaixo,

para x,x',y € E e A € R arbitrdrios:

P1) (x+x,y) = (x,y) + (x',y);
P2) (Ax,y) = Mx,y);

P3) (x,y) = (y,x);
P4) x # 0= (x,x) > 0.

Proposicao A.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Dados u,v vetores quaisquer em um

espaco vetorial E, é vdlido que

[<uv>[<[lu]-][v].

A.5. Propriedade Arquimediana

Nesta secdo apresentaremos a propriedade Arquimediana de R.

Proposicao A.5 Dados a,b € R com a > 0, existe n € N tal que na > b.
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A.6. Teorema do Valor Médio

Seja f uma func@o continua em [a, b] e derivdvel em (a,b). Entdo existe um nimero

¢ no intervalo (a,b) tal que
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