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“Acredito que a Matemadtica tem
a vantagem de ensinar as pessoas
o costume de pensar sem pairao.
Isto me parece o grande mérito
da Matemdtica, uma vez que se
aprende a usar a mente, primordi-
almente, em um material onde nao
entra a paizao, e tendo-se adqui-
rido este habito, podemos passar
a empregd-la desapaironadamente
nos assuntos que encaramos apai-

zonadamente”

(Bertrand Russell)



Resumo

Neste trabalho abordamos o Teorema de Cayley-Hamilton, que é um importante
resultado para a Algebra Linear. Sao muitas as aplicagoes desse Teorema. Entretanto,
por se tratar de um trabalho de conclusao de curso, o texto foi basicamente elabo-
rado para servir de suporte a alunos da graduagao. Por isso, focalizamos os resultados
basicos os quais, em geral, sao vistos em um Curso de Licenciatura em Matematica.
Assim, apds uma breve introducao, apresentaremos inicialmente a definicao de autova-
lores e autovetores e, em seguida, consideremos a definicao de polinomio caracteristico.
Destacamos os resultados necessarios relacionados a essa definicao com o objetivo de
apresentar e demostrar o Teorema de Cayley-Hamilton, para matriz e para operadores

lineares.

Palavras chave: Autovalores e autovetores, polinomio caracteristico, teorema de

Cayley-Hamilton



Abstract

In this work we discuss the Cayley-Hamilton theorem, which is an important result for
Linear algebra. There are many applications of this theorem. However, because it is
a work of conclusion of course, the text was basically designed to serve as a support
to graduate students. Therefore, we focus on the basic results which, in General, are
seen in a course degree in mathematics. So, after a brief introduction, we initially the
definition of eigenvalues and eigenvectors, and then consider the definition of charac-
teristic polynomial. We highlight the required results related to this setting with the
goal to present and demonstrate the Cayley-Hamilton theorem for matrix and linear

operators.

Key words: FEigenvalues and eigenvectors, characteristic polynomial, Cayley-

Hamilton theorem.
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Introducao

Neste trabalho de Conclusao de Curso, faremos uma revisao bibliografica, a qual tem por
objetivo tornar o trabalho auto suficiente. O objetivo principal deste trabalho é apresentar,
demonstrar e aplicar o importante teorema de Cayley-Hamilton. Tal teorema sera apresen-
tado e demonstrado em sua formulacao matricial e para operadores lineares. O teorema de
Cayle-Hamilton pode ser aplicado em diversos areas do conhecimento, mas devido ao caracter
introdutoério deste trabalho, faremos aplicagoes na propria matemaética, no calculo da inversa
de matrizes e no calculo da poténcia de matrizes. A titulo de informacao faremos uma breve in-
troducao a teoria do controle para fenomenos modelos por equagoes diferencias parciais lineares
e enunciaremos o importante teorema de Kalman, o qual na para ser demonstrado necessita-se

do teorema de Cayley-Hamilton, como feito em [9].



Capitulo 1

Parte historica

Figura 1.1: Matematico William Rowan Hamilton

William Rowan Hamilton (1805 - 1865) Astronomo e matematico algebrista irlandés
nascido em Dublin, criador da teoria dos quaternides, fundamental nos céalculos algébricos
modernos, e o estudo da refragdo conica. Orfao de um advogado e criado por um tio que era
lingiiista, mostrou-se extremamente precoce, pois aos cinco anos ja lia grego, latim e hebraico,
aos onze era proficiente em aramaico e aos catorze escrevia persa. Aos 15 tornou-se interessado
em matematica e astronomia apés ler trabalhos de Newton. Aos 18 entrou para o Trinity
College de Dublin, graduando-se com muitas honras e, aos viste e dois anos, tornou-se professor
de astronomia e astronomo real da Irlanda e nomeado diretor do Observatério de Dunsink

(1827) e 14 trabalhou pelo resto da vida. Apresentou a Academia Irlandesa um artigo, Theory



of Systems of Rays (1827), em que expds descobertas brilhantes sobre dptica, em particular
o fenomeno de refracdo ou absorcao parcial da luz pela matéria, afirmando que o tempo e
o espaco estavam indissoluvelmente ligados. Introduziu a dlgebra formal de pares de nimeros
complexos (1833), desenvolvendo importantes andlises sobre a natureza dos nimeros complexos,
que resultam da obtencao da raiz quadrada de -1. Transformou definitivamente ética em uma
nova ciéncia matemética quando publicou On a General Metod in Dynamics (1835), um artigo
em que conseguia unificar as equagoes e conceitos da optica e da dinamica, ciéncia que estuda
as causas do movimento dos corpos. Formulou as equacoes dinamicas da mecanica, as equagoes
de Hamilton, e estabeleceu o principio da menor ac¢ao (1843). Publicou Lectures on quaternions
(1853), descrevendo sua impressionante descoberta na drea da algebra, a famosa multiplicagao
quaternioniana, base do calculo vetorial, de extrema importancia na fisica tedérica posterior.
The Elements of Quaternions (1866), uma complementacao de sua descoberta, sé foi publicada
um ano apdés sua morte em Dublin, por um dos seus filhos. Também descobriu o fenomeno da
refragao conica, lembrado como sua mais brilhante descoberta. Foi o primeiro sécio estrangeiro

da National Academy of Sciences norte-americana.

Figura 1.2: Matematico Arthur Cayley

Hamilton era brilhante em matematica e em linguas desde pequeno. Leu Euclides, Clai-
raut, Laplace e Newton. Estudou matemadtica e literatura no Trinity College, em Dublin.
Ainda era aluno de graduagao quando foi escolhido professor de astronomia em Trinity. Foi
o responsavel pela criacao de um novo sistema de dlgebra para ntimeros complexos, além de

contribuir com diversos resultados bésicos para a analise vetorial. Devemos a palavra vetor a



ele, que também estudou a refracao e a reflexao da luz e éptica. Hamilton buscou ampliar seu
trabalho com numeros complexos e acabou desenvolvendo uma estrutura matematica de qua-
tro dimensoes denominada quatérnion, estrutura que acreditava que se tornaria tao importante
quanto o céalculo, mas isso nao aconteceu. Entretanto, seu trabalho realmente contribuiu para
o desenvolvimento da algebra matricial, da andlise vetorial e até para a teoria dos grafos. Seus

colegas o consideravam um homem genial, de inteligéncia excepcional e com amplos interesses.

Arthur Cayley (1821 - 1895) Advogado, professor e um dos nomes mais relevantes da
matematica inglesa no século XIX nascido em Richmond, Surrey, cujas teorias matematicas
proporcionaram a formulacao das teoria da relatividade de Einstein e da mecanica quantica de
Max Planck. Estudou no King’s College de Londres e no Trinity College de Cambridge, onde
se destacou como um brilhante estudante e no qual foi professor por trés anos. Desde cedo
comegcou a publicar trabalhos no recém-fundado Cambridge Mathematical Journal e ganhou a
maioria dos prémios de sua época. Apesar de seu interesse pela matematica, decidiu estudar
direito. Sem abandonar suas pesquisas e a publicacao de ensaios cientificos, exerceu a advoca-
cia durante 14 anos (1849-1863). Foi nomeado catedratico de matematica pura em Cambridge
(1863) e encerrou a carreira de jurista, dedicando-se exclusivamente a matemética iniciando
pelo algebrismo, sendo considerado um dos fundadores da algebra moderna, pois formulou de
modo rigoroso, a defini¢ao de grupo e desenvolveu trabalhos importantes sobre a teoria dos inva-
riantes, juntamente com seu amigo J. J. Sylveste, e logo depois na geometria dos hiperespacos.
Trabalhou nos Estados Unidos e publicou numerosos trabalhos sobre, principalmente, geometria
e algebra. Também contribuiu para a analise quando publicou seu tinico livro, Treatise on ellip-
tic functions (1876). Escreveu cerca de mil trabalhos breves, contendo seus artigos publicados
nas varias revistas especializadas da Europa e dos Estados Unidos, reunidos nos 13 volumes
de The Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley (1889-1897). Foram destaques no
conjunto da obra o desenvolvimento da teoria da invariancia algébrica e a idéia da unidade
das geometrias euclidiana e nao-euclidiana. Sua geometria, aplicdvel a espagos com qualquer
nimero de dimensoes, foi fundamental para o estabelecimento da relagao espaco-tempo na teo-
ria da relatividade. Deve-se a matematico a formulacao das regras do cdlculo matricial, usado
posteriormente por Werner Heisenberg em seus trabalhos sobre mecanica quantica. Também re-
alizou estudos nos campos da fisica astronomica e da dinamica tedrica e morreu em Cambridge,

em 26 de janeiro (1895).



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

2.1 Resultados preliminares

O objetivo desta secao é enunciar e demonstrar o importante Teorema de Cayley-Hamilton.
Além de apresentar a definicdo de Autovalores e Autovetores, como mostrar o conceito de

polindémio caracteristico.
No que segue vamos considerar K =R ou K = C.
Definicao 2.1. Seja T : V. — V' um operador linear. Um autovalor de T é um elemento A € K

tal que eziste um vetor nao nulov € V. .com T (v) = M. Se A € autovalor de T, entdo todo vetor

nao nulo v € V tal que T(v) = v € chamado de autovetor de T associado a A.

Exemplo 2.1. Considere a transformacgao linear
T: R — R?
(,y) = T(x,y) = (y,2).
Temos que v = (1,1) e vy = (1,—1) sdo autovetores associados aos autovalores A\ = 1 e

Ao = —1 temos:

T(v) =T(1,1) = (1,1) = 1(1,1) = 1oy

T(Ug) - T(l’ _1> = (_]-7 1) = _1(17 _1> = _11;2
Exemplo 2.2. Consideremos a transformacao linear

T: R — R2
(z,y) — T(z,y) = (dz + 5y, 2z +y).



2z

=), € R ex # 0 sdo autovetores associados a autovalor \; = 6, pois

2 2
T(v) =T (x g) =6 (x %) = 6,1

Assim, temos que vy = (z, —x),x € R e x # 0 sao autovetores associados a autovalor Ay = —1,

Temos que vy = (z,

PO1LS

T(ve) =T(x,—x) = (—z,z) = —1v,.

2.2 Polindomio caracteristico de uma matriz

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Cayley-Hamilton para matrizes N € M, (R) e

operadores lineares T : V — V, onde V' é um espaco vetorial real de dimensao finita.

No que segue K = R ou K = C, porém os resultados apresentados valem para qualquer

corpo K.

Definicao 2.2. Seja N € M,(R). O polinémio caracteristico de N € o polinémio ménico de
grau n definido por

pn(t) = det(t] — N).

Observagao 1. Seja N € M, (R). Seque do Teorema Fundamental da /flgebm, que o polinomio

caracteristico de N serd da forma
pn(t) = (=)™ (E—= )™
com A, ..., \s € C er; > 1. Portanto, existirao autovalores para N.
Definicao 2.3. Uma matriz polinomial ¢ uma matriz do tipo
N(t) = [a;j(t)] onde a;;(t) € R[t].

Isso significa que as entradas da matriz polinomial N(t) sao polindmios e podem ser reescritas

na forma

N(t) = Not" + ...+ Nyt + N,
onde N; sao matrizes com entrada em R.

O grau de uma matriz polinomial ¢ o maior grau dentre todos os graus das entradas.

'Um polinémio p(z) = ap,2™ + ...+ a1x + ag é dito médnico quando a,, = 1.



Proposicao 1. Seja Ny € M, (R). Dado um polinomio q(t) € R[t] existe uma matriz polinomial
Q1) = [g;5(t)]
, com [q;;(t)] € K[t], satisfazendo a identidade matricial
q(t) = qny = (L = No)Q(2).
Prova: Se q(t) = a,'r + ... + a1t + ag, entao vale as igualdades

q(t) = a t" I + ...+ aytl + apl,

q(No) = CLTN()T + ...+ CLIN() + aoj,

Por subtracao obtemos,

q(t)I — q(No) = a,(t"I — N§) + ... + a1 (t] — Np). (2.1)

Desde que as matrizes I e (No)comutam a matriz polinomial (tI — Ny) fatora cada

tT — (No), com 1 < i <r, do sequinte modo,

qt) — q(No) = a,{(tI — No)(t" T+ 2Ng+ - +tNJ 2+ N7+ .o+ a(( — Ny) =
= (tI — No) {a, (' ' T +t"*No + - +tN" 2+ Ng™') +an I} = (] — No)Q(t).
Q)

Portanto, existe uma matriz Q(t) com entradas polinomiais, tais que

q(t)I — q(No) = (tI — No)Q(1). (22)

A sequir daremos uma prova do Teorema de Cayley-Hamilton para matrizes N € M,(R).

2.3 Teorema de Cayley-Hamilton para matriz

Teorema 2.1 (Cayley-Hamilton). Seja Ny € M, (R). Entao, Ny € zero de seu polinomio ca-
racteristico, isto €, pNo(Ny) = [0].



Prova: Seja py,(t) o polinomio caracteristico de Ny. Pela Proposi¢ao 1 existe uma matriz

polinomial
Q(t) = lai;(t)]
tal que
Py, (t)1 = (tI — No)adj(tI — Ny).

Por outro lado, considerando a adjunta cléssica de (tI — Np) temos a igualdade
Py (t) = (tI — No)adj(tI — No).
Dessas duas equacoes concluimos, que
Pro(No) = (LI = No)(adj(t] — No) — Q(t)).
Utilizaremos o fato que a matriz py,(Np) é uma matriz numérica para provar que
adi(tl — No) — Q(t)
¢ uma matriz nao nula, digamos
adj(t] — No) — Q(t) = Pt" + ...+ Pit + P,
onde P; € M, (R, r > 0 e P, nao é identicamente nula. Sendo assim,
(tI — No)[adj(tI — No) — Q(t)] = Pt" + Z(termo com grau <),

implicando que py,(Np) é uma matriz polinomial com grau > 1, o que é uma contradigao.

Portanto, py,(No) = [0].

Exemplo 2.3. Seja

Entao,



2.4 Polinomio caracteristico de um operador

Para definir o conceito de polinémio caracteristico de um operador, necessitamos do conceito

de matrizes semelhantes.

Definicao 2.4. Sejam P,Q € M,(R). Dizemos que as matrizes P e () sio semelhantes se

existir uma matriz invertivel R tal que
P =RQR™.

Proposicao 2. Matrizes semelhantes tem o mesmo polinomio caracteristico.

Prova: Sejam N e () matrizes semelhantes. Entao, existe uma matriz invertivel N € M, (R)
tal que Q = RNR™!. Logo,

po(t) = det(tl — Q) = det(t] — RNR™') = det(R(t] — N)R™ ') =

= detR.det(t] — N).detR~" = det(t] — N) = Py(t).
Portanto,

Fo(t) = P (t)

No que segue, recordaremos do seguinte resultado como uma observagcao.

Observagao 2. Sejam T : V. — V um operador linear no espago vetorial V de dimensao
finita e B e~y duas bases ordenadas de V. Entao, as representagies matriciais [T]5 e [T]y sao

semelhantes.
[T], = [Idy)J[T)sIdv]},
Observacao 3. A proposicdo acima nos permite estender o conceito de polinomio caracteristico

para um operador linear T :'V — V, onde V' € um espaco vetorial de dimensao finita sobre R.

De fato, sejam ~ e § bases quaisquer de V. Entao, pela Observagao 2, obtemos

Py (t) = iy, (1)
Definigao 2.5. Definimos o polinomio caracteristico de um operador linear T' : V — V', como

sendo
pr(t) = prms (2),
onde [Tz € a representagao matricial de T numa base B de V.

Observagao 4. Como uma outra representacao T difere desse por uma matriz semelhante, o

polinomio caracteristico estd bem definido.



2.5 Caracterizacao dos autovalores

No que segue caracterizaremos os autovalores de um operador linear. Antes, enuciaremos o

seguinte lema.

Lema 2.1. Sejam T : V. — W uma transformacao linear entre os espagos vetoriais de dimensao
finita e B e v bases ordenadas de V e W, respectivamente. Entdo, T é um isomorfismo se, e

somente se, a representacao [T]fj ¢ uma matriz invertivel.

Proposicao 3. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) A € K é um autovalor de T';
(11) AMId =T : V =V é um operador linear nao invertivel;

(i1i) A € K € uma raiz do polinomio caracteristico pp(t).

Prova: (i)(=)(iz) Se A é um autovalor de T, por definigdo existe um vetor nao nulo tal que
T(v) = M. Logo, v € Ker(Ald — T), significando que esse operador é nao invertivel, pois

A d — T nao é injetivo.

(i)(=)(i1i) Se AMd — T nao é invertivel, pelo Teorema do Nicleo da Imagem concluimos que
Ker(Ad — T) é nao trivial. Logo, existe um vetor v com 0 # v € Ker(Ald — T). Dai,

(AMd—T)(v) =0, o que implica T'(v) = Av. Portanto, A é autovalor e v é autovetor associado.

(731)(=)(7) Usaremos um fato ja demonstrado que um operador linear é invertivel se, e somente

se, o determinante da sua matriz é invertivel.

Observacao 5. O operador \Id —T : V — V nao € invertivel se, e somente se,
0=det(AMd—T), = det(\N — [T]a) = pr,(t) = pr(A).

Definigao 2.6. Seja f(z) = a,2™ + ap_12™ ' + ... + ayx + ag um polinémio.

(i) Se T :V — V é uma transformagdo linear, define-se
f(T) = apyT" + ap T + a1 T + aol

onde T,, denota a n-ésima composicio de T com ela prépria, (i.e.,T*(v) = T(T(v)), T3(v) =
T(T(T(v))), para todo v € V, etc.) e I denota a transformacao identidade, (i.e, I(v) = v para
todov eV).

(i7) Se A € M,(R) define-se

f(A) =a, A" + ap 1 A"+ a1 T + aol,



onde A™ denota a n-poténcia da matriz A e I denota a matriz identidade.

Observagao 6. Seja V' um espago vetorial de dimensao n > 1 sobre C e seja T € L(V,V).
Como C ¢ um corpo algebricamente fechado, pelo Teorema Fundamental da /flgebm, 0 po-

linommio caracteristico de T serd da forma
pT(t) = (t — )\1)7”1 Ce (t — )\k)rk

com A, ..., \r € C er; > 1. Portanto, existirao autovalores para T.

No que segue enunciaremos e provaremos o Toerema de Cayley-Hamilton, para operadores

lineares.

2.6 Teorema de Cayley-Hamilton para operadores

Teorema 2.2 (Cayley-Hamilton). Um operador linear T € L(V, V') é um zero de seu polinomio

caracteristico pr(t), isto €, pr(T) = 0.

Prova: Seja § uma base de V' e escreva A = [T']3. Considere também B = tI,, — A e portanto
pr(t) = detB. Por fim, seja C' = adj(B) = (¢;;) a matriz adjunta a A. Recorde que os elementos
c;j sao os cofatores da matriz t1, — A, portanto, representam polinomios em ¢ de grau maximo

n — 1. Escreva para cada par 4, j, tal polindbmio como

Cij = Cz('?) + cg)t +.F cg}*l)t”’l
Se denotamos, para k =0,1,...,n — 1,
k k k
B
cW =1 :
B

teremos que

C=CO4cWtq o0 DD,

Agora, escrevendo

pr(t) =a,+ait+...+t"

e usando o fato que

C- B =adj(B)- B = (detB)I, = pr(t)1,,



segue que
(CO oWt 4 4 VNG, — A) = (ag + art + ... + )],

Logo, comparando-se os coeficientes destes polindmios, temos que

(

(l()]n = —O(O)A
wl, = CO_ciy

anl, = Cr=2 _—Ch-DAg
In _ C(nfl)

\

Multiplicando-se estas equacoes por I,,, A, A%, ... A", respectivamente, e somando-as obtemos
pT(T) :a0[n+a1A+...+A” :0,

0 que prova o teorema. [ ]

A seguir daremos outras demonstragoes para o Teorema de Cayley-Hamilton para opera-

dores lineares T : V — V.
Prova: Veremos outra demonstracao do Teorema de Cayley-Hamilton.

Seja T : V' — V um operador linear. A demonstragao sera por indugao sobre n = dimV.
Se n = 1, o resultado é 6bvio. Suponha o resultado valido para qualquer operador linear
definido sobre qualquer espago vetorial de dimensao n — 1. Seja T : V. — V um operador
linear definido sobre um espago vetorial de dimensao n. Seja T': V' — V um operador linear e

B = {x;,...,x,} uma base para V. Seja A = [T]g, ou seja,

n

Tl‘j :Zamxz paraj: 1,...,”.

i=1
Estas equagoes podem ser reescritas na forma equivalente

n

Z(éwT — aijl)xi =0 para 17 Lo, n.

i=1
Considere matrizes sobre a algebra comutativa com identidade A dos polinémios em 7. Em
outras palavras, matrizes sobre A possuem polinomios em T em suas entradas. Considere em

particular a matriz B definida por
bij = (5”T — aj,-I.

Afirmamos que

detB = pT(T)7



onde pr é o polinomio caracteristico de T. Por exemplo, quando n = 2, temos

B — T — (1111 —a211

—algI T — GQQI

detB = (T - Clnl)(T - a221) — appanl = T? — (au + CL22)T + (a11a22 - CL126L21)I = pT(T)

onde pr(z) = 22 — (a1 + a92)x + (a11a2 — a12a9;) é o polindmio caracteristico de T. No caso
geral isso também ¢é claro, porque o polindmio caracteristico de T é o determinante da matriz

xl — A, cujas entradas sao polinomios da forma
(II — A)z] = (Sijl’ — aijL

e o determinante nao se altera se considerarmos a transposta desta matriz.

Logo, para mostrar que pr(T) = 0, basta mostrar que
(detB)xy =0 para k=1,...,n.

Por definicao de B, os vetores zq, ..., x, satisfazem as equacoes

ijimi:O paraj=1,...,n.

=1

Seja B = adjB a adjunta classica de B, isto é, BB = (detB)I. Da equagao acima, para cada

par k,j temos
ngjbjixi == gkj Z bﬂl’z = 0.
=1 1=1

Logo , somando em j, temos

j=1 i=1

Dai,

n n n

j=1

j=1 i=1 i=1
= (BB)jzi = Y 0pi(detB)z; = (detB)ay,.
=1 =1
| |

A seguir daremos uma prova do Teorema de Cayley para operadores lineares T : V — V,

usando Espacos Quocientes.



2.7 Teorema de Cayley-Hamilton usando espacos quoci-

entes

2.7.1 Espacos quocientes

Antes de provarmos o Teorema de Cayley-Hamilton, faremos uma breve revisao.

Definicao 1. Seja U um subespaco de V. Se vi,vy € V, dizemos que v; € congruente a v,

modulo U, a qual é denotada por
v1 = v9 mod U, se vy — vy € U.
Denotamos a classe do vetor v por [v], isto €,
v ={ueV:u—veU}
Observacao 7. Também, denotamos a classe do vetor v € V, por v+ U ou v.

Consideremos o conjunto de todas as classes de equivaléncia médulo U, o qual é denotado

Vo 4
por 3, 1sto ¢,

—={[v]:veV}

Sejam [v] e [w] classes de equivaléncias médulo U e A € R. Definimos as operagoes:
() Alv] = [Mol;
(@) [v] + [w] = v+ w].

Observacao 8. (i) Mostra-se que estas operagoes estio bem definidas, isto é, nao dependem

dos representantes de cada classe de equivaléncia.

(17) Mostra-se que % € um espaco vetorial sobre R com as operacoes acima, onde o vetor nulo
VvV -

de i € [0] =U.

(73) [v] = [0] se, e somente se, v € U.

Teorema 2.3. Dado T € L(V,V) entdo o polinomio caracteristico de T anula T, isto e:

Pr(T) = 0.

Prova: Vamos prové-lo apenas para o caso de um corpo algebricamente fechado K embora

também seja verdadeiro sem esta restricao. Faremos a demonstracao por inducao sobre dimV.



Se dimV = 1 entao T'(v) = av é uma multiplicacdo por um escalar a, nesse caso pr(zr) =z —ae
claramente pr(a) = 0. Suponha dimV = n > 2 e suponhamos que o teorema estéd demonstrado
para espacos com dimensao n — 1. Selecionamos um autovalor a do operador T'e W C V um
subespacgo unidimensional invariante associado a a, isto é, o subespacgo gerado pelo autovetor

ey associado a a. Estendemos para a base
g ={e1,ez...,e,} de V.

A matriz da transformacao nesta base tem a forma

[T]p =
0 A

Portanto pr(z) = (a — x)det(A — zI). O operador T determina o operador:

T. V/W - VW
v+W o= Tw+W)=Tw) +W

Os vetores €; = ¢; + W € V/W, com i > 2 formam uma base para V/W, e a matriz de T nesta

base é igual a A. Portanto,

pr(x) = det(A — xI)

é o polindmio caracteristico da T e, de acordo com a hipétese indutiva pH(T) = 0. Assim,

pp(T)v € W para qualquer vetor de v € V. Portanto,
pr(T)(v) = (al = T)pz(T)v =0,

pois al — T anula todos os vetores em W e p=(T)v € W. Portanto, o teorema esta provado. m



Capitulo 3

Aplicacoes

Neste capitulo faremos algumas aplicacoes do Teorema de Cayley-Hamilton em poténcias

e inversas de matrizes.

3.1 Poténcia e inversa de matrizes

No que segue, usaremos o Teorema de Cayley-Hamilton, para calcular poténcia e a inversa de

uma matriz dois por dois.

3.1.1 Poténcia da matriz A

Seja

a1l a2
a21 A22

No que segue, vamos denotar
trA = a1 + ag = a e detA = ay1a92 — a12a2; = b.
Entao, calculando o polinémio caracteristico da matriz A, obtemos:
pa(t) =t* —tr(A)t + detA =t* —at +b
Logo, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, obtemos

pa(A)=0= A+ aA—-bl =0= A? = —aA — bl



Portanto,

A? = qA — bl
Para o calculo de A3, temos

A2 = gA — bl = A3 — AA? = A(aA — bl) =
= aA? — bA = a(aA — bl) — bA = (a* — b)A — abl.

Portanto,

A? = (a* — b)A — abl

3.1.2 Calculo da inversa da matriz A

Vamos agora calcular a inversa da matriz A. Suponhamos que b # 0. Temos

pa(A)=0=>A?—aA+bI =0= A(A—al) = -b] =

—1 —1
:>A(TA+%I) — = A= —TA+%I

Portanto,

1 a
Al a9y
AR

3.1.3 Generalizagao do calculo da inversa da matriz A

No que segue vamos generalizar esta situacgao:

Suponhamos que a matriz A é invertivel. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, obtemos
Py(A)=0= A"+ c, 1 A" '+ b A+ col = 0.
Multipliquemos a igualdade por A~!, resulta entao
AV 4o AP 4] + AT =0, (3.1)

Como pa(t) = det(tI — A) temos que ¢y = pa(0) = det(—A) = (—1)"detA. Note que detA # 0,
pois A é invertivel. Logo, ¢y # 0 e de (3.1) resulta que

A= —Cl [A" 4 ey A2 - ]
0



3.1.4 Generalizacao do calculo da poténcia de uma matriz A

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, obtemos
PA(A) =0= A" +Cn_1An_1 + - +01A+60[ = 0.

Logo,
A" = —[c, A" o e A+ o], Yn €N,

3.2 Controlabilidade de Sistemas Lineares no R"

A seguir faremos uma breve introducao dos sistema de equacoes diferenciais ordinarias que

sao exatamente controlavel.

Para estudar a controlabilidade de sistemas lineares no R™ iremos considerar o espacgo de

Hilbert, L%(0,T;R") e ilustraremos com exemplos.

Definicao 2. Dados n,m € N eT > 0 define-se

T
L*(0,T;R") = {u 10, 7] — R”;/ |u(t)|]? dt < OO}
0
H'(0,T;R") = {u;u,u' € L*(0,T;R")}

Exemplo 3.1. Considere u : [0, T] — R? definida por

u(t) = (—sen(t),cos(t)), t € [0,T].

Tem-se, ||u(t)]|? = (—sen(t))? + (cost)* = 1, o que implica

T
/ |u(®)||*dt =T < .
0
Portanto, a fungao u € L?(0,T;R?). Do mesmo modo, mostra-se que u'(t) = (—cos(t), —sent)
pertence ao espago L?(0,T;R?) e portanto, u € H'(0,T;R?).
Em nosso estudo iremos considerar o seguinte sistema linear no R"

2'(t) = Ax(t) + Bu(t), t € (0,7

(3.2)
z(0) = 2V



0 um vetor

No sistema (3.2), A é uma matriz real n X n, B é uma matriz real n X m e x
no R™. A fungao z : [0,7] — R" representa o estado e u : [0,7] — R™ o controle. Em geral
m < n, e nosso interesse é controlar o sistema com o menor nimero m de controles. Dado
um vetor inicial z° € R™ e um vetor v € L*(0,T;R™), o sistema (3.2) possui solucao tinica

r € HY(0,T;R") caracterizada pela férmula de variagao de parametros:

t
z(t) = eMa? +/ e Bu(s)ds, ¥Vt € (0,7), (3.3)
0

onde

At_oo (tA)"
e —Z I

n=0
Definicao 3. O sistema (3.2) é exatamente controldvel no tempo T > 0, se dados quais-

quer vetores inicial ° e ' em R™, existir um controle v € L*(0,T;R™) tal que a solugdo de

(3.2) satisfaz x(T) = x'.

Em outras palavras, na controlabilidade exata o objetivo é transferir o estado inicial 2°

para o estado final ! no tempo finito T, sob atuacao do controle u.

O seguinte resultado classico devido a Kalman, R.E, para a prova ver [9] dar uma resposta
completa ao problema da controlabilidade exata para sistemas linear de dimensao finita. Ele
mostra, em particular que o tempo de controle é irrelevante. Na demonstracao do Teorema
de Kalman, utiliza-se o Teorema de Cayley-Hamilton, e devido o carater introdutoério deste

trabalho omitiremos a demonstracao deste teorema.

Teorema 3.1 (Kalman). O Sistema (3.2) é de controlabilidade exata em algum tempo T se, e
somente se,

posto[B,AB, ..., A" 'B] = n. (3.4)
Consequentemente, se o sistema (3.2) € controldvel em algum tempo T > 0 ele € controldvel

em qualquer tempo.

Observagao 9. A partir de agora, dizemos que (A, B) € controldvel - para indicar que o sistema
(3.2) é controldvel - se a condi¢io (3.4) estd assequrada. A matriz [B,AB,..., A" 'B] ¢

chamada matriz de controlabilidade.
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