u nivcrsnludep

ESTADUAL DA PARAIBA

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
CAMPUS VII
CURSO DE LICENCIATURA EM CIENCIAS EXATAS

EDCLEBIO RAMALHO DA SILVA

METODOS NUMERICOS PARA RESOLUGCAO DE EQUAGOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS UTILIZANDO O SOFTWARE MATLAB

Patos
2014



EDCLEBIO RAMALHO DA SILVA

METODOS NUMERICOS PARA RESOLUGAO DE EQUAGOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS UTILIZANDO O SOFTWARE MATLAB

Artigo apresentado como requisito parcial
para obtencgéo do titulo de Licenciado em
Ciéncias Exatas, pelo Curso de
Licenciatura em Ciéncias Exatas do
Campus VII da Universidade Estadual da
Paraiba - UEPB

Orientador: Prof2. Taciana Araujo de Souza

Patos
2014



UEPB - SIB - Setorial - Campus VI

S587m Silva, Edclebio Ramalho da
Métodos Numéricos para resolu¢cdo de equacdes diferenciais
ordinarias utilizando o Software Matlab [manuscrito] / Edclebio
Ramalho da Silva. — 2014.
28 p. :il. color.

Digitado.

Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdao em Ciéncias
Exatas) — Centro de Ciéncias Exatas e Sociais Aplicadas,
Universidade Estadual da Paraiba, 2014.

“Orientacao: Profa. Esp. Taciana Araujo de Souza, CCEA”.

1. Equacao diferencial. 2. Matematica. 3. Software Matlab. |.
Titulo.

21.ed. CDD 510.7




EDCLEBIO RAMALHO DA SILVA

METODOS NUMERICOS PARA RESOLUCAO DE EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS UTILIZANDO O SOFTWARE MATLAB

Artigo apresentado a Universidade Estadual
da Paraiba como Trabalho de Conclusio do
Curso de Licenciatura em Ciéncias Exatas.

Aprovado.em 23 de "é\)\ﬂﬂ'\ﬁ de 2014.

mjﬁ/f@;u aé 599!}\:\

Prof® Taciana Aradjo de Souza

Orientador (a)

Nt

Prof* Ms. Ruth Brito de Figueiredo Melo

Examinador (a)

Syono M oy 4. Kt

Prof® Esp. Syana Monteiro de Alencar Ramos

Examinador (a)



METODOS NUMERICOS PARA RESOLUGCAO DE EQUAGOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS UTILIZANDO O SOFTWARE MATLAB

Edclebio Ramalho da Silva
Taciana Araujo de Souza

RESUMO

Neste trabalho serd feita uma breve revisdo das equagdes diferenciais ordinarias,
mostrando alguns tipos de equagdes, assim como os métodos de resolugédo analitica
das mesmas. Além disso, serdo abordados métodos numéricos utilizados para a
resolucdo de equagbes diferenciais ordinarias, como uma alternativa a solugdo
analitica que, em alguns casos, pode se tornar um processo complexo. Sera
apresentada uma comparagdo entre os métodos numéricos estudados para a
resolucéo de uma questao problema utilizando o software MatLab.

Palavras-chave: Equagdes diferenciais. Métodos numéricos. MatLab.

1. Introducao

Diversos fendbmenos fisicos podem ser modelados por equagdes diferenciais
que podem ser resolvidas analiticamente ou utilizando algum método numérico.
Neste trabalho o objetivo é expor e analisar alguns destes métodos de resolugéo de
equagdes diferenciais, quer sejam eles analiticos ou numéricos. Apresentaremos um
problema matematico e o solucionaremos utilizando alguns dos métodos expostos
nesse trabalho, com a finalidade de mostrar qual éo0 método mais eficiente, para isto
faremos o uso do software Matlab.

As equagbes diferenciais,tdo utilizadas no século XX| para a obtengdo de
solugdes de diversos problemas numéricos, originaram-se através de dois

personagens, quase que, desconhecidos um do outro e, coincidentemente, na
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mesma época ambos observavam problemas diferentes, porém utilizaram os
mesmos métodos, diferindo apenas em suas notagées. Isaac Newton, um cientista
inglés, dando continuidade aos estudos de Galileu sobre a origem e natureza dos
movimentos, precisava de um modelo matematico, ainda ndo descoberto, que
unisse a velocidade de um mével numa curva a existéncia de duas forgas
independentes que atuasse em conjunto. Ja na Alemanha, Leibniz se dedicou ao
estudo de somas infinitas de pequenas areas que cobrem uma area mais complexa,

e desse modo surgiramas regras para tratar diferenciais (PIRES, 2004).

Muitos problemas encontrados em engenharia e outras ciéncias podem ser
formulados em termos de equagdes diferencias. Por exemplo, trajetorias
balisticas, trajetérias dos satélites artificiais, estudo de redes elétricas,
curvaturas de vigas, estabilidade de avides, teoria das vibragbes, reagdes
quimicas e outras aplicagoes estdo relacionadas com equagdes diferenciais
(FRANCO, 2006, p. 382).

Equacéo diferencial é toda equagdo em que a incognita (x,y,w,z,...) € uma
funcdo apresentada na forma de suas respectivas derivadas. As equagdes
diferenciais classificam-se em ordinarias e parciais. As equagbes diferenciais
ordinarias sao aquelas que possuem uma fungdo de uma variavel independente e
suas derivadas, ao contrario das parciais, que possuem uma fungdo de varias
variaveis e suas derivadas parciais.

As equagbes diferenciais podem ser classificadas também de acordo com sua
ordem (12 ordem, 22 ordem,...), sendo a mais alta ordem de derivagao que aparece
na equagao. Para completar a nomenclatura das equagdes diferenciais também as
separamos em linear e ndo-linear, sendo linear quando a fungéo e suas derivadas
aparecem linearmente na equagao (RUGGIERO, 1996).

2. Equagdes Diferenciais Ordinarias

Neste trabalho serdo abordadas as equagbes diferenciais ordinarias de
primeira ordem, ou seja, aquelas em que envolvem apenas derivadas de primeira
ordem de uma fung¢do de uma Unica variavel independente(MACHADO, 2012 p.39).
A forma geral de uma equagcéo diferencial ordinaria de 12 ordem é representada por

Fxy. &) =0 2.1)
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dy z ~ A
e podemos perceber que F (x, y,a) € uma fungdo que envolve trés fatores, a
variavel independente x, a variavel dependente y e a derivada de y com relagéo a x,

. d . ~
ou seja, % Agora vejamos alguns exemplos de fungdes de F.

= x> —y=0

dy 2 2
a+ Xyc—y=x

d x?
%+ cos;— siny3 =0

Segundo Machado (2012), as equagdes diferenciais podem ser lineares ou
nao-lineares, escalares ou até mesmo vetoriais. E as equagdes diferenciais sendo
ordinérias podem ser encontradas de duas maneiras, a forma implicita, conforme a
equagao 2.1, e em varias situagdes podemos escrevé-las na forma explicita, dada
por

d

Z=f(xy) (2.2)
em que y = y(x). E, a partir dai, podemos escrever a fungdo f(x,y) em termos de
uma razao entre duas fungdes quaisquer, M(x,y) e N(x,y), ou seja,

fay) = 58 (23)
Agora, iremos substituir a equagao 2.2 em 2.3, temos
y_ M@y
dx N(x,y)
ou, manipulando as fungdes,
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.4)

Desse modo, chegamos a forma diferencial em 2.4. A seguir mostraremos
alguns tipos de equagdes diferenciais de primeira ordem e os métodos de resolugao
apropriados para cada uma delas.

2.1. Equacgoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem Separaveis

Definigao 2.1: Considere que tenhamos uma equagao diferencial apresentada pela
forma geral

L= f(x,y) = g@h®) (2.5)
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agora conseguiremos escrever a fungao f(x,y) em termos de um produto de duas
fungdes, uma apenas dex, g = g(x), e outra dey, h = h(y). De acordo com
Machado(2012), sempre que uma equagao diferencial puder ser colocada na forma
geral 2.5, ela é dita separavel, podendo ser reescrita como

Y _

") g(x)dx (2.6)
a qual pode ser imediatamente integrada,

Y _

o) J g(x)dx (2.7)

fornecendo uma equacéao envolvendo x e y, que é a solucdo da equacéo diferencial.
Considere agora que tenhamos uma equacgéo diferencial na forma dada em
2.4, e suponha que as fungbes M(x,y) e N(x,y) possam ser escritas na forma
M(x,y) = g(x)h(y) N(x,y) = G(x)H(y)
ou seja, que cada fungéo pode ser escrita como o produto de duas fungdes, uma de
cada variavel. Com isso, temos

g)h()dx + G(x)H(y)dy =0 (2.8)
ou seja,
I 4, — _HO)
P dx nr) dy (2.9)

A equacao diferencial, na forma 2.9, também apresenta um lado da equagao
que envolve termos que dependem apenas de uma das variaveis, enquanto o outro
lado depende apenas da outra varidvel, de modo a se tornar uma equagao
diferencial separavel. Portanto, qualquer equagéo diferencial nas formas gerais 2.5
ou 2.8 pode ser separada e, por meio da separagao, pode ser integrada, fornecendo
a solucao da equacao diferencial (MACHADO, 2012. P.43).

2.2. Equacgoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem Homogéneas

Definigdo 2.2: A equacgdo diferencial de primeira ordem M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0,
é dita homogénea se, quando escrita na forma Z—Z = f(x,y) existe uma fungéo g tal

que f(x,y) possa ser colocada na forma f(x,y) = g(ii) e, assim, a equagao

diferencial fica

L=g(%) (2.10)

X
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Segundo Machado (2012), conseguimos verificar se uma equagao diferencial
é homogénea utilizando a idéia de fungdo homogénea.

Definigcao 2.3:Uma fungdo F(x, y) é dita homogénea de grau n se ocorrer
F(tx, ty) = t"F(x,y) (2.11)
ou seja, quando em F(x,y) substituimos x por tx e y por ty e depois fatoramos o t,
a expressao resultante fica na forma acima.
Considerando a definicdo acima, temos que a equagao diferencial 2.4 é
homogénea se as fungdes M(x,y) e N(x,y) forem homogéneas e de mesmo grau.

Teorema 2.2:Se a equagéo diferencial

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (2.12)
é homogénea, a mudanga de variaveis
y =vx (2.13)
onde v = v(x), ou
v=2 (2.14)

X

transforma a equagéo 2.12 numa equagao diferencial separavel nas variaveis v e x,
sendo solucionada utilizando o método apresentado na segéo 2.1.

2.3. Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem Exatas

Considere que, dada uma equagao diferencial escrita na forma,

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.15)
ocorra, para essa equagao, a seguinte igualdade:
OM (x,y) __ ON(x,y)
3y = o (2.16)

Neste caso, tal equagao é chamada de equacio diferencial exata. Assim, uma
equacgao diferencial exata é aquela que, quando escrita na forma 2.15, satisfaz a
condig¢édo dada por 2.16 (MACHADO, 2012).

Portanto, uma equagédo na sua forma diferencial 2.15 serd exata se existir
uma fungao f(x,y) em que sua diferencial, df (x,y), corresponda a

df (x,y) =2 0x + 2 6y (2.17)

onde,



LD = M(x,y) (2.18)
YED — N(x,y) (2.19)
dy
sendo assim, temos
df (x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy (2.20)

Teorema 2.3: Dada a equagéao diferencial 2.15 ela ser4 exata se, e somente se, for
verificada a igualdade 2.16.

Supondo agora que a condicdo dada pela equacdo 2.16 seja satisfeita,
conseguiremos integrar a equagéao em relagéo a x, encontrando

[LED gy = [ M(x,y)0x (2.21)
ou seja,
floy) = [ M(x,y)0x + g(¥) (2.22)
Efetuando a integragao parcial de M(x,y) com relagdo a x, a "constante" de
integragédo sera uma fungao g, ou seja, uma fungéo da variavel y, no presente caso,
g(») (MACHADO, 2012, p. 59).
Derivando parcialmente a equagdo 2.22 com relagdo a y, obtemos

af (x, d d
Y Cy) o = [ M(x,y) 0x + %42 (2.23)
Sabendo que 2.19¢ satisfeita, temos
a d
NGoy) = [ M(x,y) x +°42 (2.24)
que pode ser escrita como
dg(y) _ _ (9M(xy)
ks N(x,y)— [ % 0x (2.25)

Portanto,
gy = %dy = g(y) + ¢, onde c € uma constante qualquer. (2.26)
Agora é sé substituir o valor encontrado de g(y) em 2.22 e encontrar a fungao
f(x,v), dado por:
floy) = M(x,y)0x + g(y) (2.27)



2.4. Método do Fator Integrante

Quando uma Equacgao Diferencial Ordinaria (EDO) ndo pode ser solucionada
por nenhum dos métodos apresentados anteriormente, podemos recorrer a ajuda de
um fator integrante. Para explica-lo devemos considerar uma EDO do tipo

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.28)
onde a expressao
M(x,y)dx + N(x,y)dy (2.29)
ndo é uma diferencial exata, ou seja, ndo existe uma fungdo f(x,y) tal que as
condigcdes
6f§+y) =M(x,y) afé—;y) =N(x,y) (2.30)

n&o sejam ambas verificadas. Além disso, o teste

M (x,y) _ ON(x,y)
= o (2.31)

também ndo é satisfeito. Sabemos que, se 2.30 e 2.31, ndo sdo satisfeitas a
equagao nao é exata. Porém, Machado (2012) nos diz que, ao supor que exista uma
fungdo I(x,y) tal que, ao ser multiplicada pela expressdo 2.29, a transforme numa
EDO exata, ou seja, em

1, y)M(x,y)dx + 1(x,y)N(x,y)dy = df (x,y) (2.32)
que agora satisfaz as condigdes 2.30 e 2.31, logo temos
D) = 1(x, y)M(x,y) TED = 1(x,yIN(x,¥) (2.33)
AUCeyIMx,y)] _ [ yIN(x,y)]
P = P (2.34)

Portanto, fator integrante é uma fungéo I(x,y) que, multiplicada pela EDO
2.28, a transforma numa EDO exata do tipo 2.32, nos afirma Machado (2012).
Esse método também pode ser utilizado para encontrar a solugdo de
equagdes diferenciais lineares do tipo
alz—z +ao(x)y = b(x) (2.35)
ou,
L+ P(x)y = Q) (2.36)

onde

P(x) =% Q(x) = 22 (2.37)

ai ai(x)
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para esse tipo equagdes, temos Machado (2012) que nos fornece a maneira de
soluciona-las, dada por

x) = m [[ 1(x)Q(X)dx + ] (2.38)

onde ¢ € uma constante de integragédo, e o fator integrante I(x,y) é encontrado
através da formula
1(x) =I(x,y) = exp[[ P(x)dx] (2.39)
Os principais métodos analiticos usados na resolugdo de equagdes
diferenciais de primeira ordem j& foram apresentados, vamos agora introduzir alguns
métodos numéricos que sao utilizados com as mesmas finalidades, resolver EDO de
primeira ordem.

3. Métodos Numéricos

Diversos métodos numéricos para solugao de equagdes diferenciais surgiram
devido a necessidade de solucionar diferentes tipos de problemas, que envolvem
equagdes diferencias e, no entanto, possuem uma solugdo analitica complexa.
Nesses casos, os métodos numéricos sdo capazes de resolver tais problemas com
certo grau de precisdo em comparagao a solugao exata.

Desde a modelagem de um problema fisico por um método matematico até a
sua resolugao por algum método numérico, podem surgir diversos tipos de erros.
Segundo Arenales (2008), os principais erros que podem ocorrer no momento da
resolucido de um problema matematico, sao:

a) Erros na fase da modelagem

Ao utilizar os métodos conhecidos para se representar, em um modelo
matematico, a observagdo de algum fendmeno da natureza, cometem-se este erro
através de simplificagdes, geralmente necessarias, feitas ao longo do processo.

b) Erros na fase de resolugéo

Ao necessitar da ajuda de algum equipamento na resolugdo de qualquer
modelo matematico, 0 mecanismo utilizado pode apresentar falhas ou possuir uma
capacidade limitada para se armazenar todos os digitos significativos, sendo assim,
erros podem ocorrer e, quando isso acontece, obtemos resultados ndo exatos, mas
aproximados do valor exato.

c) Erros de representacao
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Este erro ocorre durante a construgdo de um equipamento computacional, na
formacdo de sua arquitetura € muito importante observar a forma adotada para se
representar os dados numéricos. Em resumo, quase todo equipamento possui uma
memoria, e € nesse local que cada nimero € armazenado em uma posigdo que
consiste de um sinal que o identifica se o ndmero é positivo ou negativo e um
numero fixo e limitado de digitos significativos.

d) Erros de arredondamento

Ocorre quando se utiliza um equipamento computacional para solucionar um
problema matematico, se 0 nimero encontrado ndo pertencer as regides de
Underflow ou de Overflow e este ndo é representavel exatamente no sistema de
ponto flutuante SPF esse valor sera representado de forma aproximada.

e) Erro absoluto

A definicdo de Ruggiero (1996) para este erro, € que ao fazermos a diferenga
entre o valor exato de um nimero x e de seu valor aproximado x:

EA, =x—X (3.1)
denotamos por erro absoluto. Normalmente s6 conhecemos o valor X, sendo assim,
é muito dificilencontrar o valor exato do erro absoluto, mas o que geralmente se faz
é obter um limitante superior ou uma estimativa para o médulo do erro.

f) Erro relativo

[...] "dependendo da ordem de grandeza dos numeros envolvidos, 0 erro
absoluto néo é suficiente para descrever a precisdo de um calculo. Por esta razao, o
erro relativo € amplamente empregado." (RUGGIERO, 1996, p. 13)

A definigado deste erro é dado como sendo o valor do erro absoluto dividido

pelo valor aproximado:

ER, == =2F (3.2)

Geralmente, nos diversos tipos de métodos numéricos sdo encontrados
algum tipo de erro, pois nenhum deles é perfeitamente preciso, sendo assim, o que
descobrimos ao solucionar algum problema matematico € um valor aproximado do
real, e portanto deve-se procurar o melhor método antes de resolver algum

problema, ou seja, 0 método que nos fornece o valor mais aproximado possivel.
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3.1. Métodos numéricos aplicados a solucées de EDOs

3.1.1. Método de Taylor de Ordem q

De aplicabilidade quase que geral, 0 método de Taylor sera o primeiro que
iremos discutir neste trabalho, ele nos servird para introduzirmos outras maneiras e
pode ser utilizado unindo-se com outros métodos. (FRANCO, 2006)

Para compreendermos esse método necessitaremos do conhecimento sobre
a expansao em série de Taylor para y(x,, + h) em torno do ponto x,, sabendo que h
€ o comprimento da distancia de um ponto para o outro, ou seja, se tomarmos um h
muito pequeno teremos inimeros pontos a serem analisados em um determinado
intervalo. A expanséo em série de Taylor é dada por:

—y@(g,)  (3.3)

Yt + ) = y() + hy () +5y () + -+ YOG + s

X, <& <x,+h (3.4)
onde o ultimo termo de 3.3 € o erro de truncamento local, ou seja, quanto maior for
a ordem g do método, menor sera o erro.

As derivadas na expansao ndo sdo conhecidas explicitamente, porém, se f é
suficientemente derivavel, elas podem ser obtidas considerando a derivada total de
y = f(x,y) com respeito a variavel x, sem nos esquecermos que y é fungdo de x.
Assim, obtemos para as primeiras derivadas:

y'=flx y) (3.5)
y=f =+l =r 1y, (3.6)
= f = e R AR e
Y =" =fa o f thaf + P+ + (3.7)

V' =f"=fa A 2f f iy P LS + RS (3.7)

De acordo com Franco (2006), continuando desta maneira, podemos
expressar qualquer derivada de y em termos de f(x, y) e de suas derivadas parciais.
Contudo, é claro que, a menos que f(x,y) seja uma fungdo muito simples, as
derivadas totais de ordem mais elevada tornam-se cada vez mais complexas.

Esta equacdo pode ser interpretada como uma relagdo aproximada entre
valores exatos da solugdo (FRANCO,2006, p. 384). Fazendo isso, obtemos:
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h? ., h? (g—-1
Yuit = Yu Hhfy A5 f oA R (38)

qgue é chamado Método de Taylor de ordem q.

Essa expressao faz parte do grupo de métodos de passo simples, h, pois o
método de Taylor exige o conhecimento apenas do valor do ultimo ponto calculado,
ou seja, o ponto x,. Segundo Franco (2006), a equagao se enquadra também na
categoria de Métodos Explicitos, pois todos os termos do lado direito dependem
apenas do ponto y,, fornecendo o valor dey,, .

Considerado o método mais simples na resolu¢do de equacdes diferenciais, o
método de Taylor é o ponto de introdugéo para outros métodos, nao se pode negar a
sua importancia nos calculos, porém ele apresenta alguns pontos negativos que nao
se pode deixar de lado. Franco (2006) diz que, os seus resultados ndo séo tao
eficientes, é necessario calcular as derivadas parciais de f e estd sempre avaliando
os resultados obtidos nos pontos (x,,y,,), ele ainda nos fala que esse método néo é
valido para todos os problemas, ou seja, em alguns casos nao se pode utilizar g
qualquer.

3.1.2. Método de Euler

Esse método possui grande semelhanga com o método de Taylor e isso ndo é
s6 coincidéncia, Arenales (2008), afirma que o método de Euler foi desenvolvido
através do método de Taylor de ordem 1. Para comprovar essa equagao tem-se que
considerar o problema de valor inicial:

{3;]()(0];(3';0) (3:9)

Esse método numérico foi desenvolvido por Leonhard Paul Euler, por volta de
1768 a partir da série de Taylor para q = 1, segundo Arenales(2008), essa formula é
a mais simples para se calcular a solugdo aproximada do problema de valor inicial.
Vejamos o desenvolvimento da série de Taylor para q = 1:

Yn+1 = Yu +HY', (3.10)
sabe-se que se ¥’ = f(x,,y,), assim podemos escrever:
VYnt1 = Yo + hf (x,,v,), n=0,1,2,3,... > Método de Euler (3.11)
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O método de Euler consiste em n passos e é valido para cada um dos pontos
x,, n =0,1,2,3,..., N de um intervalo [a, b] como podemos ver alguns passos abaixo
(ARENALES, 2008).
Primeiro passo — y; = yo + hf (xg, Vo),
Segundo passo — y; =y + hf (x1, 1),
Terceiro Passo —:
Segundo Franco (2006), o método de Euler ndo nos fornece resultados
satisfatérios e em certos casos o método de Taylor é mais eficiente, pois nos da
valores com grau de valor mais aproximado.

3.1.3. Métodos de Runge-Kutta

Desenvolvidos por Carl David Tolmé Runge (1856-1927) e Wilhelm Kutta
(1867-1944), os métodos numéricos de Runge-Kutta, assim conhecidos, sdo os mais
utilizados para se calcular solu¢gdes aproximadas de problema de valor inicial (PVI),
Arenales (2008) nos afirma que, a utilizagao frequente desse método ocorre pelo
motivo de serem simples e com uma precisao semelhante aos métodos de Taylor.

Esses métodos apresentam precisdo equivalente aos métodos de Taylor,
porém, com a vantagem de evitar o calculo de derivadas de ordem elevada
que além, da complexidade analitica, exigem um significativo esforgo
computacional. Ao contrario disto, os métodos de Runge-Kutta sao

baseados na avaliagéo da fungéo f(x,y) em alguns pontos (ARENALES,
2008, p. 251).

Considere o PVI:
y () =f(xy) 3.12
{ y(xX0) = Yo (312)
Definicao 3.1: Para o PVI dado, segundo Arenales (2008), temos a definicdo do
método de Runge-Kutta de R-estagios, que é dado pela seguinte expressao:

Yn+1 = Yo + hpg (Xn, Y, ) (3.13)

onde
b O, Yo B) = c1ky + coky + -+ crkp (3.14)
ci+ce++cep=1 (3.15)

com

ki = f(xn, ¥n)
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k, = f(xn + hay, y, + h(b21k1))a2 = by,
k3 = f(x, + has, y, + h(bz1ky + bszk;))as = byy + b3,
kg = f(xn + hag, v, + h(by1ky + bazky + byzks))ay = byg + byy + bys

kp=f (xn + hag,y, + h(bR1k1 + -+ bR,R_lkR_1)) ag = bgpy + bpy + -+ bR,R—1(3-16)

Note que a aproximagéo vy, ,; € calculada a partir de y, e uma "média " de
valores da fungdo f(x,,y,) em varios pontos. Os parametros c,,a,, b.; na
definicdo de um método de Runge-Kutta podem ser escolhidos de modo
que o método tenha a mesma ordem de um método de Taylor, o que define

a ordem dos métodos de Runge-Kutta (ARENALES, 2008, p. 252).

Segundo Ruggiero (1996), a idéia central dos métodos de Runge-Kutta é
utilizar os pontos positivos dos métodos de série de Taylor, ou seja, a simplicidade
dos resultados fornecidos muito aproximados, e abolir os negativos, que é o calculo
de vérias derivadas de f e em seguida est4 sempre avaliando os resultados obtidos
nos pontos (x,, y,)-

Os métodos de Runge-Kutta de ordem R, de acordo com Ruggiero (1996),
sao caracterizados por trés propriedades basicas:

i. sao de passo um;
i. nao exigem o calculo de qualquer derivada de f(x,y); ao invés disso, deve-se
calcular f(x,y) em varios pontos;
iii. apds expandir f(x,y) por Taylor para fungdo de duas variaveis em torno de

(x,,v,) € agrupar os termos semelhantes, sua expressao coincide com a do

método de série de Taylor de mesma ordem.

3.1.3.1. Método de Runge-Kutta de 1 estagio (método de Euler)

O método de Runge-Kutta de 1 estagio, ou seja, R = 1, € 0 mais simples, nos
garante Arenales (2008). Quando observamos esse método e comparamos com 0s
ja mostrados neste trabalho, percebemos a semelhanca desse método com o
método de Euler, que consequentemente, se assemelha também ao método de
Taylor de 12 ordem. O método de Runge-Kutta é dado por:

Yn+1 =Yn t+ hki, comk; = f(xnr yn) (317)
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3.1.3.2. Método de Runge-Kutta de 2 estagio (método de Euler aperfeicoado)

Conhecido como método de Heun, ou método de Euler Aperfeigoado,
segundo Ruggiero (1996), € um método que possui a finalidade de expor mudangas
no método de Euler e com o propésito de conseguir um método de ordem mais
elevada.

De acordo com Arenales (2008), o método de Runge-Kutta de 2 estagio é
dado por:

Yn+1 = Yo + h(c1ky + c2k3) (3.18)
com
c1tec=1
ki = f(xn¥n)
k, = f(xn + hay, y, + h(b21k1))a2 = by

Agora vamos substituir os valores de b,; € k; em k,, temos que:

k, = f(x + ayh,y + hayf) (3.19)

Em torno do ponto (x, y), desenvolve-se k, em série de Taylor, obtendo:

k2 = F00y) + (@2l () + (haaf)fy, (o y) + 22 £ (6, 3) + (@) (hazffey () +

(hazf) £y (x,y) + 0(h%) (3.20)

Substituindo o valor de k; por f e k, pela expressdo em série de Taylor, em

¢(x,y,h), segue que:

2
By 1) = crf + | f + (@b + (ashpfy + 2,

(zf)2

+H@h)?ffy +—5—fy + 0(1°)

by, h) = (c1 + ) +Carh(fy + £ ) + LE ol + 2f fy + i £2] + 0(3)(3.21)
os termos de mesma poténcia de h podem ser agrupados. Franco (2006) ainda nos
chama a atengdo para a expressao anterior, observando que f e suas derivadas
estao calculadas e (x, y). Denotando-se por:

F=f+f,feG= fu+2ffey +fy f* (3.22)
obtemos:

¢(x,y,h) = (¢c1 + c2)f + c,a,hF + (azz}ll)z c,G + 0(h3) (3.23)

Agora podemos escrever a fungao ¢ (x,y, h), com q = 3, temos:
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$r(ay,h) = F00y) +2f Coy) +4 £ 0o y) + 0(h%)

h h?
¢r(x,y,h) = f +E(f;c +£f) +§(fxx +2f f+ iy [P+ oy + ) +O(RY)

$rOoy,h) = f+ 2 (fi+ ff) + o [foe + 2 f + fiy f2+ £, (fi + )] +O(hY) (3.24)
Usando F e G, 3.22, temos:

r(cy,h) = f+2F + [ + £,F] + 0(h) (3.25)

O método de Runge-Kutta de 2 estagio e ordem maxima pode ser

determinado comparando ¢(x,y, h) com ¢r(x,y, h), assim obtemos:

c1tec=1
{ Cytty = % (3.26)

Segundo Franco (2006), apés resolver este sistema, obteremos o método de
Runge-Kutta de ordem 2, porém o sistema acima possui duas equagdes e trés
incognitas, ou seja, possui infinitas solugdes, sendo assim, consequentemente,
existem infinitos métodos de Runge-Kutta de 2 estagios e ordem 2.

Agora temos que atribuir valores para uma das constantes acima, para que
possamos encontrar as outras duas fungdes em fungdo desta. "Os Métodos de
Runge-Kutta de 2 estagios e ordem 2 mais usados sdo obtidos a seguir."

(FRANCO, 2006, p. 408)
a) Tomando a constante ¢; = 0, encontramos ¢, =1 e a, = % Portanto:

Yn+1 =Yn t th (327)
Onde: kl = f(xn' yn):

1 1
ky = f(xn b, +§hk1)
que é conhecido como Método de Euler Modificado. Embora k; ndo aparega
explicitamente, temos que calcula-lo a cada passo.

1 1
b) Tomando a constante ¢; = > encontramos ¢, = Sea; = 1. Portanto:

Yas1 =Y +35 (ks + k2) (3.28)
onde: k1 = f(Xy, ¥n),
ky = f(xn + hyn + hkq),
que é conhecido como Método de Euler Melhorado.
O principais métodos, analiticos e numéricos, utilizados na resolugdo de
equagdes diferenciais ja foram apresentados e agora iremos analisa-los,
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separadamente, através de um problema matematico, proposto logo a seguir, e por
fim, vamos comparar os resultados obtidos, com a finalidade de apresentar o método
numérico que nos fornega os melhores resultados possiveis.

4. Modelo de circuito RL

O termo modelo é utilizado, frequentemente, como sin6nimo de equagdes
diferenciais ordinarias quando referidas a aplicagdes para descrever fendmenos
fisicos, quimicos, entre outros. Um fenémeno fisico que pode ser modelado por uma
equagcao diferencial ordinaria de 12 ordem é comportamento de uma corrente elétrica
num circuito RL.

Quando o movimento de uma corrente elétrica ocorre ao longo de uma
trajetéria que forma um circuito fechado, essa trajetéria € denominada de circuito
elétrico, nos afirma YOUNG (2009).Segundo Halliday e Resnick (2009), os circuitos
RL sao constituidos por um resistor com resisténcia R, um indutor de indutancia L e
uma fonte com voltagem E constante, e pode ser representado pela Figura 4.1. Os
elementos que constituem um circuito RL s&o descritos a seguir:

e Resistor: E um condutor que cuja fungdo em um circuito é oferecer certa
resisténcia a passagem da corrente elétrica;

 Corrente elétrica: E o movimento de particulas carregadas;

e Indutor: E essencialmente um fio condutor enrolado em forma helicoidal e
quando uma corrente elétrica circula por este dispositivo aparece um campo
magnético ao redor dele;

e Tensao (ou fonte): A tenséo (ou diferenga de potencial) entre dois pontos é o
trabalho necessério para transferir carga unitdria de um ponto para outro.
(KIENITZ, 2010).

Um circuito RL completo, ou seja, composto por todas as partes definidas
anteriormente, é representado conforme a Figura 4.1, vejamos:

F

Figura 4.1: Circuito RL.
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Segundo Halliday e Resnick (2009), inicialmente um indutor se opde a
qualquer variagao da corrente que o atravessa e sé apés um tempo suficientemente
longo o indutor se comporta como um fio comum. A corrente elétrica I em um
circuito RL varia em fungédo do tempo t, ou seja, [ = I(t). A variagdo da corrente
elétrica, com relagdo ao tempo, pode ser descrita por uma equagao diferencial
ordinaria de primeira ordem, conforme nos mostra a equagéo 4.1 a seguir.

dl
L=+RI=E (4.1)

Com todas as informagdes fornecidas e os métodos de resolugdo ja
apresentados neste trabalho podemos encontrar a fungéo I(t) e tragar os gréaficos de
cada método, para que por fim possamos comparar os seus resultados e expor qual
€ método mais eficiente, ou seja, qual € o método que fornece o resultado mais
aproximado do valor exato.

5. Solucao analitica utilizando o método do fator integrante

Considere a equagao que descreve o modelo de circuito RL.
dl
L m +RI =FE (5.1)
Se L + 0, podemos dividir a equagao 5.1 por L, obtendo a seguinte equagao:

E

. (5.2)

dl R

4] =

dt + L
essa expressao nos faz lembrar de uma equagao diferencial de 12 ordem linear
escrita na sua forma normal, dada por:

4+ PO = Q(t) (5.3)

onde
P(t) =7 Q) =7 (5.4)

Agora podemos encontrar o fator integrante, dado por

F(t) = exp[[ P(t)dt] (5.5)
em que R, L e E sao constantes. Assim, temos:

F(t) = exp |3 dt| (5.6)

F(t) =exp [% t] (5.7)

Temos o fator integrante F, agora podemos encontrar I(t) através da férmula
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I(t) =—==*[[F(t) * Q(t)dt + ] (5.8)
onde c € uma constante.
I(t) =#[%t]*[fexp [2t] «Zat +c| (5.9)
1) =f[£t]*[exp[§t]*%*%+c] (5.10)
I(t) ——+exp[Lt] (5.11)

Considerando 1(0) = 0, teremos 0 segumte problema de valor inicial:

[I(t) =5t exp I—"tl (5.12)

1(0)=0
Assim, obtemos ¢ = —% e, portanto, a corrente elétrica sera dada por:
e 1
1) = E<&> (5.13)
o]
Tendo a fungdo I(t), equagdo 5.13, podemos encontrar 0s respectivos
valores de I para cada instante t e representa-los, graficamente, utilizando o
software MatLab.

6. Resultados e discussao

A fim de analisar os métodos numéricos estudados, utilizamos o software
MatLab (Matrix Laboratory), que foi desenvolvido pela MathWorks em 1984,
destinado a analise e modelagem de sistemas e algoritmos. Utilizamos a versao
2013a para comparar os resultados de cada método com a solugdo analitica do
problema proposto a seguir.

6.1. Problema proposto
Considere um circuito RL com um resistor cuja resisténcia € R = 10, uma

indutancia L = 10H e uma fonte com E = 110V. Determine os valores, para a fungao
I = I(t), nos instantes t, variando de 0 < t < 10s.



20

6.2. Solucao analitica

Substituindo os valores de R, L e E na Equacéo 5.13, obtemos:

10
_ 110 exp [ﬁ t] -1\ 1 <exp[t] - 1>
10 exp [% t] exp|t]

Na Figura 6.1 podemos observar o grafico da fungdo I(t) para0 <t < 10s.

1(t)

Figura 6.1 — Solugédo analitica

Solugiio Analitica - Circuito RL

Corrente Elétrica

6.3. Método de Euler

Resolvendo a Equacdo 5.13 utilizando o método de Euler com o passo
hl =0,5 e h2 = 1, obtemos os graficos apresentados pela Figura 6.2, que também
contém o gréfico da solugao analitica.

Figura 6.2 — Método de Euler

Método de Euler - Circuito RL
T T T T

T T
12| Solucdo ||
h1=05
— h2=1

Corrente Elétrica
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A partir do gréfico, Figura 6.2, podemos observar que o método de Euler para o
passo h2 = 1 extrapola os valores da solugdo analitica, e para o passo h1 = 0,5 0s
valores obtidos pelo método de Euler sdo inferiores aos valores da solugao analitica.
Observamos que quando diminuimos o0 passo, ou seja, aumentamos o nimero de
pontos considerados, o grafico do método de Euler se aproxima melhor do gréfico da
solugao analitica.

6.4. Método de Taylor de ordem 2
Na Figura 6.3 podemos observar que, conforme a teoria, os resultados séo
semelhantes aos resultados obtidos pelo Método de Euler, isso se deve ao fato do

Método de Euler ser derivado do Método de Taylor.

Figura 6.3 — Método de Taylor

Método de Taylor - Circuito RL
T T T T T T T
12 Solucéo ||

h1=0.5
—h2=1 ]

Corrente Elétrica 10+

Tempo

Utilizamos a ordem 2 do método de Taylor para criarmos esse gréafico, devido
o método de Euler ser igual ao Taylor de ordem 1.

6.5. Método de Runge-Kutta

Na Figura 6.4 conseguimos observar que o Método de Runge-Kutta de ordem

z

2, (ja que o de ordem 1 é semelhante ao de Taylor de mesma ordem e,

7z

consequentemente, é igual ao método de Euler), para o passo hl =0,5, se
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aproxima melhor da solugéo analitica, nos confirmando o fato de que, quanto menor
€ 0 passo, melhor sera a precisao do método.

Figura 6.4 — Método de Runge-Kutta de ordem 2

Método de Runge-Kutta de ordem 2 - Circuito RL
T T T T T T T T
12} Solugdo ||
h1=05
h2=1 [

Corrente Elétrica

1 L L 1 1 L 1

3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo

Nas Figuras 6.5 e 6.6 podemos observar que nao ha grandes diferencas para
os Métodos de Runge-Kutta de ordem 3 e de ordem 4 para o problema que foi
proposto. Além disso, os graficos com passo hl =0,5 e h2 =1 também séo

semelhantes.

Figura 6.5 — Método de Runge-Kutta de ordem 3

Método de Runge-Kutta de ordem 3 - Circuito RL
T T T T T T T T
121 Solucio ||
h1=05
h2=1 I

Corrente Elétrica

Tempo
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Figura 6.6 — Método de Runge-Kutta de ordem 4

Método de Runge-Kutta de ordem 4 - Circuito RL
T T T T T T T T
126 Solucdo ||
h1=0.5
h2=1 |

Corrente Elétrica 10

o
T

7. Consideracoées finais

Neste trabalho observamos a importdncia do estudo das equaghes
diferenciais, pois sdo utilizadas para modelagem de problemas em diversas areas,
tais como: fisica, quimica, biologia, entre outras. Em alguns casos, quando a solugéo
analitica dessas equagdes diferenciais tornam-se complexas, utilizam-se métodos
numéricos para resolugao das mesmas.

Os métodos numéricos fornecem solugdes aproximadas da solugdo exata,
portanto, apresentam diferengas entre o valor exato e o valor obtido pelo método
numérico. No entanto, observamos pelos gréficos obtidos através do software
MatLab, que quanto menor o passo h, maior € 0 grau de precisao do resultado.

Os métodos numéricos apresentados neste trabalho apresentaram diferencas
minimas entre os seus resultados, quando comparados com a solugdo analitica, e o
método de Taylor de ordem 2 se saiu “melhor” que os demais, pois 0s seus
resultados se aproximaram bastante da solugdo exata.

Conforme a teoria estudada, o grau de precisdo do método de Taylor deveria
ser equivalente ao método de Runge-Kutta, sendo diferente apenas pelo fato de ndo
ser preciso calcular diversas derivadas utilizando o método de Runge-Kutta, no
entanto, observamos que a curva gerada pelo Método de Taylor de ordem 2, para o
problema proposto, que é relativamente simples, atingiu um resultado mais
excelente.
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NUMERICAL METHODS FOR SOLVING ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
USING THE SOFTWARE MATLAB

ABSTRACT

In this paper a brief review of ordinary differential equations will be showing some
types of equations, as well as methods of analytical resolution of the same. Also, be
discussed numerical methods used to solve ordinary differential equations, as an
alternative to the analytical solution, in some cases, can become a complex process.
A comparison between the numerical methods studied for solving a problem using
MatLab question will be presented.

Keywords: Differential equations. Numerical methods. MatLab.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ARENALES, Selma. DAREZZO, Artur. Calculo numérico: aprendizagem com apoio
de software. Sao Paulo: Thomson Learning, 2008.

FRANCO, Neide Bertoldi. Calculo numérico. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall,
2006.

HALLIDAY, David. RESNICK, Robert. WALKER, Jearl. Fundamentos de fisica:
eletromagnetismo. Volume 3. Tradugéo e revisao técnica Ronaldo Sérgio de Biasi.
Rio de Janeiro: LTC, 2009.

KIENITZ, Karl Heinz. Analise de circuitos:um enfoque de sistemas. 22 ed. Sao
José dos Campos: Instituto Tecnolégico de Aeronautica, 2010.

MACHADO, Kleber Daum. Equacodes diferenciais aplicadas. Vol. 1. Ponta Grossa,
PR: TODAPALAVRA, 2012.

MELO, Kelly Jacqueline Moura de. Aplicacdao do método das diferencas finitas
explicito na solucéo da equacao do calor para o caso transiente e
unidimensional. Angicos, RN: UFERSA, 2011.

PIRES, José Agostinho Lopes. Calculo Diferencial: estudo histérico sobre a
evolucao do Calculo Diferencial no século XVII. 2004. 147 f. Dissertagcao (Mestrado
em Ensino da Matematica) - Departamento de Matematica, Universidade de Tras-os-
Montes e Alto Douro (utad), Vila Real. 2004.



25

RUGGIERO, Marcia A. Gomes. LOPES, Vera Lucia da Rocha. Calculo numérico:
aspectos tedricos e computacionais. 22 Ed. Sdo Paulo: Pearson Makron Books,

1996.

YOUNG, Hugh D. FREEDMAN, Roger A..Fisica lll: eletromagnetismo. [colaborador
A. Lewis Ford]. tradugao Sonia Midori Yamamoto. revisao técnica Adir Moysés Luiz.
S&o Paulo; Addison Wesley, 2009.



