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Resumo

Neste trabalho temos como principal objetivo enunciar € demonstrar o Teorema do
Ponto Fixo de Banach e exibir algumas de suas aplicacdes. Para isto, estudamos inicialmente
os espacos métricos, as sequéncias de Cauchy em espagos métricos e alguns resultados a-
cerca destes conteddos, e em seguida estudamos os espacos métricos completos, a fim de
definirmos os espacos de Banach, e finalmente enunciar, demonstrar e apresentar algumas
aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach (para contracdes), o qual diz que se M é
um espago métrico completo, toda contracio f : M — M possui um Unico ponto fixo em M,

isto €, existe um unico x € M tal que f(x) = x.

Palavras-Chave: Espacos Métricos, Espaco de Banach, Teorema do Ponto Fixo.



Abstract

In this work we have as main objective to formulate and demonstrate Fixed Point
Theorem of Banach and display some of their applications. For this, first we study metric
spaces, sequences of cauchy in metric spaces and some results about these content, and then
studied the complete metric spaces, the order to define the Banach spaces, and finally stating,
demonstrate and present some applications of the Fixed Point Theorem Banach (for contrac-
tions), which says that if M is a space complete metric, every contraction f : M — M has a

unique fixed point in M ie here is a single x € M such that f(x) = x.

Keywords: Metric Space, Banach Space, Fixed Point Theorem.
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Introducao

A distancia de dois pontos em R, R? e R? desempenham um papel fundamental
tanto no Célculo como na Geometria. Nos cursos de Cdlculo de funcdes de uma ou varias
variaveis, as no¢oes de derivagao e integracao recaem sobre a no¢ao de convergéncia e limite,
e ambas, por sua vez, recaem sobre a no¢do intuitiva de distancia entre pontos. Ao longo do
seu desenvolvimento a Matemadtica, especialmente no século XIX, reconheceu a importincia
de abstrair e generalizar a no¢do intuitiva de distancia, aplicando-a a outros tipos de conjun-
tos, ou melhor dizendo, a outros tipos de "espagos", onde um ponto poderia ser uma curva
ou uma funcdo. Esse desenvolvimento conduziu as nogdes de métrica, de espagos métricos
e de espacos métricos completos. O teorema do ponto fixo de Banach é um resultado sobre
espagos métricos, com muitas aplicagdes, particularmente para demonstrar a existéncia de
solugdes de equagdes diferenciais e equacdes integrais. Neste trabalho temos como principal

objetivo definir e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, o qual nos garante que

"Se M € um espaco métrico completo, toda contra¢do f : M — M possui um unico ponto

fixoem M."

Na demontracdo deste Teorema, podemos observar que uma estratégia para se obter
pontos fixos € a partir de um ponto qualquer xo € M, aplicar f sucessivas vezes, obtendo-se
x1 = f(x0), x2 = f(x1) = f2(x0), ..., Xn = f(x4—1) = f"(x0) € no limite n — oo, esperar obter
um ponto fixo, isto &, obter um elemento x € M satisfazendo f(x) = x. Essa ideia é chamada

de Método das Aproximagoes Sucessivas.

Para isto, nosso trabalho estd dividido em quatro capitulos. O capitulo 1 € des-
tinado ao estudo dos Espacos Métricos, onde definimos métrica, espaco métrico, norma e
espacgo vetorial normado, além de alguns resultados acerca deste conteido. No capitulo 2
tratamos das Func¢des Continuas, mais especificamente das Aplicagdes Lipschitzianas e das
Contracgdes Fracas, além de definirmos as aplicagdes lineares. O capitulo 3 aborda o conceito
de Sequéncias, em especial as Sequéncias de Cauchy, além da defini¢cdo de Espaco Métrico

Completo. Por fim, o capitulo 4 traz a definicdo de Espaco de Banhach e o ponto fixo, e
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finalmente o enunciado e a demonstragdo do nosso principal resultado, o Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Em seguida estudamos algumas de suas aplicagcdes, em particular para
provar a existéncia e unicidade de solu¢des para equacdes diferenciais ordindrias e equagdes
integrais. Além destes capitulos, nosso trabalho contém um apéndice, o qual traz alguns dos

principais resultados que foram utilizados.



1 Espacos Métricos

1.1. Espacos métricos

Definicao 1.1 Uma métrica num conjunto M, ndo-vazio, é uma funcdo d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero real d(x,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicdes para quaisquer X, Y,
zem M:

M1) d(x,x) =0;

M2) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

M3) d(x,y) = d(y,x);

M4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z2).

Definicdo 1.2 Um Espagco Métrico é um par (M,d) onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M.

Exemplo 1.1 Considerando-se o conjunto R dos niimeros reais a funcdo d : R x R — R,
dada por d(x,y) = |x —y|, onde |x| representa o médulo ou valor absoluto de x € R, é uma

métrica sobre R.

Solucao: Verifiquemos cada item da definicdo, para isto usaremos as propriedades de moé-
dulo ou valor absoluto de nimeros reais. De fato, sejam x,y,z € R, temos:
M1) d(x,x) = |x—x[ = 0] = 0;

M2) Sejax#y. Se x >y, entdo |x —y| =x—y > 0. Para o caso x < y, temos
=yl =—(x—y)=y—x>0;

M3) d(x,y) = [x—y|=|(=1)-(—x)[=|=1]-[y—x|=1-]y—x[ = [y —x| = d(y,x);
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M4) d(x,z) = |x—z| =[x+ (=y+y) =2 = |(x—y) + (y =2)| < [x —y[+ [y —z]. Ou seja,
d(x,z) = x—z| < |x =yl +|y—z| = d(x,y) +d(y,2).

E entdo concluimos que d € uma métrica sobre R.

Definicao 1.3 Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma fungdo real f : X — R chama-se limitada

quando existe uma constante k > 0 tal que | f(x)| < k para todo x € R.
Exemplo 1.2 A fungdo f(x) = sen(x), com x € R é uma funcdo limitada.

Solucgio: Com efeito, sabemos que —1 < sen(x) < 1 para todo x € R, logo, pela propriedade
de médulo, |sen(x)| <1, VxeR.

Proposicao 1.1 A soma, a diferenca e o produto de funcdes limitadas sdo ainda limitadas.

Demonstracdo: Sejam f(x) e g(x) fungdes limitadas em M. Entdo existem k; >0e kp > 0
numeros reais tais que |f(x)| <k e [g(x)| < kp para todo x € M.
(i) A soma [(f +g)(x)

€ limitada, pois

[(F+8) )] =1f(x) + ()| < [f ()] +]g(x)] < ki + k.

(ii) O produto |(f-g)(x)| é limitado.
De fato,
[(f-&) @) = 1f(x) - g = |f(x)] - [¢(x)| < ki - k2

Definicio 1.4 Indicaremos por B(X;R) o conjunto das fungdes limitadas f : X — R, isto é,
BX;R)={f:X —R: f limitada}.
Exemplo 1.3 Definiremos agora uma métrica em B(X;R) pondo, para f,g € B(X;R) ar-
bitrdrias,
d(f.8) = supxex!|f(x) —g(x)|.

Solucio: Temos que d estd bem definida, pois sendo f e g fun¢des limitadas o supremo esta
bem definido. Verifiquemos que d satisfaz as condi¢des de métrica.

De fato, sejam f, g,h € B(X;RR), usando as propriedades de supremo, temos:
M1) d(f,f) = supxex|f(x) — f(x)| = supxex|0] = 0;
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M2) Se f # g, entdo d(f,g) = supxex|f(x) — g(x)| > 0, pois, por defini¢do de médulo, como
f # g, temos |f(x) — g(x)| > 0 para todo x € X, e consequentemente

supxex|f(x) —g(x)| > 0;

M3) d(f,8) = suprex|f(x) —g(x)| = suprex|(=1) - (=f(x) +g(x))|.
Pela propriedade de valor absoluto,

[(=1)- (=f () +g())| = [=1]-[g(x) = f(¥)] = [g(x) = fF()],
o que implica que

d(f.8) = supxex|g(x) — f(x)| = d(g, f);

M4) d(f,h) = supxex|f(x) = h(x)| = suprex|f(x) — g(x) + g(x) — h(x)|.
Usando a desigualdade triangular, temos que

d(f,h) < supxex[|f(x) — g(x)| +[g(x) — h(x)|]

E como, pela regra de supremo,

supxex[|f(x) = 8(X)[+1g(x) = h(x)[] = supxex|f (x) — g(x)| +suprex|g(x) —h(x)|,

concluimos que
d(f.h) <d(f,g) +d(gh).

Essa métrica é chamada métrica da convergéncia uniforme, ou métrica do sup.

1.2. Bolas e esferas
Seja a um ponto do espago métrico M. Dado um nimero real r > 0, definimos:

Definicio 1.5 Chamamos bola aberta de centro a e raio r o conjunto B(a;r), formado pelos

pontos de M que estdo a uma distancia menor do quer do ponto a. Ou seja,
B(a;r) ={x € M,d(x,a) < r}.

Defini¢do 1.6 Chamamos de bola fechada de centro a e raio r o conjunto Bla;r| dos pontos

de M cuja distdancia ao ponto a é menor ou igual a r. Ou seja,

Bla;r] = {x € M;d(x,a) <r}.
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Definicdo 1.7 Chamamos de esfera de centro a e raio r o conjunto S(a;r), formado pelos

pontos x € M tais que d(x,a) = r. Assim:
S(a;r) ={x e M;d(x,a) =r}.
Assim, temos que Bla;r] = B(a;r) US(a;r) e essa é uma reunido disjunta.

Observacao 1.1 Quando a métrica d provem de uma norma no espago vetorial E, podemos
escrever:

B(a;r) ={x€E;|x—al|<r};

Bla;r) ={x € E;||x—a||<r};

S(a;r) ={x€E;

x—all=r}.

Exemplo 1.4 Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola aberta de

centro a e raio r é o intervalo aberto (a —r,a+r), jd que satisfaz a condi¢do
x—a|<r=—-r<x—a<r

ouseja,a—r <x<a+r.
De forma andloga temos que Bla;r] € o intervalo fechado [a —r,a+r] e a "esfera" S(a;r)

tem apenas os dois pontos a—r e a+r.

Observacao 1.2 Seja (x,) um sequéncia em M. Afirmar que lim x, = a num espaco métrico
M equivale a dizer que toda bola B de centro a (e portanto todo conjunto aberto A contendo
a ou toda vizinhanca V de a) contém x, para todo valor de n, com excessdo de um niimero
finito deles.

1.3. Espacos métricos normados e espacos métricos com
produto interno

Definicao 1.8 Seja E um espaco vetorial real. Uma norma em E é uma fungdo real

I: E—R,

que associa a cada vetor x € E o niimero real || x ||, de modo a serem cumpridas as condi¢cdes

abaixo para quaisquer x,y € E e A escalar:
N1) Se x # 0 entdo || x |# 0;

N2) [|A-x = [A] || x
N3) || x+y <[ x +]

)

v
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Observacao 1.3 A desigualdade que consta no item N3) é conhecida como Desigualdade

Triangular.

Definicdo 1.9 Um espago vetorial normado é um par (E, || ||), onde E é um espago vetorial

real e || || é uma norma em E.

Definicao 1.10 Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno em E é uma fungdo
(,): ExXE— R, que associa a cada par ordenado de vetores x, y € E um niimero real (x,y),
chamado o produto interno de x por y, de modo a serem cumpridas as condigcbes abaixo,

para x,y,7z € E e A € R arbitrdrios:

P1) (x+2z,y) = (x,y) +(z,y);
P2) (M,y} =A- <x7y>;

P3) (x,y) = (yx);
P4) x # 0= (x,x) > 0.

As trés primeiras propriedades implicam

(x,y+2) = (xy) +{x,2), () =L (x,y) e (0,y) =0.

Observacao 1.4 A partir do produto interno define-se a norma de um vetor x € E pondo

[x []= v/ {x, %),

ou seja,

L2 (2= (x,x).

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam u e v € E, com E um Espaco

Métrico qualquer. Entdo, vale a expressao |(u,v)| <[ u || - || v || .

Demonstracdo: Sejam u,v € E, se u = 0, a desigualdade € 6bvia, pois
()] =10l =0 u|=0.

Se u # 0, tomando A € R, A = (u,v)/ || u ||?, temos que o vetor w = v — Au é perpendicular

au, isto &, (w,uy = 0, pois
<W,Lt> = <v—7\,u,u> = <V, M) —7\,<M,I/t> = <V7u> —A || u ||2: 0.
Dai,

1V 117= (vv) = (W Rty wo-Maa) = (wyw) 200w, 1) +-3% G, w) = w2 +200w,0) +07 [ |12,
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e como (w,u) = 0, obtemos

v =l w 12 +22 [ u |,

de onde segue que
M P<lv P,

pois | w |2 +A% [ u [P= A% || u |1
Mas, A? || u ||>= (u,v)?/ || u ||?, e portanto

()| <[lulf -1V

Exemplo 1.5 R" ¢ um espaco vetorial com produto interno. Sejam x = (x1,...,x,) e

Y= (V1y--s¥n)- Sendo (x,y) = x1-y1 + ... + Xy - yu 0 produto interno desse espago.

Solugio: Com efeito, sejam x = (x1,...,x,), y = (¥1,--,n) € 2= (21,...,20) ER" e L€ R
tais que
Pl) (x+z,y) = (x1+z1) - y1 + (22 +22) - Y2+ ... + (Xn + 2n) - Yu, pela distributividade da

soma, temos
(xtz,y) =@y +ye-z) 4o+ (Yot Yn-2n)-
Usando a comutatividade e a associatividade da adi¢do, obtemos
(x+z,y) =1 yi+eoFX )+ 0120+ Y0 20),
que pela defini¢do dada, resulta em
ftz,y) = @y + 32
P2) (Ax,y) = Axy -y1 +Ax2 - y2 + ... + Ax;, - y,. Usando a propriedade distributiva, temos que
(A, y) =N (X1 y1+x2- Y2+ oo + X0+ V).
E pela defini¢do, concluimos que

<7UC,y> =\ <X,y>.
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P3) (x,y) =x1-y1+x2-y2+ ...+ X, - yn. Usando a propriedade comutativa da multiplicagdo,
obtemos que

(X, 9) = Y1 X1 +Y2 X2+ oo+ Y0 X = (1,%).

P4) Se x # 0, entdo (x,x) = x1 -x] +x2 X2 + ... + X, - Xp :x% —|—x% + ... +x,21 > 0.
Satisfeitas P1) - P4), concluimos que R" possui produto interno definido por

(0, ¥) = X1 Y1+ o X5 Y-

Exemplo 1.6 Sdo espacos vetoriais normados
1) (R™|| ||1), onde para x = (x1,x2,...,x,) € R", define-se || x ||1= /¥.(x:)%;
1) (R™|| ||2), onde para x = (x1,x2,...,x,) € R", define-se || x [2=Y || xi ||;
1) (R, || ||3), onde para x = (x1,x2,...,x,) € R", define-se || x ||3= max || x; ||
De fato, sendo R" um espaco vetorial, resta mostrarmos que as fungoes acima de-
finem uma norma em R". Vejamos,

1) Sejam x = (x1,X2,...,%,) €y = (V1,Y2,--,¥n) ER" e L €R.
N1) Se x # 0 entdo x; # 0 para algum 1 < i < n. Dai,

lxlh= /Y02 = /53 ... a2 £0.

N2) || Ao 1= /R =\ [E02 ) = /A2 £F = VAT /L2
=A%

15

N3) [ x+y 1= VE@i+yi)? = (| x+y [[1)* = Exi +51)*.

Desenvolvendo o produto notdvel do segundo membro da igualdade, temos
Mx+y ) =Y G +2xyi+y) =Y a7+ Y 2 xyi+ Y o7,
e pela defini¢do temos que
(lxy 0% =l x [1F +2) % yit [y [IT - (1.1)
Como ¥ x;y; = (x,y) < |(x,y)| e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

ey <[l - [y [l1,zemos

Yo <llxlli- Nyl

Assim,
2Y iy <2 xa -y -
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Substituindo essa expressdo em (1.1), obtemos
(lxe+y 0% <l llF+2- 1 by I+ 1y I

o que implica em
(x> < U xlh + 1yl

e extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade concluimos
que

ety i<l fh-

Portanto, (R, || ||1) é um espago vetorial normado.

II) Sejam x = (x1,x2,...,%,) €y = (¥1,Y2,---,yn) ER" e L€ R,
NI) Se x # 0 entdo x; # 0 para algum 1 <i < n.

Dat,
[ x fl2= Y lxil # 05
N2) Por definigao,
1 2x 2= Y il = [Roxy |+ oo (x| = ([ (1 [ . [a]) = (A Y [l
ou seja,

[ A [a= 2]l x ]2 -

N3) Por definicdo || x+y (2= X |xi +yi| = [x1 +y1| + ... + [xn + yul|, pela desigualdade

triangular para o modulo ou valor absoluto de niimeros reais, temos

|Certyi] e +yal o tyal <l il 4 Pl 4 2l A ]+ [yl
= (beal oA bal) A+ (o yal)

= ) lul+) il

Assim,
[x+yL</[x]2+ [yl

Portanto, (R, || ||2) é um espago vetorial normado.

III) Sejam x = (x1,X2,...,X%,) €y = (¥1,Y2,-,yn) ER* e L€ R.
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NI) Se x # 0, temos que x; # 0 para algum i = 1,....n. consequentemente,

xi| # 0 para

X ||3= max|x;| # 0.
N2) Ax = (Ax1,Ax2, ..., Ax,) € R"™. Usando as propriedades de mdximo, temos que

algum i. Logo,

| Ax [[3= max|h - xi| = max(|M - [x]) = [M - maxpe] = [M- [ xi |3 -

N3) Como x,y € R", entdo x+y = (x] +Y1,...,%, +Yun) € R". Dai, usando as propriedades

de mdximo
|| x+y ||3= max|x; + y;| < max(|x;| + |yi|) = max|x;| + max|yi|,

ou seja,

ety lls<llxlls+llyls-

Exemplo 1.7 Outro exemplo de espaco vetorial normado é B(X;R), onde consideramos

I/ ||= suplf(x)],

onde || f || é a norma da fungao.

Solucdo: De fato, sendo B(X;R) um espago vetorial, mostremos que a fun¢do acima define

uma norma. Vejamos,

N1) Seja f € B(X;R), f # 0 temos que f(x) # 0 para algum x € R entdo sup|f(x)| # 0, ou
seja || f[|# 0.

N2) Sejam f € B(X;R) e A € R, temos

| AMf) NI= supxex|(Af)(X)] = suprex|\- f(x)].

E por propriedade de supremo,
| (AMf) |I= supxex[M - suprex|f(x)] = A - supxex|f ()| = [M- | £ 1] -
N3) Sejam f e g € B(X;R), temos
1/ + 8 1= supxex|(f + &) ()| = supxex|f(x) + g (x)],

usando a desigualdade triangular para o médulo de niimeros reais, e as propriedades

de supremo, obtemos

| f+8 ||< supxex || f(x)| +[8(x)[] = supxex|f (x)] +supxex|g() [ =[ f | + | g || -
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Logo, a aplicacdo dada define uma norma em B(X;R). Portanto, B(X;R) é um

espaco vetorial normado.

Observacao 1.5 Acabamos de verificar que todo espaco vetorial com o produto interno é

um espago vetorial normado. A reciproca ndo é verdadeira.

Exemplo 1.8 Sejam V =C([a,b],R) e f,g € V. A aplicagdo (,) :V xV — R tal que

b
(1.9 (f.8) = [ fgtds

define um produto interno sobre V.

Solucao:
P1) Sejam f,g,h € V. Entdo,

(f+8h Z/ab(f+g)(X)-h(X)dx:/ab[f(X)+g(X)]'h(X)dx

Usando a distributivadade do produto da soma temos

Ut = [ UM +g(xn0ola

Pela propriedade de soma de integrais, obtemos

v = [ 1entaes [ gntde= (7.8 + (e

P2) Sejam f,g € V e A € R. Entao

0.8 = [[00)-g0oe= [15()-¢

Usando a propriedade de integral temos

(Afg) / —Mf.g).

P3) Sejam f,g V.

9= [ rsax= [ srtoar= 1)

P4) Seja f € V, com f # 0 para algum x € [a,D]. Entio,

(f,.f) = /abf(x) f(x)dx = /ab[f(x)]zdx.



Agora, usando as propriedades de integral, como f # 0 = f2 > 0, temos

b
| lrPax >0

ou seja, (f,g) > 0.
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2 Funcoes Continuas

Este capitulo é destinado ao estudo das Funcdes Continuas, com defini¢des e pro-

priedades fundamentais para o prosseguimento deste trabalho.

2.1. Definicao de funcoes continuas

Definicao 2.1 Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacdo f : M — N é continua
no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter & > 0 tal que

d(x,a) <d=d(f(x),f(a)) <€, paratodox € M.

Diz-se que f : M — N é continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.
Exemplo 2.1 Seja f: R — R dada por f(x) = x para todo x € R. A fungdo f é continua.
Solucio: Dado a € R arbitrario, para todo € > 0 existe & > 0 tal que
d(x,a) <d=d(f(x),f(a)) <e.
De fato, dado € > 0, tomando & = € > 0, temos
d(x,a)=|x—a| <d=|f(x)—f(a)|=|x—a| < d=¢.

Logo, f € continua.

Exemplo 2.2 Se || ||: V — R € uma norma no espago vetorial V, entdo || || é uma fun¢do

continua.

Solucdo: Sejam x,a € V, dado € > 0, tomando 8 = €, temos
d(x,a) <d=d(|| x|, [|a]) <e.

De fato, por defini¢ao,
d(l x|l llal)=lllx]l —1lall,
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e pelas propriedades de norma
lxll=lall<lx—all
consequentemente
d(lx[l,[all) <llx—all=d(x,a) <d=e.

Portanto, || || é uma fungdo continua.

Proposicao 2.1 Sejam M um espaco métrico, E um espaco vetorial normado e f,g: M —
E,

o, B : M — R aplicagées continuas, com B(x) # 0 para todo x € M. Entdo sdo continuas
as aplicacoes f+g: M — E,o-f:M — E e & : M — R, definidas por

B
(f+2)x) = f(x) +gx), (- f)(x) =a(x)-f(x)e (%) (x) = %.

Demonstragdo: Ver referéncia [6]. [ |

2.2. Aplicacao lipschitziana e contracao fraca

Definicao 2.2 (Aplicacdo Lipschitiziana) Seja f : M — N, dizemos que f é uma aplicacdo
Lipschitziana quando existe uma constante ¢ > 0 (chamada de constante de Lipschitz) tal

que d(f(x), f(y)) < c-d(x,y), para quaisquer x e y em M.

Proposicao 2.2 Sejam M,N espacos vetoriais. Se f : M — N é uma aplicagdo lipschitziana

entdo f é continua.

Demonstracdo: De fato, sendo f uma aplicacdo lipschitziana, existe uma constante ¢ > 0 tal

que

dy(f(x), f(y)) < c-dm(x,y).

. €
Assim, dado € > 0, tomando & = — > 0 temos que
c

du(x,y) <d=dn(f(x),f(y) <c-du(x,y) <c-d=c--=k¢.

S lm

Portanto, f é continua em M.

Proposicao 2.3 Se f,g: M — R sdo funcoes lipschitzianas, o mesmo ocorre com f+g e
k-f, comkeR.
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Demonstracd@o: Como, por hipétese, f,g sdo lipschitzianas segue que existem c¢; > 0 e
¢y > 0, tais que

d(f(x),f(y) <e1-d(x,y),Vx,y € M,

d(g(x),g(y)) <c2-d(x,y),Vx,y € M.
Dai,
0
d(f(x),f(y) +d(8(x),8(y)) < c1-d(x,y) +c2-d(x,y),
o que implica que

d(f(x),f(y)) +d(g(x),g(y)) < (c1+c2)-d(x,).

Como (f+¢)(x),(f+g)(y) €R, temos

d((f+8)x),(f+8) ) =|(f+&)(x)=(f+8) W)= [f(x) = f(¥) +gx) —g()|
2.1)

Mas, usando a desigualdade triangular para o médulo de nimeros reais, temos

1f(x) = f)+8x) =) < [f(x)—fO)+]glx) —g)]
= d(f(x),f(y) +d(g(x),e(»y)). (2.2)

Assim, obtemos de (2.1) e (2.2)

d((f+8)x), (f +8) () <d(f(x),f () +d(g(x),&(y))-

Portanto, d((f+g)(x),(f+£)(y)) < (c1 +¢2) -d(x,y), ou seja, f+ g é lipschi-
tiziana.

(ii) Como o conjunto imagem da fun¢do f é um subconjunto de R, onde a distancia ¢ dada

pelo médulo, temos,

d(kf(x),kf(y)) = [kf(x) =kf (V)] = k- (f(x) = fF )],

por propriedade de médulo,

d(kf(x),kf(v)) = k|- [f(x) = f )] = [k] - d(f (x), ()
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Utilizando a hipétese de que d(f(x), f(y)) < c1-d(x,y),Vx,y € M, pois f é Lips-

chitziana, obtemos

d(kf(x),kf(y)) = [k[-d(f(x),f(y)) < [k|-c1-d(x,y),

agora, fazendo |k| - ¢; = ¢3 > 0, com ¢3 € R, concluimos que

d(kf(x),kf(y)) <c3-d(x,y),

e portanto, kf € uma funcao lipschitzina.
]

Definicdo 2.3 Se f: M — N é tal que d(f(x), f(y)) < d(x,y) para quaisquer x,y € M, dize-
mos que f é uma contragcdo fraca. Neste caso [ é lipschitziana (com ¢ = 1) e portanto é

continua.

Exemplo 2.3 Seja E um espago vetorial normado, toda norma x —|| x || € uma contragdo

fraca.

Solucio: De fato, observe que f(x) =|| x || . Assim,

d(f (), f ) =[xl = Iy [[ [ =1d(x,0) = d(y,0)] < d(x,y).

Exemplo 2.4 A aplicagdo constante f: M — N, f(x) =k, para todo x € M e k € R é uma

contragdo fraca.

Solucao: Por defini¢do,

d(f(x),f(y)) =d(k,k) =0.
Além disso, d(x,y) > 0, para todo x,y € M, concluimos que

d(f(x),f(v)) = d(k, k) =0 < d(x,y),

ou seja,

d(f(x),f(y) <d(x,y).

2.3. Transformacoes lineares

Definicao 2.4 Sejam E,F espacos vetoriais. Uma transformacdo linear f : E — F é uma
correspondéncia que associa cada vetor x € E um vetor f(x) € F de modo que valham, para

quaisquer x,y € E e o € R, as relagoes:
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(i) f(ow) = - f(x);
(ii) f(x+y) = f(x) + f(¥)-

Observacao 2.1 Se f: E — F é uma transformacdo linear e u,v € E, entdo
(i) f(0) =0;
(ii) f(=x) = —f(x);
(iii) f(u—v) = f(u) = f(v).

Com efeito,

(i) Por definigdo, f(0) = f(0+0) e como f é uma transformagao linear,

f(0+0) = £(0)+£(0)

assim, temos que

f(0) = £(0)+(0) = 2£(0),

o que implica que f(0) = 0.
(ii) Temos, 0 = f(0) = f(x —x), e como f € linear,

flx=x) = flx+(=x) = =f(x) + f(=),

entdo,
0=f(x)+f(=x) = fx) = f(—x).
(iii) Pela linearidade da transformacdo linear f e pelo item (ii), temos

flu=v) = flut (=) = fu) + f(=v) = () = f(v).

Exemplo 2.5 A aplicacdo f : R? — R? definida por f(x,y) = (—x,y) é uma transformagcdo

linear.

Solucao: De fato,
(i) Sejam oo € R e v = (x,y) € R?. Entio,

flaw) = f(ax,y)) = f(ox, ay),
pela defini¢do de f, temos
f(OUC,OLy) = (_(O(*X)aay) = OC(—x,y) = O("f(xvy)

ou seja, f(ow) =a- f(v).
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(ii) Sejam v = (x1,y1),w = (x2,y2) € R?%. Entio,
v+w = (x1 +x2,y1 +)2) € R%.
Dai, f(v+w) = f(x1 +x2,y1 +y2), e pela defini¢do de f,

S tx,y1+y2) = (—(x1+x2),y1+y2)
= (_x17)’1)+(_)€2,)’2)
= f(xl7y1)+f(x2ay2)7

fr+w)=Fv)+f(w).

Portanto, de (i) - (ii), obtemos que f é uma transformagao linear.

Proposicao 2.4 Sejam E e F espacos vetoriais normados. As seguintes afirmagoes a respeito
de uma transformacgdo linear f : E — F sdo equivalentes:

(1) f é continua;

(2) f é continuaem 0 € E;

(3) Existe ¢ > 0 tal que || f(x) ||< ¢ || x || para todo x € E;

(4) Existe ¢ > 0 tal que || f(x) — f(y) ||< ¢ || x—y || para quaisquer x,y € E.

Demonstrag@o: Devemos mostrar que (1) = (2) = (3) = (4) = (1).
(1) implica em (2)
E imediata, pois se f é continua, f é continua em todos os pontos de E. Logo, f
também € continuaem 0 € E.
(2) implica em (3)
Se f é continua em 0 € E, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que:

d(x,0) <8=d(f(x),f(0)) <e,

ouseja, |[x—0 < d= f(x) — f(0) ||< €. E como f € linear obtemos
[x[[<d=[f(x)-0ll<e,

assim

x||<d=| f(x)|<e.

Em particular, se tomarmos € = 1, temos:

|x||l<d=] f(x)||<1, VxeE.
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) 1
Note que, considerando — < 8, com ¢ > 0, entdo para x # 0, temos que
c

1
B LH:_<5
e flx cllxl[]] e
o que implica que
e
e flx |
Pela linearidade de f, temos que
()l = e )| = o 1
— - f(x)|| = X
c |l | c |l | c flx ]
Dai, e pela desigualdade (2.3), obtemos
()| <1= e 1 F@ 1< 1=l l<e Dx), va e B

O que implica dizer que f é uma func¢ao lipschitziana.
(3) implica em (4)
Do item (3), existe ¢ > 0 tal que || f(x) [|<c- || x|, paratodo x € E e ¢ > 0. Sejam

x1,y1 € E,como x =x1 —y; € E, temos

If G =y) [[< el =y |}

Pela linearidade de f, obtemos

1f ) = fO) € e ler=yi [,V 21,01 € E.

(4) implica em (1)

Do item (4) temos que || f(x) — f(y) [|< ¢ || x—y || para quaisquer x,y € E, o que
significa dizer que f € uma funcio lipschitziana, logo, f € continua.
O que encerra esta demonstracao.

]

Definicao 2.5 Sejam E,F espacos métricos, com F um conjunto fechado. Definimos o es-

paco das funcoes lineares e continuas por
L(E,F)={f:E — F, com f uma aplicagdo linear e continua }.
E a norma nesse espago é dada por || f ||= supyeg |jx|=1 || f(x) | -

Proposicao 2.5 Sejam E.F espacos vetorias normados. Para toda aplicacdo f : E — F
linear e continua, temos || f(x) [|<|| f || - || x|, Vx € E
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Demonstragdo: Seja x € E, se x = 0, a desigualdade é 6bvia, pois || x ||[=0 e sendo f linear

f(0)=0¢e][ f(0)[|=0.

Se x # 0, tomemos x = —— £ 0, com y € E, y # 0. Assim,

1y 1= (11|

Pela linearidade de f, obtemos || f(y) ||=| y | Hf(H Yy ”>
y

, assim,

TOIE H”i—HH

E como

Y
2 |l=1
WUHH

obtemos
[N A -y, VyeE.

Proposicdo 2.6 Seja S = {u € E,| u |= 1} a esfera unitdria de E. Uma aplicagdo linear

f+E — F € continua se, e somente se, f|; é limitada.

Demonstragdo: (=) Se f é continua, como f € linear segue que f € L(E,F) e pela
proposicao anterior, Vx € E vale || f(x) ||<|| f || - || x || - Em particular, se x € S temos que
| x||=1, daf

<A1

Tomando ¢ =|| f ||> 0, tem-se || f ||< ¢, Vx € S.
Logo, f|s é limitada.

(<) Para mostrar que f é continua, pela Proposi¢do (2.4), basta mostrar que f é
continua em 0 € E, isto é, dado € > 0, existe d > 0 tal que || x ||< § = f(x) ||< €.
Como f|g € limitada, existe ¢ > 0 tal que

| f@) I1€e || x|,VxES.

Dai,
[x[[<d=|f(x)[<c-8

€
Tomando & = —, temos
c

| x]< &= fx)|<e.



Portanto, f é continua.
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3 Sequéncias de Cauchy em Espacos Métricos

Neste capitulo iremos definir o conceito de sequéncia, dando énfase as Sequéncias

de Cauchy para introduzirmos o conceito de Espacos Métricos Completos.

3.1. Sequéncias

,

Definicdo 3.1 Seja (M,d) um espaco métrico. Toda aplicacdo n — x, de N* em M, é
chamada sequéncia de elementos de M e a notacdo para se identificar tal sequéncia é

(X1,X%2, ...y Xp, ...) OU, resumidamente, (x).

Observacao 3.1 Devemos distinguir o conjunto de termos de uma sequéncia da sequéncia
propriamente dita. Dada uma sequéncia (x,), cada imagem x,, é chamada termo da sequén-
cia. Por exemplo, se definirmos x : N — R pondo x, = (—1)", entdo obteremos a sequéncia

(—1,1,—1,1,...), cujo conjunto de valores é {—1,1}.

Sado exemplos de sequéncias:

(a) (\/E)nGN = (\/57 \/57 \/57"'7\/57"')
(b) (”)neN = (1727374757"')

1 111
(c) (Z)HGN: (17§7§71a"')

Definicdo 3.2 Uma sequéncia (x,) no espaco métrico M chama-se limitada quando o con-

junto dos seus termos é limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que d(xy,x,) < c, para

quaisquer m,n € N.

Y

N —
=
0| =

1
Exemplo 3.1 Sejax:N— R, comx, = o Neste caso obtemos a sequéncia (

Mostremos que essa sequéncia é limitada.
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Soluc¢iio: Queremos mostrar que existe ¢ > 0 tal que d (X, x,) < ¢,Vm,n € N.

De fato, sejam m,n € N quaisquer. Suponha que m > n, entdo temos

1 1 1 1
~ o 1
Observe que se m > n entdo 2™ > 2" o que implica que om < o
Dai, e da equagdo (3.1), obtemos
1 1 1 1 2 1
O R T TR TR TR T &

1
Além disso, comon € N, n > 1 entdo 1 < 1.
Logo, d(xp,x,) < 1,VYm,n € N, ou seja, (x,) € limitada.

Definicdo 3.3 Uma subsequéncia de (x,) é uma restricdo da aplica¢do n — x,, a um sub-

conjunto infinito N' = {n; <np < ... <m < ...} de N.

A subsequéncia € indicada pelas notagdes (X, ,Xu,, -, Xns---)s (¥n)neN, (X, )keN OU,

simplesmente, (X, ).

Exemplo 3.2 Seja x, = (—2)" uma sequéncia no espagco métrico M. Para n par, temos a
seguinte subsequéncia de x,, (4,16,64,...). Jd para n impar, temos (—2,—8,—32,...) como

subsequéncia de x,,.

Observacdo 3.2 No caso particular das sequéncias de niimeros reais, uma sequéncia (x,) é

dita mondtona quando para todo n € N é de algum dos quatro tipos descritos a seguir:

Crescente - Quando x, < X;41;
Descrescente - Quando x,, > X, 1;
Nao-crescente - Quando x,, > X, 1;

Nao-decrescente - Quando x, < Xp41.

Exemplo 3.3 Fixado q € R, seja (x,) uma sequéncia cujo termo geral é x, = ¢",¥n € N.
Quando g =0 ou q = 1, temos as sequéncias constantes (0,0,0,...) e (1,1,1,...), respecti-

"1 logo (x,) é decrescente.

vamente. Se 0 < q < 1, entdo para todo n € N temos q" > g
Se g > 1, entdo q" < "' Vn € N e portanto a sequéncia (x,) é crescente. Jd para o caso
—1 < g <0 a sequéncia ndo é mondtona, pois seus termos sdo alternadamente, positivos e

negativos.



35

3.2. Limite de uma sequéncia

Definicao 3.4 Seja (x,,) uma sequéncia num espaco métrico M. Diz-se que o ponto a € M é
o limite da sequéncia (x,) quando, para todo niimero € > 0 dado arbitrariamente, pode-se

obter ny € N tal que n > ng = d(xy,a) < €.

Em outras palavras, se a partir de um indice natural a distancia entre os termos da
sequéncia e o ponto a € M diminuir gradativamente, dizemos que a € o limite da sequéncia.
Denotemos por a = lim x,, a = lim,_,eoX, Ou a = lim,eNx,. Diz-se também que x,

tende para a e escreve-se ainda x,, — a.

Definicio 3.5 Uma sequéncia (x,) de pontos de M é chamada estdciondria quando x, = p,

a partir de um certo indice. Com p € M. Assim: (x,) = (X1,X2, ..c;Xp, Py Py Py ---)-

Proposicao 3.1 As sequéncias estaciondrias sdo convergentes para o termo que se repete,

ou seja, (X1,X2, ..., Xp, Py Py--) — P; UMA VEZ QUE Xpi] = Xp42 = ... = P.
Demonstracdo: De fato, para todo € > 0,
n>r+1=d(x,,p)=d(p,p)=0<Ee.

Em particular, as sequéncias constantes (p, p, p,...) convergem para essa constante p.
Proposicao 3.2 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia convergente num espago métrico M, isto é,
lim x,, = a, em M,

por definicdo dado € = 1 > 0, podemos obter ny € N, tal que
n>ny=d(x,,a)<l.
Mas, usando a defini¢do de bola aberta,
d(xn,a) < 1= x, € B(a,1).

Assim, o conjunto de valores da sequéncia (x,) estd contido na reunido {xi,...,x,, } UB(a,1)
que é um conjunto limitado, pois é a reunido de dois conjuntos limitados. Portanto (x;,)

é
limitada. []
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Proposicao 3.3 (Unicidade do limite.) Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites

diferentes.

Demonstracdo: Ver referéncia [6]. [ |
Proposicdo 3.4 Se lim x, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.
Demonstracdo: Ver referéncia [6]. [ |
Proposicao 3.5 Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente.

Demonstragdo: Seja, sem perda de generalidade, (x; < x; < ... <x, < ...) a sequéncia
mondtona e limitada, comx, e Ren=1,2,...

Tomemos a = sup,cn X,. Afirmamos que lim x, = a.

De fato, dado € > 0 existe nyp € N tal que a — € < x,,, € como (xn) € ndo decrescente, temos
que

n>ny= Xy > Xp,-

E pelo fato de a = sup,cn x,, entdo
n>ny=>a—€<xp <x,<a<ate.
Ou seja, x, € (a—¢€,a+€) e assim, lim x, = a. |

Definicao 3.6 Diz-se que uma sequéncia de aplicacées f, : X — M (definidas num con-
junto arbitrdrio X e tomando valores num espaco métrico M) converge simplesmente (ou
pontualmente) em X para a aplicacdo f : X — M quando, para cada x € X, a sequén-
cia (f1(x), f2(x),..., fu(x),...) tem limite f(x) em M. Ou seja, para cada x € X, tem-se

limy e fr(x) = f(x).

Isso significa que, dados arbitrariamente x € X e € > 0, existe np € N (dependendo de x e de
€) tal que
n>ny = d(fu(x),f(x)) <e.

Definicao 3.7 Diremos que a sequéncia de aplicacoes f, : X — M converge uniformemente
em X para a aplicacdo f : X — M quando, para todo € > 0 dado, for possivel encontrar
no € N tal que n > ng = d(f,(x), f(x)) < € para qualquer que seja x € X .

Observacao 3.3 Se f, — f uniformemente em X entdo f,, — f simplesmente em X .
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3.3. Sequéncia de Cauchy

Definicdo 3.8 Uma sequéncia (x,) num espaco métrico M chama-se uma sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N tal que
m,n > ny = d(xp,x,) < €.

Em outras palavras, a partir de um certo indice ng a distincia entre os termos da

sequéncia diminui.
1

Exemplo 3.4 A sequéncia (—) é de Cauchy.
n

Soluc¢do: Mostremos que, dado € > 0, existe n € N tal que m,n > nj = |x,; — x,| < €.
De fato, dado € > 0, pela Propriedade Arquimediana [ver apéndice A], existe n; € N tal que
ni-€> 2. Dai,

1 1 1 1 1 1
mn>n; =[xy —x,| =|———| < |—=|+|-|=—+-
m n m n m n
1 1 1
Mas, param > np, temos — < — e paran > nj temos — < —. Logo,
m n n m
1 2

mn>ny =[xy —X| < —+—=—,
ni n ni

de onde segue que

m,n > ny =[xy, — x| <E€.
AW
Portanto, { — ) € de Cauchy.
n

Proposicao 3.6 Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy.
Demonstracdo: Ver referéncia [6]. [ |
Proposicao 3.7 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracdo: Seja (x,) uma sequéncia do espago métrico M. Por hipétese, (x,) é con-
vergente, ou seja, lim (x,) = a, para algum a € M. Logo, por defini¢do, dado € > 0 existe
no € N tal que

n>nyg=d(x,,a) <

€ . .
Dai, se tomarmos m,n > ng temos que d (X, a) < = e d(xy,a) < 5> 0 que implica

€ €
d(xmaxn) < d(xm,a) —l—d(a,xn) < §—|—§ =¢€.
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Logo, (x,) é de Cauchy. n
Proposicao 3.8 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M. Ou seja, dado

€ > 0, e sem perda da generalidade tomemos esse € = 1, existe ng € N tal que
m,n > ng = d(Xm,,x,) < 1.

Assim, o conjunto {x,,+1,Xn,+2, ...} € limitado e tem seu didmetro < 1.

Logo, o conjunto de termos da sequéncia é dado por {xj,x2,...,Xp,...} € por sua vez pode
ser escrito como a unido de dois subconjuntos, {x1,x2,...,Xu, } U{Xny+1,Xn+2, ..} que sdo
limitados (onde {x1,x2,...,xp, } € limitado por ser finito).

Portanto, o conjunto {x1,x2, ..., Xy, Xng+1,Xng+2, --- € limitado, ou seja, a sequéncia de Cauchy

(xn) € limitada. |

Observacao 3.4 Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Um exemplo disso é a sequén-
cia (1,0,1,0,...) na reta. Mesmo sendo limitada, esta sequéncia ndo é de Cauchy, pois a
distdncia entre dois termos consecutivos é constante igual a 1, ou seja, d(x,,x,+1) = 1 para

todo n.

Proposicao 3.9 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é con-

vergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (x,, ) uma sub-
sequéncia de (x,) que converge para o ponto a € M. Mostremos que lim x, = a.
Com efeito, sendo (x,, ) uma subsequéncia de (x,) que converge para o ponto a € M, temos

que dado € > 0 existe p € N tal que
€
ng>p = d(xg,a) < 5
E sendo (x,) um sequéncia de Cauchy, dado € > 0 existe g € N tal que

mn>q = d(xm,x,) <

N m

Seja ng = max{p,q}. Para todo n > ng existem termos da subsequéncia de (x,) que ultrapas-

sam o indice ng, ou seja, existe n; > ng, assim
€
d(xp,a) < d(xpm,xp,) +d(xn,,a) < 5 +-=¢
Logo, obtemos que dado € > 0 existe ng € N tal que

n>ng = d(x,,a) <,
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ou seja, que lim x,, = a. [ ]

3.4. Espaco métrico completo

Definicao 3.9 Diz-se que um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.
Exemplo 3.5 A reta é um espaco métrico completo.

Solucao: Ja mostramos no Capitulo 1 que R € um espaco métrico. Mostremos agora que
R é completo. Para isto, considere (x,) uma sequéncia de Cauchy em R e para cadan € N

considere

Xy = {xnyanrl,- }

Note que X; D X2 D ...X,, D ... e como, pela Proposicdo (3.8), toda sequéncia de Cauchy é
limitada, temos que os conjuntos X,, sdo limitados e assim possuem infimo e supremo.
Definamos a, = inf X,, n=1,2,...

Como X; DX D ...X,;, D..., segue das propriedades de infimo (ver apéndice) que
infXi<infXp <...<inf X, <...,

ousejaa; <ap; <...<a, <...esendo X, limitado por b, Vn € N temos que inf X, < b,
assim,
a<an<...<a<...<b=suplX.

Sendo (a, ) uma sequéncia monétona e limitada de nimeros reais, segue, da Proposicao (3.5),
que (ay) é convergente. Portanto, existe a € R tal que lim a, = a. Portanto, R é um espaco

mmétrico completo.
Proposicao 3.10 Um subespaco fechado de um espagco métrico completo é completo.
Demonstracdo: Ver referéncia [6]. [ |

Proposicao 3.11 O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sdo com-

pletos.
Demonstracdo: Ver referéncia [6]. [ |
Corolario 3.1 M; x ... x M,, é completo se, e somente se, My, ...,M, sao completos.

Exemplo 3.6 R" é um espaco métrico completo.
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Solucio: J4 vimos no exemplo anterior que R é um espago métrico completo, portanto, pelo

corolério 3.1, concluimos que R" é completo.
Exemplo 3.7 Seja F um espaco métrico completo. B(X;F) é um espago métrico completo.

Solucio: Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em B(X; F). Temos, por defini¢do, que (f;) é
limitada, isto €, existe ¢ > 0 tal que

| fu(x) [ <ec, (3.2)
sendo (f,) de Cauchy temos que para todo € > 0, existe N € N tal que

usando as regras de supremo e o fato de (f,;) ser de Cauchy, obtemos

m,n > N = supycx || fm(x) _fn<x) ||F< €. (3.3)

Assim, para cada x = xo € X fixado, temos, pela propriedade de supremo, que
m,n > N = fm(x0) — fu(xo0) || < €. (3.4)

Isto mostra que (f;;(x0)) é uma sequéncia de Cauchy em F, e sendo F completo,( f,,,(xo)) é

convergente, isto €,
fin(x0) — f(x0) quando m — oo.

Desse modo, pela unicidade do limite, para cada x € X, podemos associar um tinico elemento
f(x) € F. Isso define uma fungdo f de X em F.

Afirmagdo:f € B(X;F) e fin — f.

De fato, fazendo n — o0 na equacao (3.4), temos

| f(x) ||< ¢, para todo x € X,
o que implica f € B(X;F).
Agora, fazendo n — +o0 na equagdo (3.6), obtemos

m>N=| fu—fl<e,

ou seja,
fm — fem B(X;F).

Portanto, B(X; F) é um espago métrico completo.



4 Espacos de Banach e o Teorema do Ponto Fixo

Neste capitulo enunciaremos, demonstraremos e exibiremos algumas aplica¢des do

principal resultado deste trabalho: o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

4.1. Espaco de Banach e contracoes
Definicao 4.1 Chamamos de espaco de Banach um espago vetorial normado completo.

Exemplo 4.1 Sejam E,F espacos vetoriais normados, sendo F um espaco métrico com-

pleto, o conjunto
L(E,F)={f:E — F, com f uma aplicag¢do linear e continua},

munido da norma

| fl|= supxex e jx|=1 [ £(x) I,

€ um espaco de Banach.

Solucdo: Como L(E,F) é um espaco vetorial e a aplicacdo acima define uma norma em E,
basta mostrar que L(E,F) é completo, isto é, que toda sequéncia de Cauchy em L(E,F) é
convergente.
Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em L(E,F), temos que (f,) é linear e continua, assim,
pela Proposigdo (4.2), (fu|s) é limitada. Entdo,(f,|s) é de Cauchy em B(S,F), onde
S={x€E,|x|=1}.

Mas, como por hipétese, F' é completo, entdo, B(S,F) é completo, e sendo (f,|5) de
Cauchy em B(S, F), existe fo € B(S,F), tal que

Jn = Jo 4.1)
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uniformemente em S.

Indiquemos por f : E — F a extensdo da aplicacdo fo : § — F, definida por:
f(Ax)=A- fo(x), se x€S e AeR. (4.2)

Inicialmente mostremos que f,, — f simplesmente em E e que f € L(E,F).
De fato, sendo f; linear,
(i) Se x =0 : limp—yeo fn(0) = limy—e0 =0=0- f(0) = f(0-0) = f(0).

(ii) Se x % 0, limy_seo fou(x) = limy_see f (|| x| L) — || x || Littpsenfp (”i—”) ,

[l
X X
€ como mH =1, temos que m € S, consequentemente,
. X X
gy (1151750 ) = (115 )
Dai, limy oo fn(x) =] x || - fo <m) , € por (4.2) e pela linearidade de f,

b ) = (1305 ) = s

Logo, limf,(x) = f(x) para todo x € X, o que implica que f € L(E,F), ou seja, L(E,F) é
completo.

Portanto, L(E,F) é um espago de Banach.

Definicao 4.2 Sejam M,N espagos métricos. Chamamos de contra¢do uma aplicacdo
f M — N quando existe uma constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que d(f(x), f(y)) < c-d(x,y)
para quaisquer x,y € M.

De certo modo isso nos diz que quando a funcio € uma contracdo a distancia entre as

imagens ¢ muito menor que a distincia entre os pontos do conjunto.
Proposicao 4.1 Toda contracdo é uniformemente continua.

Demonstracdo: Ver Referéncia [6] [ |

4.2. O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicao 4.3 Seja M um espagco métrico. Um ponto fixo de uma aplicacdo f: M — M é um
ponto x € M tal que f(x) = x.
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Exemplo 4.2 A aplicacéo f : R — R, dada por f(x) = x*, tem dois pontos fixos, que sdo os
pontos 0 e 1. Pois, f(0)=0>=0e¢ f(1)=12=1.

Teorema 4.1 (Teorema de Banach sobre pontos fixos de contragcoes) Se M é um espago

métrico completo, toda contracdo f : M — M possui um iinico ponto fixo em M.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia em M tal que fixado um ponto xg € M e fazendo
x1 = f(x0),x2 = f(x1),%3 = f(x2),eesXn = f(Xn—1),Xn+1 = f(xn),.... Mostremos que a =
limx, é o tnico ponto fixo de f. Admitamos que a sequéncia (x,) convirja para um ponto
aceM.

Provemos a existéncia do ponto fixo:

Como, por hipétese, lim x, = a, temos que f(a) = f(lim x,). Mas, como f é uma contragio,
f € continua, dai,

f(lim x,) = lim f(xy),
o que implica, f(a) = lim f(x,).

Mas, por hipétese, f(x,) = x,+1, entdo, f(a) = lim x,41, € como supomos que (x;) converge

para a, segue da unicidade do limite, que

fla)=a.

Portanto a € o ponto fixo de f.

Provemos a unicidade do ponto fixo:

Suponha que existem dois pontos fixos, f(a) =a e f(b) = b e como f é uma contra¢do
d(f(x),f(y)) <c-d(x,y),com 0 < ¢ < 1 para x,y quaisquer em M,

entao,

d(a,b) =d(f(a),f(b)) < c-d(a,b),
ousejad(a,b) < c-d(a,b)=d(a,b)-(1—c) <O0.

Como 1 —c¢ > 0, temos que d(a,b) < 0. Mas por se tratar de métrica, d(a,b) deve ser sempre
maior ou igual a zero, nos restando apenas a possibilidade d(a,b) = 0. E isso acontece se, e

somente se, a = b. Portanto, o ponto fixo € tnico.

Para encerrarmos a demonstragdo, basta apenas provar que a sequéncia (x,) admitida ini-
ciamente ¢ de fato convergente. Para isto, basta mostrar que (x,) é de cauchy em M, pois
sendo M completo (x,) é convergente.

Veja que, sendo f uma contracdo e como

x1=[f(x0), x2=f(0), x3=F02);s X0 = (1), Xnp1 =)o,
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temos

d(x1,x2) = d(f(x0), f(x1)) < c-d(x0,x1),
d(x2,x3) = d(f(x1),f(x2)) < c-d(x1,x2) < ¢ (c-d(x0,x1)) = ¢ - d(x0,x1)

e de modo geral temos d(x,,x,+1) < ¢ -d(xp,x1) para todo n € N (podemos mostrar isto
usando o Principio de Inducdo Finita sobre n).

Dai, segue-se que, para n, p € N quaisquer:

d(xnaxn—i-p) < d(xnyxn—H) +d(xn+laxn+2) + .. +d<xn+p—17xn+p)

< " P d (x,xg).

Usando a distributividade da multiplicagdo,
d(Xp, Xnyp) <" [LHc+ ..+ cP - d(xo,x1).

Mas, observe que [1+c+ ... +cP~!] é a soma dos termos de uma progressio geométrica de

razdo c¢ e lembremos que essa soma € dada pela expressao I onde R é a razdo da P.G,

1
logo, temos que [1 +c+...+cP~1] = 7 e assim obtemos que

—C

n

i p) < 7

-d .
c (X(),.Xl)

Como, pelo fato de 0 < ¢ < 1, liny_. ¢" =0, obtemos que d(x,,Xn4p) < €, Vn > ng com
€ > 0 sendo tdo pequeno quanto se queira. Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy no
espago métrico completo M e concluimos assim que a sequéncia € convergente.

Corolario 4.1 Seja f : M — M tal que, para algum m, a composta f™ é uma contracdo.
Entdo:
(i) f tem um vnico ponto fixo;

(ii) para todo x| € M, a sequéncia (f"(x1)), com n € N converge ao ponto fixo.

Demonstracao:

(i) Inicialmente mostremos que existe o ponto fixo de f.

Por hipétese, para algum m, f”* € uma contragdo, e, pelo teorema anterior, existe um e s6 um
x € M tal que f™(x) = x. Provemos entdo que x é o ponto fixo de f.

Como f(f™(x)) = f™(f(x)), para todo x € M, e x é ponto fixo de f™, temos
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ou seja, f™(f(x)) = f(x), o que nos diz que f(x) também é ponto fixo de .

Mas haviamos afirmado que f™(x) = x, logo, pela unicidade do ponto fixo, f(x) = x o que
implica que x é o ponto fixo de f.

E podemos garantir que esse € o unico ponto fixo, j4 que todo ponto fixo de f € também o

ponto fixo de f™, que € Unico.

(ii) Ja vimos pelo Teorema anterior que considerando

x1 = f(x0),x2 = f(x1),x3 = f(x2),.s%n = f(Xn—1),Xn+1 = f(Xn),... a sequéncia (x,) con-
verge em M para o tnico ponto fixo de f, consequentemente para todo x; € M, a sequéncia

(f"(x1)), com n € N converge ao ponto fixo. n

Exemplo 4.3 Seja f: R — R uma fungdo satisfazendo a condicdo de Lipschitz,

[f(0) = f(s)[ <e-le—s],

para quaisquert,s € R, com 0 < ¢ < 1. Entdo existe um e apenas um t| tal que f(t;) =1, e,

para qualquert € R, temos f"(t) — t; quando n — oo.

Solucdo: Com efeito, vimos no Capitulo 3 que R é um espaco métrico completo, e por
hipdtese, f € uma contracdo, ja que a constante de lipschitz € tal que 0 < ¢ < 1, entdo, segue
do Teorema (4.1) que
(i) existe um tnico #; € R tal que f(#;) =1y, ou seja, existe um e apenas um ponto fixo de f
emR, e
(ii) para qualquer 7 € R, temos que f"(¢) — 11, ou seja, qualquer composta de f converge

ao ponto fixo #1.

Exemplo 4.4 Sejam F C R" fechado, g : F — F satisfazendo a condi¢do de Lipschitz,

[g(x) =g I<e lx—yl,

para quaisquer x,y € F, com 0 < ¢ < 1. Entdo existe um e apenas umt € F tal que g(t) =t.

Solucao: De fato, R" € um espaco métrico completo, e como F C R", sendo F fechado,
temos que F também € um espaco métrico completo. Além disso, por hipdtese, g € um
contracdo. Entdo segue do Teorema (4.1) que existe um, e apenas um, ponto fixo de g em F,

assim, existe um unico ¢ € F tal que g(t) =1.

Observacido 4.1 Dada uma aplicacdo T de um espaco métrico (M,d) nele mesmo, uma
estratégia para se obter pontos fixos é a partir de um ponto qualquer xo € M e aplicar f,
sucessivas vezes, obtendo-se x1 = f(xo), x2 = f(x1) = f2(x0), ;%0 = f(xa_1) = f"(x0)
e no limite quando n — oo, esperar obter um ponto fixo, isto é, obter um elemento x € M

satisfazendo f(x) = x. Essa ideia é chamada de Método das Aproximagdes Sucessivas.
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4.3. Algumas aplicacoes do Teorema do Ponto Fixo de
Banach

Apresentaremos aqui algumas aplica¢des do Teorema do Ponto Fixo de Banach, mais
precisamente para demonstrar a existéncia de solu¢des de equacdes diferenciais ordindrias e

de equacdes integrais.

4.3.1. Aplicacao em Equacodes Diferenciais Ordinarias

Definicao 4.4 Uma equacao diferencial de primeira ordem é uma equagdo do tipo

dx(t)
dt

= f(t,x(1))
onde f: R xR" — R" é uma funcdo continua.

Proposicao 4.2 (Teorema da Existéncia e Unicidade de Cauchy para Equagoes Diferenci-
ais): Sejam (tp,y0) € R xR e f uma aplicagdo definida em I = [ty — a,ty + a] X Blyo,b] C
R x R a valores em R, continua e lipschitziana na segunda varidvel, isto é, existe uma cons-

tante real c tal que
[f(t,21) = f(t,22)| S ¢+ |21 — 22,

parat € [ty—a,ty+al e z1,22 € B|yo,b|. Entdo, existe a;, com 0 < aj < a tal que a equagdo
diferencial y' = f(t,y) tem apenas uma solugdo u definida em [t) — a1ty + a1] e satisfazendo

u(t()) =)0.

Demonstracao:

Seja M tal que |f(t,y)| < M, para (t,y) € [ty — a,tp + a] X B[yo,b]. Tomamos a; =
min (a,% . Suponhamos que a < Y& isto €, que a; = a. Observe que M # 0, pois, caso
contrario terfamos f = 0 e a afirmacao € trivial.

Consideremos agora o espago métrico completo E = C([to — a,t9 + a|, B[yo,b]) for-
mado pelas aplicagdes continuas de [ty — a,tp + a] em Blyp,b], munido da métrica da con-

vergéncia uniforme,

d(u,v) =l u=v = supy,—q+a{ll u(t) =v(e) [|}.

Sejau € E, e definamos T, : [ty — a,ty + a] — R por

Tu(t) = yo+ [ f(s,u(s))ds.

fo
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Note que, 7, estd bem definida, pois como u € E e f(¢,u(t)) lipschitziana na segunda varia-

vel, temos que f(7,u(t)) é continua e portanto integravel. Mostremos agora que T, € E.

(i) T.(t) € By[yo]-

De fato, temos

o que implica

Aplicando o balor absoluto em ambos os membros da igualdade acima e usando a pro-

priedade de norma de uma integral, obtemos

| T.(2) = yol =

lotf(s,u(s))ds

< [ £ (s, u(s))|ds. 4.3)

Lembremos que |f(¢,y)| < M para (t,y) € [to — a,t9 + a] X B[yo,b]. Assim, da equagéo (4.3)
obtemos .
Tu(e) ol < [ Mds=M-sf, =M(t 1),
To

b
usando propriedade de médulo, o fato de f € [tg —a,to+a] e de a < i concluimos que
1 T(t) —yo| <M -|t —tg| <M-a < b.

Portanto, 7,,(t) € Blyo,b].

(i1) T, € continua.

De fato, dados tg,t1,t; € [fo —a,tp+a], onde tg < t] < o, vale

15}

vort [ ls.u)ds—yo— [ fs,uls))ds

Iy To

| Tu(12) = Tu(01)] =

Y

o que implica

|Tu(t2) = Tu(11)] =

: f(s,u(s))ds — totl f(s,u(s))ds

Aplicando as propriedades de integral, obtemos

n

[ rstspases [ stsaonas [ sisats)as

fo To

|T(12) = Tu(t1) =

Y

isto é,
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|Tu(t2) - Tu(t1)| =

: f(s,u(s))ds

< / (s, u(s))ds < / £l ds.

Como || f ||< M, concluimos que

15}

i) =il < |

15)
£ (s, u(s))|ds < / Mds < M-|tr—1).
5] 1
Assim, T, ¢é lipschitziana, e consequentemente € continua.
Logo, T, € E = C([to—a,to+al,B|yo,b]) paratodau € E = C([to —a,to+al, B[yo, b])-
Podemos escrever portanto, que 7" é uma aplicagdo do espago métrico completo £ em si
mesmo. Finalmente, se tomarmos k = a - ¢, veremos que 0 < k < 1 e que, para u,v € E

quaisquer, vale

” 1,—T, ” = 5“Ptel|Tu(t)_TV(t)|
= supictlyo+ [ flsu() =30 [ Fs(6)
= supier| | 'Fls.us)) — Fls.v(s))lds].

Aplicando a propriedade de norma de uma integral, temos que

| T — T, ||< supser

t
(s, u(s)) = fls,v(s))]lds.
0
Usando o fato de f ser lipschitziana e algumas propriedades de supremos, obtemos
t t
T, —T||< sup,el/ c-lu(t)y—v(t)|lds<c ||u—v|| -suptg/ ds.
) fo

Pelo Teorema Fundamental do Célculo e por propriedade de supremo, temos
1T =T [[< e ffu=vi| -sup(t —10) = ¢ [fu—=v| -t =to].
Comot € [fo —a,fy+a) e tomando k = a-c < 1, temos que
I T -Tl<e lu—v]a=k|u-v].

O que implica que T é uma contragéo, jaque || T, — T, ||< k- ||u—v||,com 0 <k < 1.
Sendo T uma contracdo e E um espaco métrico completo, podemos aplicar o teorema do
ponto fixo de Banach, e assim garantimos que existe uma e s6 uma u € E que satisfaz T,,(t) =

u(t), o que implica,
t
u(t)=yo+ [ f(s,u(s))ds,

Ty
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daf usando o Teorema Fundamental do Célculo, temos /' (t) = f(¢,u(t)), e além disso u(ty) =
yo- Portanto, a equagdo diferencial y' = f(,y) admite uma tnica solu¢do da u definida em

[to —a1,to+ay] e satisfazendo u(fg) = yp, como querfamos mostrar. []

4.3.2. Aplicacao em Equacoes Integrais

Proposicao 4.3 (Aplicacdo em equagoes integrais). Consideremos a equacdo integral linear

(de Fredholm de segunda espécie)

) = 7040 [ Ko,5) 5(5)ds @.4)

onde k : [a,b] X [a,b] — R ¢é continua e || k ||< M. Entdo, para todo A € R tal que |\| <

M- (—a) e f € C([a,b],R) existe uma e sé uma u € C([a,b],R), que é solugdo da equagdo
(b—a
integral.

Demonstragdo: Temos E = (C([a,b],R) é um espago métrico completo. Seja T : E — E tal

que x — T, onde

b
(T)() = f() +\- / k(t,s) -x(s)ds, 1 € [a,b].

Observe que 7' € uma contragdo.

De fato, dados u,v € E, temos

b b
10 -0 | = [[0)+2 [ 5e) ashas = (70 2+ [ K9 v(5a)

= [ [ k09 atoras = [ e0)-utsnas|.

Usando a distributividade e as propriedades de integral, temos

17.0) =10 = - [ k(.9)lut5) = (5

Y

e por propriedades de norma |7,,(t) — T,,(¢)| < |A| -

b
/a k(t,5)[u(s) — v(s)]ds|.

Aplicando a propriedade de norma de uma integral, obtemos

b
T (1) = To(1)] < M- / k(t,5)[u(s) — v(s)]|ds,

e usando a propriedade de que a norma do produto de dois termos € o produto das normas

desses termos, chegamos em

b
T =T < - [ 1K) -] lu(s) = ()]s @3)
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Lembremos que, por hipétese, a aplicagdo k € limitada, sendo || k || < M e além disso,

[ = v [|= supsejap)|u(s) =v(s)| = |u(s) =v(s)| <[[u—v].

Assim, desses fatos e da equagdo (4.5) obtemos

b
|T.(t) = T,(1)] < W'/a M-|[u—vllds=[M-M-[fu—=v]-(b-a)

Tomemos 0 < |A| < , temos

1
M-(b—a)
(1) =T(0)] < e Jlu=v]],

com0<c<l1.

Por fim, sabendo que
| T —T, ||= S”Pte[a,b]‘Tu(I) —T,()l,

concluimos que || 7, — 7, ||[< ¢- [u—v ||, com 0 < ¢ < 1, ou seja, T é uma contragao.

Logo, pelo fato de E ser completo e T uma contragdo, temos pelo Teorema do Ponto Fixo de

Banach, que existe uma e s6 uma funcio u € E que satisfaz

ou seja,

u(t) = F()+ - / k(1.5 - u(s)ds.



A Alguns Resultados Utilizados

Apresentaremos agora, alguns dos principais resultados e definicdes que foram uti-

lizados durante o trabalho.

A.1. Propriedades de valor absoluto

Nesta secao apresentamos a defini¢@o e propriedades do valor absoluto de um nimero

real.

Definicao A.1 Seja x € R, o valor absoluto de x é dado por:

|x|={

Proposicao A.1 Sejam x e y € R, entdo:

(1) | x|= Va2

(2) [x|>0

(3) |x|=0<x=0
(4) |x-y|=[x]-]y]

(5) [x+y|<|x|+]y|
(6) | —x|=|x]|

(7) |[x—y[=0=x=y

8 |x—y|<|x—z|+|z—Y]
(9) Hzm(sey%m
vyl

(10) | x—y[=[[x[ =]yl
(11) |x|[<y<= —y<x<y
(12) |x|>y<—=x<—-youy<x

—x, se x<0

x, se x>0
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A.2. Propriedade arquimediana

Nesta secdo apresentaremos um resultado importante sobre nimeros reais, a Pro-

priedade Arquimediana.
Proposicao A.2 Dados a,b € R coma > 0, existe n € N tal que n-a > b.

Demonstragdo: Ver referéncia [8]. [ |

A.3. Propriedades de supremo e infimo

Nesta secdo apresentaremos a definicdo e algumas propriedades do supremo e infimo.

Definicao A.2 Seja S C R. Um elemento t € S é dito cota superior de S se:
x <t, para todo x € S.

Definicao A.3 Um elemento m € S é dito cota inferior de S se:

X > m, para todo x € S.

Definicao A.4 Um niimero u denomina-se Supremo de S, se:
i. u é cota superior para S e
ii. set é qualquer cota superior para S entdo u < t.

Notagdo: supS =u

Definicao A.5 Um niimero u denomina-se Infimo de S, se:
i. U é cota inferior para S e

ii. set é qualquer cota inferior para S entdo u > t.

Notagdo: infS =u

Proposicio A.3 Considere A,B C R conjuntos limitados e ¢c € R, onde A+B = {x+y;x €
A,y € B} ec.A={c-x;x € A}, temos

(1) sup(A+ B) = supA +supB

(2) inf(A+ B) = infA +infB

(3) sup(c-A) = c-supA, casoc >0

(4) inf(c-A) = c-infA, caso ¢ >0

(5) sup(c-A) = c-infA, casoc <0

(6) inf(c-A) = c-supA, casoc <0

Proposicao A4 Seja f,g: X — R funcées limitadas. As funcoes f+ g, cf : X — R, satis-

fazem as seguintes propriedades
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(1) sup(f+g) <supf-+supg

(2) inf(f+g) > inf f +infg

(3) sup(c-f)=c-supf, casoc>0
(4) inf(c- f) =c-inff, caso ¢ >0
(5) sup(c- f)=c-inff, caso c <0
(6) inf(c-f)=c-supf, casoc <0

Demonstracdo: (Ver [S]) [ |

A.4. Espaco vetorial real

Nesta secdo apresentaremos a definicdo de espaco vetorial real.

Definicdo A.6 Um espaco vetorial real é um conjunto V, ndo vazio, com duas operacoes:
soma, V xV S V, e multiplicacdo por escalar, R x V — V, tais que, para quaisquer
uyvyweVeabeR u+veVeauecV, eas propriedades abaixo sejam satisfeitas:
i(u+v)+w=u+{v+w)

ii u+v=v+u

iii Existe 0 €V tal que u+0 = u. (0 é chamado de vetor nulo.)

iv Existe —u €V tal que u+ (—u) =0.

v a(u+v) =au+av

vi (a+b)v=av+bv

vii (ab)v = a(bv)

Viii lu=u

A.5. Conjuntos fechados

Nesta secdo definiremos Conjuntos Fechados. Para isso exibiremos também a defini¢dao

de ponto aderente e fecho.

Definicao A.7 Um ponto a diz-se aderente a um conjunto X de um espagco métrico M quando
d(a,X) = 0. Isto é, existem pontos de X arbitrariamente proximos de a, ou seja, para cada

€ > 0, podemos encontrar x € X tal que d(a,x) < €.

Outras maneiras equivalentes de dizer que a é aderente a X sao:
(i) para todo € > 0, tem-se B(a;€) (X # O,
(ii) para todo aberto A contendo a tem-se que A(\X # J;

(iii) toda vizinhanga de a tem pontos em comum com X.



54

Definicao A.8 Chamamos de fecho (ou aderéncia) de um conjunto X num espagco métrico

M o conjunto X dos pontos de M que sédo aderentes a X .

Defini¢io A.9 Um conjunto F é dito fechado quando F = F, ou seja, quando F é igual ao

seu fecho.
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