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Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo principal apresentar e demonstrar o Teorema de
Hahn-Banach que é um dos resultados de maior aplicacao da andlise funcional. Este
teorema permite que funcionais lineares definidos em um subespaco de um espaco
vetorial sejam estendidos a todo o espago. O teorema se apresenta na literatura em
diversas formas, tanto analiticas como geométricas. Neste trabalho serd apresentado o
Teorema de Hahn-Banach na sua forma analitica e geométrica, seguida de uma de suas
aplicacoes. Em sua forma analitica, o teorema de Hahn-Banach sera demonstrado para
0 caso em que o espaco vetorial é real e para o caso em que o espaco vetorial é complexo.
Na sua forma geométrica, o Teorema de Hahn-Banach trata da separacao de convexos
por hiperplanos. Por fim, mostraremos uma aplicagao deste resultado na separagao de
conjuntos convexos por um funcional linear. Para tanto, foi realizada uma pesquisa
bibliografica em busca de alguns resultados preliminares necessarios a demonstragao
deste teorema. Dessa forma, neste trabalho apresentamos os pressupostos necessarios

para enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de Hahn-Banach.



Abstract

In this monograph, we aim to introduce and demonstrate the Hahn-Banach theorem
which is a result of increased applications of functional analysis. This theorem allows
linear functional de ned on a subspace of a space vector to be extended to any space.
The theorem is presented in the literature several forms, both as analytical geometry.
This work will be displayed Hahn-Banach theorem in its form and analytic geometry,
followed by one of its applications. In its analytical form, the Hahn-Banach theorem
will be demonstrated for the case where the vector space is real and for the case where
the vector space is complex. On its geometry, form the Hahn-Banach theorem deals
with the separation of convex by hyperplanes. For, we show an application of this result
in the separation of convex sets by a linear functional. To this end, we performed a
bibliographical research in search of some preliminary results necessary to show this
theorem. Thus, in this work we present the assumptions necessary to articulate and

demonstrate the Hahn-Banach theorem.
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Introducao

O Teorema de Hahn-Banach! é um dos principais resultados da anédlise funcional. Ele
trata da extensao de funcionais lineares (ou mais geralmente transformagoes lineares) definidos
em subespagos. Interessados em resolver determinadas equagoes, Riesz (em 1911) e Helly (em
1912) obtiveram os primeiros teoremas de extensao de funcionais em alguns espagos de fungoes.
O primeiro resultado para o caso real foi obtido por Hahn em 1927 e, de forma mais geral,
por Banach 1929. A versao complexa foi publicada em 1938, e é devida a H. F. Bohnenblust
e A. Sobczyk. O Teorema de Hahn-Banach, em particular, garante que, em espagos vetoriais
normados, sempre existem funcionais lineares continuos e nao nulos. Em espagos vetoriais
topoldgicos, isso pode nao ocorrer. La Salle, em 1941, mostrou que tais funcionais existem se,
e somente se, 0 espago possui um aberto (contendo a origem) convexo e disjunto de todo o

espago, um caso particular desses espacos sao os espacos localmente convexos.

Neste trabalho temos como objetivo enunciar e demonstrar o Teorema de Hahn-Banach
o qual garante a existéncia de extensoes lineares para todo o espaco, de funcionais lineares
definidos em um subespaco. Serao apresentados no decorrer deste trabalho o Teorema de
Hahn-Banach em sua forma analitica para o caso em que o espago vetorial é real e o caso
em que este é complexo, também demostraremos o Teorema para espacos de dimensao finita,
espagos normados e uma forma mais geral do Teorema, além de uma versao geométrica no qual

o Teorema de Hahn-Banach trata, principalmente, da separacao de convexos por hiperplanos.

Por fim, mostraremos uma aplicacao deste resultado na separacao de convexos por um

funcional linear.

10 nome do teorema é em honra ao mateméatico austrfaco Hans Hahn (1927) e ao polonés Stefan Banach

(1929).



Capitulo 1

O Teorema de Hahn-Banach

1.1 Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach

Nesta se¢ao, enunciaremos e provaremos um importante Resultado da Andlise Funcional
o Teorema de Hahn-Banach segundo sua forma analitica. Para tanto, apresentaremos alguns
conceitos necessarios a demonstragao do Teorema. Como este teorema se refere, fundamental-
mente, a funcionais lineares, recordemos que estes sao aplicacoes lineares definidas sobre um
espago vetorial E, ou sobre um subespaco vetorial de E, tomando valores sobre o corpo K

(K=R ou K=C), ouseja f é um funcional linear em E, se f : F — K satisfaz:

flar + By) = af(x) + Bf(y),

sempre que z,y € E e a,f € K.

1.2 Funcionais Sublineares e Seminormas

Definicao 1 Sejam E um espaco vetorial, L um subespaco linear de E, e g um funcional linear

em L. Um funcional linear f em E é uma extensao de g se f(x) = g(z), Vx € L.

Definicao 2 Seja E um espaco vetorial real. Um funcional sublinear em E € um funcional
p: E — R tal que:

() p(z+y) <p(z)+ply), ryekE.
(ii) p(ax) =ap(z), v € E, a>0.



Exemplo 1.2.1 Se f é um funcional linear em E, entao é sublinear.

Exemplo 1.2.2 Se E é um espago normado, entao p(x) = ||z|| € sublinear.

De fato, temos:

(1) plr+y) = llz+yll <zl + vl = p(x) +p(y), =,y € E.
(i) plaz) = [laz] = [all|lz] = ap(x), =€ E, a=0.

Exemplo 1.2.3 Seja X = R? defina p(x1,x2) = |21| + x9. Entdo, p é sublinear.

Sejam x = (x1,22) ey = (y1,Y2), temos:
T4y = (21,22) + (Y1, ¥2) = (21 + Y1, 72 + y2)
e
(az) = (axy, axs).
Entao,
(i) p(z+y) = plr1 +y1, 22 +y2) = |1+ 1] + (X2 +y2) < ([21] +22) + (|91] +92) = p(@) +p(y).
(ii) plax) = plaxy, axy) = |ax | + axy = al|zy| + 22) = ap(z), z€ X, a>0.

Observacao 1 Segue-se da definicao que se p é um funcional sublinear em E, entao

(i) p(0) =0;
(i) —p(—z) < p(z), Yz € E;

(iti) —p(y —2) <p(x) —ply) <plr—vy), z,y€E.

Nao é necesséario que p(z) > 0,V x € E (por exemplo, cosidere os exemplo 1.2.1 e 1.2.3),
no entanto se p satisfaz p(—x) = p(x) V x € E, entdao p(x) >0, V2 € E e o do item (iii)

acima, temos

lp(z) —py)| < plz —vy), z,y€E.

Para espacos complexos, é necesséario que fagamos uma restri¢cao aos funcionais sublineares.

Defini¢ao 3 Seja E um espago vetorial tomando valores sobre o corpo K (K =R ou K= C).
Uma seminorma em E é uma funcao p : E — R tal que:

() p(z+y) <p(z)+ply), r,yekE.
(ii) p(ax) = |alp(x), z€ E, ackK.



Note que, uma seminorma p é uma norma se, e somente se p(z) = 0 implica z = 0. Se F

é real entao a seminorma p é um funcional sublinear, porém, a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 1.2.4 O exzemplo 1.2.2 ¢ uma seminorma, mesmo em espacos complexos. Os exem-

plos 1.2.1 e 1.2.3 nao sao seminormas.

Observacao 2 Note que se p € uma seminorma em E, entdo

O processo de extensao sera um pouco diferente para os casos real e complexo. Primeiro

veremos um resultado geral para o caso real o qual serd demonstrado nas segoes seguintes.

1.3 O Teorema de Hahn-Banach em Espacos Vetoriais

Realis

Um dos principais resultados deste trabalho consiste no teorema abaixo, cuja demonstracao

serd dada na se¢ao 1.7, onde usamos o Lema de Zorn.

Teorema 1 (Hahn-Banach) Seja E um espago vetorial real, com um funcional sublinear p
definido em E. Suponha que L é um subespaco linear de E e g ¢ um funcional linear em L

satisfazendo
g(x) <p(z), zelL
Entao g tem uma extensao f em E tal que

flz) <plx), z€EFE. (1.1)

Observacao 3 Segue-se de (1.1) que



1.4 O Teorema de Hahn-Banach em Espacos Vetoriais

Complexos

Agora, a partir do caso real, vamos deduzir uma forma do teorema de Hahn-Banach para o
caso complexo. Note que se E é um espaco vetorial sobre o corpo C, E é automaticamente um
espago vetorial sobre o corpo R, pois podemos restringir a multiplicacao escalar aos escalares
reais, denotaremos esse espago vetorial real por Eg (ressaltamos que os elementos de E e Eg
sao os mesmos, a diferenca entre os dois espacos é simplesmente que a Er s6 é permitido a
multiplicagdo por nimeros reais). Se, além disso, E é um espago normado, entao Fr também

é um espaco normado, com a mesma norma de F.

Lema 1 Se f é um funcional linear em E, entao existe um unico funcional linear real fr em

Er tal que

f(x) = fr(z) —ifr(iz), x € E. (1.2)

Reciprocamente, se fr é um funcional linear real em Eg e f é definido por (1.2), entao f é um

funcional linear complexo em E.

Se, além disso, E é um espaco normado entio f € E' & fr € Ey e, neste caso, ||f|| =

[1/Ell-

Demonstracao: Para um arbitrario x € E, podemos escrever

f(x) = fr(x) +ifi(r), v€F,

onde fr e fr sao volores reais. Além disso, se f é um funcional linear em E entao fr e f; sao
funcionais lineares em Eg, onde Ey é E considerado como um espago vetorial real. Além disso,

para qualquer z € E,
flix) = fr(ix) + ifi(iz).
Mas f(iz) =if(z) = —fr(z) +ifr(x). Entdo fr(ix) = —fr(z). Consequentemente,

f(x) = frlz) —ifr(iz), z€E.

Reciprocamente, seja fr um funcional linear em Eg. Entao fr é uma aplicagao de E em R tal

que frlax +by) =afr(x) +bfr(y) Yo,y € E e Ya,beR.

5



Definindo f : E — C por (1.2), segue que f é um funcional linear em F, pois como fg é

aditivo entao f também o é e, se a,b € R e x € F, temos que

Fla+ib)z) = falaz+ ibe) —ifa(—be + iaz)
= afr(z) +bfr(iz) + ibfr(x) — tafr(iz)
= (a+1ib)fr(z) — (a+1b)ifr(ix)
= (a+ib)[fr(z) —ifr(iz)]
= (a+1ib)f(x)

Note que a homogeneidade de fr nao implica imediatamente a homogeneidade de f, pois

fr(Az) = Afr(z), V X € R mas nao em geral para A € C.

Finalmente, segue de (1.2) que,
[f(@)* = fr@)] + | frli2)?, z€E
Portanto, se f € E’ entao para qualquer x € E, temos
[fr(@)] < [f (@) < [[f][]]]
assim, fr € Ej e
IfrI< (£ (1.3)

Reciprocamente, se fr € EJ entdo para qualquer z € E, podemos escolher o € C tal que

|f(z)] = af(x), onde |a| = 1, assim
|f(2)] = flaz) = frlaz) < || frllll]]
Portanto, f € E' e

111 < [I.fz]l (1.4)

Assim, de (1.3) e (1.4) segue que
LA = 11 7RI



Lema 2 Seja E um espacgo vetorial complexo e seja p uma seminorma em E. Suponha que L

€ um subespaco linear de E e g um funcional linear em L satisfazendo
l9(z)| < p(z), =€l

Suponha que gr, um funcional linear em Ly obtido por aplicacao do lema 1 a g, tem uma

extensao fr em Eg, satisfazendo

[fr(2)] < p(x), =€ Ep.

entdo g tem uma extensao f em E tal que

[f(2)| < p(z), z€E. (1.5)

Demonstracgao: Pelo Lema 1 existe um correspondente funcional complexo f em F, o qual
é claramente uma extensao de g. Para mostrar que f satisfaz (1.5), suponha que x € E, com

f(z) #0, e escolha o € C tal que |f(z)| = af(z) (onde, || = 1). Entéao

|f(2)] = flaz) = frlaz) < plaz) = |a|p(z) = p(z),
desde que p é uma seminorma. Isso completa a demonstarcao. [ ]

Combinando o teorema 1 e o lema 1, obtemos a seguinte versao geral do teorema de

Hahn-Banach.

Teorema 2 (Hahn-Banach) Seja E um espago vetorial real ou complexo e p uma seminorma

em E. Suponha que L € um subespaco linear de E e g € um funcional linear em L satisfazendo
9(x)| < p(x), =€ L.
Entdo, g tem uma extensao f em E tal que

|f(z)| < p(z), =€E.

Demonstracao: Se E for um espaco real normado o resultado segue do teorema 1 e do fato
de p ser uma seminorma. Portanto, suponha que E é um espaco normado complexo. Denote

por fr o funcional linear real em L obtido por aplicagao do lema 1 & g. Temos, por (1.2),

gr(z) < |gr(z)| <lg(z)| < p(z), =€ L.

7



Assim, pelo teorema 1, gr tem uma extensao fr em FEp, satisfazendo

[fr(x)] < p(z), € Eg.

Entao segue do lema 2 que g tem uma extensao f em E tal que

|f(2)] < p(z), z€E.

1.5 O Teorema de Hahn-Banach em Espacos Normados
Nesta secao estudaremos o Teorema de Hahn-Banach em espagos normados.

Lema 3 Seja E um espaco linear real, L um subespago linear proprio de E, e seja p um
funcional sublinear em E e g um funcional linear em L, tal que g(x) < p(z), V z € L.

Suponha que z1 ¢ L, e seja
Li=[xn|®dL={an+z;0€R, z €L}
Entao, existe &, € R e gy : L1 — R satisfazendo
gi(az +2) =a& +g(x) <plaz; +x), a€R, z€ L. (1.6)

Note que, g1 € linear em Ly, e g1(z) = g(x), = € L, assim g1 é uma extensao de g.
Demonstragao: Para qualquer u,v € L, temos

gu)+g(v) =glut+v) <plut+v)=plu—2z+2 +v) <plu—=2)+pv+z),
e assim,

g(u) = plu — 21) < —g(v) +p(v + 21) (1.7)

tomemos o infimo em (1.7) com v € L, entao

g(u) = plu — z) < inf{—g(v) +p(v+21)} =&



temos também

& +gu) <plu—2z), wel (1.8)

Sit+gw) <plv+2), wvelL (1.9)

Multiplicando (1.8) por # > 0, temos

—B& + g(Bu) < p(Bu — Bz1)

e escrevendo a« = — 3, & = fu obtemos (1.6) quando a < 0. Analogamente, multiplicando (1.9)

por 3 > 0, temos

B& + g(Bv) < p(Bv + Bz)

e escrevendo a = 3, x = fv obtemos (1.6) quando o > 0, quando « = 0 (1.6) segue imediata-

mente da definicao de p. |

Teorema 3 Suponha E um espaco vetorial normado, L um subespaco linear fechado de E tal
que L# E e a € R tal que 0 < a < 1. Entao existe x,, € E tal que ||z.|| =1 e ||zo — y|| > a,
VyelL.

Omitiremos a demostracao deste teorema, ao leitor interessado sugere-se consultar [4]

Lema 4 Seja E um espago normado separdvel de dimensao infinita e suponha que 0 < a < 1.
Entao existe uma sequéncia de vetores unitdarios {z,} em E tal que ||z, — 2z, || > a para qualquer

m,n € N comm#n elz,]=F.

Demonstracao: Seja {z,} uma sequéncia contavel e densa em E. Claramente, [z,] = E.
Seja {y,} uma subsequéncia obtida pela retirada de todos os elementos da sequéncia {z,} que
sao escritos como combinagao linear de elementos precedentes. Por construcao, a sequéncia
{yn} € linearmente independente. Além disso, para qualquer nimero finito de elementos de

{z,} escritos como combinacao linear, temos um nimero finito de elementos de {y,} escritos

como combinagao linear, assim [z,] = [y,], e portanto [y,] = E. Para cada k € N, seja U, =
[Y1, ..., yx]. Construamos uma sequéncia de vetores {z,} indutivamente. Seja z;, = Hy—k” Agora,
Yk

suponha que para algum &k € N construamos um conjunto de vetores unitarios {z1, ..., zx }, com



k elementos e a propriedade: [z1, ..., zx] = U, € se m # n entdo ||z, — z,|| > a. Por aplicacdo

do teorema 3 para os espacos Uy e Uy, existe um vetor unitario zx,1 € Uy tal que
lzkt1 —yll = o,y € U

Em particular, para cada vetor z,,, m = 1,...., k. Assim o conjunto {z1, ..., zg, 241}, com k + 1
elementos também tem a mesma propriedade acima. Desde que E é de dimensao infinita,
este processo indutivo pode continuar indefinidamente produzindo uma sequéncia {z,} com a

propriedade acima. Assim, temos [2,] = [yn] = [#n] = E (desde que a sequéncia {x,} é densa

em E), o que completa a demonstragao. [ ]

Teorema 4 (Hahn-Banach) Seja E um espag¢o normado real ou complezo e L um subespaco

linear de E. Para qualquer g € L' eziste uma extensdo f € E' de g tal que ||f|| = ||g]-

Demonstracao: Seja p(z) = ||g||||z]|, V = € E. Entdo p é uma seminorma em E. De fato,
temos:

(1) p(x +y) = llgllllz +yll < gl =l + lyl) = llglllzl + llglllyll = p(=) + p(y), =y € E
(i) plaz) = [lgllllaz] = lalllgllllz] = |alp(z), z € E, acK.

Podemos supor que L # E e L fechado. Primeiro discutiremos o caso real e a partir deste
deduziremos o caso complexo. A partir de agora vamos supor E separavel.
(i) Suponha que E é real. Notemos que (1.6), juntamente com a forma de p, implica que a
extensao g; construida no lema 3 satisfaz g € L} e [|¢1]| = ||g||. Pelo Lema 4 existe uma

sequéncia de vetores unitarios {z,} em F\L tal que se definimos
L,=1[z1,.2] ®L, n>1 Ly =][z1,2,..]® L.

Entao, z,41 ¢ Ly, n > 1, ¢ E = Ly, (ou E = L, para algum n finito, em cujo caso a extensio

f € E’ pode ser construida por aplicagao do Lema 3 n vezes).

Seja Ly = L, go = g, e suponha que, para algum n > 0, temos uma extensao g, € L,

de g satisfazendo ||g,|| = ||g||. Aplicando o Lema 3 a g, obtemos uma extensao gn,+1 € L,
com ||gns1|l = |lgnll = |lgl|- Dai, concluimos que, V n > 0, existe uma extensao g, € L/ com
llgnll = |lg]|- Agora, mostremos que existe uma extensao desse funcional para L, e entao para
E.

Para qualquer € L., existe um inteiro n(z) tal que x € L), assim, para todo

m > n(z), € Ly, € gn(2) = gn()(z). Assim, podemos definir goo(z) = gn)(x). Note que,

10



a partir das propriedades dos funcionais g,, n > 0, que g, ¢ uma extensao de g e satisfaz
90|l = llg||. Finalmente, desde que E = Lo, fs tem uma extensdo por continuidade, f € E’,
satisfazendo || f|| = ||goo|l = ||g||, © que completa a prova do teorema quando E é real.

(ii) Agora, suponha que E é complexo. Aplicando a primeira parte da demonstracdo e o lema

2 a g € L' obtemos um funcional linear complexo f € E’ tal que

[f(@)] < p(x) = |[fllll«]l, € E.

Portanto, |[f[| = llg]- u

1.6 O Teorema de Hahn-Banach em Dimensao Finita

Teorema 5 (Hahn-Banach) Seja E um espaco vetorial real, com um funcional sublinear
p definido em E. Suponha g : L — R um funcional linear onde L é um subespaco de E
satisfazendo

g(x) <p(z), Veel.

Entdo g tem uma extensao f em E tal que

f(z) <px), z€E.

Demonstragao: Suponha que L # E. Considere zg € E\ L e Ly =L & [xo] = {z + txg; t €
R, = € L}. Defina fy : Ly — R tal que fo(x + tzg) = g(x) + tay onde ap € R é escolhido de
modo que fo(z) < p(z), ¥V x € Lg. Assim, fo(x) = g(z) se x € L, fy é linear e fy(z) < p(x),
Vo € Lg. Se Ly = E a demonstragao acaba. Caso contrario, tome z; € E \ Ly e considere
Ly = Lo @ [x1] e defina f; : L1 — R por fi(x + tx1) = fo(z) + tay. Tem-se que f; é linear
fi(z) = fo(x), ¥V x € Ly e ag € R é escolhido de modo que fi(z) < p(z),Vx € L. Se [ =F a
prova acaba. Se nao, tome xy € E'\ L; e considere Ly = Ly @ [xs] e prossiga o raciocinio como

anteriormente, como dimFE < oo, existirda um n € N tal que L, = E. [ ]

1.7 Forma Geral do Teorema de Hahn-Banach

Nesta secao provaremos o teorema 1, para isto utilizaremos o Lema de Zorn, o qual enun-

ciaremos a seguir. Para tanto, recordemos algumas nocoes da teoria dos conjuntos ordenados.
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Definicao 4 Um conjunto P € dito parcialmente ordenado quando for munido de ordem par-
cial, isto €, uma relagao que satisfaz as sequintes condicoes:

(i) z <z, VxeP;

(ii) Sex <y ey<z entdox <z, Vux,yzecP;

(iii)) Sex <y ey <z, entiox =y, ¥V x,y € P.

Se, além disso, v < y ouy < x,V x,y € P entao a relagao serd chamada uma ordem

total e P serd chamado totalmente ordenado.

Exemplo 1.7.1 A ordem < usual em R € uma ordem total

Exemplo 1.7.2 Se S é um conjunto arbitrdrio, e seja M o conjunto de todos os subconjuntos

de S. A relagio de inclusdo de conjuntos, A< B < A C B € uma ordem parcial em M.

Seja () C P um subconjunto de P, dizemos que ¢ € P é uma cota superior de () se para

todo y € @) se tem y < c.

Dizemos que m € P é um elemento maximal de P se para todo x € P tal que m < z se

tem necessariamente r = m.

Observacao 4 Nem sempre um elemento maximal de P é o seu maior elemento. Na verdade,

podem existir vdrios elementos mazximais em P.

Finalmente, dizemos que P ¢é indutivo se todo subconjunto totalmente ordenado de P

admite uma cota superior.

Lema 5 (Zorn) Todo conjunto nao vazio, parcialmente ordenado e indutivo admite um ele-

mento maximal.

Demonstragao: (Teorema 1) Seja H o conjunto de todas as extensoes lineares de g tal que,
VheH,
h(z) <p(z), VY axeD(h).

Note que o conjunto H é nao vazio, pois g € H. Logo, podemos definir uma ordem parcial em

H, da seguinte forma:
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hi < h; < h; éextensao de h;
isto é,

Seja P = (h;)ijer um subconjunto de H, totalmente ordenado.

Considere ¢ uma fungao definida da seguinte forma:

(i) D(p) = Ler D(hs);

(i) p(z) = hi(x), se x € D(h;).

Note que ¢ estd bem definida, pois se x € D(h;) N D(h;) entao h;(z) = hj(z), uma vez
que P é totalmente ordenado e, portanto, D(h;) C D(h;) ou D(h;) C D(h;).
Observe que, como D(h;) é subconjunto nao vazio de E, entao |J D(h;) é subconjunto nao

icl
vazio de E. Além disso, dados x1, 29 € D(p), existem hy e hy em P tais que 21 € D(hy) e x5 €

D(hy). Como P é totalmente ordenado, hy < hy ou hy < hy. Dai, x1,29 € D(max{hy,ha}).
Logo, como este conjunto é um espago vetorial, concluimos que x; + x5 € D(max{hy, ha}).

Portanto, z1 + 22 € D(p).

Note também que, se © € D(p) e A € R, entdo Az € D(yp), pois V i € I, D(h;) é um

espago vetorial.
Portanto, concluimos que D(y) é um subespaco vetorial de FE.
Além disso, ¢ ¢ linear, pois V z1,22 € D(yp), temos que existem hi,hy € P tais que

x1 € D(hy) e 29 € D(hs). Entéao,

o(x1 +x3) = max{hy, ha}(x1 + x2)
= max{hy, ho}(z1) + max{hy, ho}(x2)

= p(z1) + o(z2).
Dado x € D(p) e A € R, temos que existe h € P tal que = € D(h) e,

e(Ax) = h(Ax) = Ah(z) = Ap(x).

Além disso, pela propria definicao de ¢, observemos que esta é uma extensao de cada

h; € P, onde cada h; é uma extensao de g. Logo, ¢ é uma extensao da g. E como para cada
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h; € P, temos
D(h;) € | D(hi) = D(y)

il

o(x) = hi(x), VYV xe D(h),
podemos dizer que V h; € P temos ¢ > h;, isto é ¢ é uma cota superior de P.
Dai, pelo Lema de Zorn, H tem um elemento maximal, que indicaremos por f.
Agora, basta mostrar que D(f) = E, e assim provaremos o teorema.
Suponha por absurdo que D(f) # E.

Entao, podemos supor um elemento z € E\ D(f) e considerar Z o subespaco de E gerado

por D(f)U|[z],isto é,Vy € Z, y = x + Az, para algum = € D(f) e algum \ € R.
Seja ¢ : Z — R uma fungao definida por:
Uz + A2) = f(z) + Ac,
onde ¢ é uma constante que fixaremos a seguir.
Note que sendo f linear, dados y1,y, € Z, tais que y; = 21 + A1z € Yo = T2 + A9z, temos
Y1+ Y2 = (Q?l + )\12’) + (LCQ + )\22) = (1’1 + .TQ) + ()\1 + )\2)2,

e entao

Yy +y2) = (@14 22) + (A + A2)2)
= flz1+22) + (M + Ao)e
= fz1) + e+ f@a) + Aac
= Y(x1 + \2) + (a2 + A22)
(

= ¥(y1) + ¢(y2).
E ainda, se a € R, temos:
ayy = a(x) + \z) = azg + (a\)z,
Entao

Y(ay) = Yoz + (adr)z)

14



= flax1)+ (al)c
= af(z1) +a(le)
= a(f(z1) + Mo)
= ap(r) + \2)

= a(y)

Assim, 1 é um funcional linear em Z.

Além disso, no caso em que y € D(f), temos que y = y + 0z, logo y € Z e, assim,

W(y) = f(y), isto é, ¥ é uma extensdo linear de f tal que D(f) é subconjunto préprio de Z.

Agora, mostremos que 1) € H. Temos que 1 é uma extensao de g, pois f é extensao linear

de g.
Portanto, devemos mostrar apenas que 1, com uma escolha adequada de ¢, satisfaz a
seguinte condicao:
v(y) <ply), Yye D).
Sejam 1, x2 € D(f).

Como p é um funcional sublinear, p(z +y) < p(z) + p(y), YV z,y € E, e ainda, como f é
linear e f(z) < p(x),V x € D(f), temos:

f@r) = f(z2) = flaz1—x2)
< plzr — 22)
= plx;+2—2z—x9)
(

< plar+2) +p(=2 — x2).

Dai, segue-se que

—p(—2z — x2) — f(z2) < p(x1 +2) — fz1), (1.10)

onde z é fixado.

Agora, seja

M = sup{—p(—z — z2) — f(z2); z2 € D(f)}

m = inf{p(z1+ 2) — f(21); @1 € D(f)}.
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Entao, M < m e para um ¢, com M < ¢, < m, de (1.10), temos
—p(—z —x2) — f(z2) <. <plxy + 2) — f(x1), VYV ax1,20 € D(f). (1.11)

Fixando o ¢, obtemos.

Para A < 0, pelo lado esquerdo da desigualdade (1.11) e substituindo x por A~ !w, onde

w = ATq, temos,
Cp(z A w) - W) e = —p(—z - A w) — A (w) < c..
Dai, multiplicando (—A\) a cada membro da desigualdade, obtemos:
Mp(—z — A7) + f(w) < —Ae..

Logo,
fw) + e, < =Ap(—2z — A w).

Dai, fazendo y; = w + Az, temos:

v(y) = Plw+Az)
= f(w)+ Ac.

< =Mp(—z—2"lw).
Pela homogeneidade de p, temos
V(y) < —Ap(—2z — A w) = p(w + Az) = p(y1).

Assim,

() <plyr), Yy € D), onde A<O.

Para A > 0, pelo lado direito da desigualdade (1.11) e substituindo z; por A~'v, onde

v = Az, temos,
c: <pATv+2) = f(AT) = e <p(A Tt 2) = AT f(v).
Dai, multiplicando cada membro da desigualdade por A, temos

Ae: < Ap(A o+ 2) — f(v)
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Logo,
f(0) + Ae, < Ap(A Mo+ 2).

Dal, fazendo y» = v + Az, temos

Y(ya) = P(v+A2)
= f(v)+ Ac,

< M\ v+ 2).
E novamente pela homogeneidade de p, temos
V(ya) < Ap(A 1o+ 2) = p(v + Az) = p(ys).

Portanto, ¥ (y2) < p(y2), ¥ y2 € D(¢), onde A > 0.

Note ainda que, ¥V y € D(¢) tal que A =0,y € D(f) e ¥(y) = f(y) < p(y).

Assim, concluimos que ¢¥(y) < p(y), V y € Z, e portanto, 1) € H, o que é absurdo, pois
contradiz o fato de f ser elemento maximal de H. Logo, D(f) = E e fica provado que f é um

funcional linear definido em FE, que extende g e é marjorado por p. |

1.8 O Dual Topolégico

O espago vetorial E’ das formas lineares continuas f sobre E, munido da norma dual

IfIl = sup |f(z)| = sup f(x)

llzll<1 llell <1

é dito o dual topoldgico de F.

Observacao 5 Notagao: Dados f € E' e x € E, f(x) serd denotado as vezes por (f,x) onde

(.} € o produto interno na dualidade E', E.
Teorema 6 O dual topoldgico E' de um espaco normado E € um espaco de Banach.

Demonstragao: Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em E’. Logo, Ve > 0,3 N € N tal que:

m,n >N = ||f.— fml <€
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Assim, V x € E temos:

[fu(@) = fm(@)| = |(fo = fn) (@) < ([ frr = Sl ]| < €]}

implicando que (f,,(x)) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Desde que, R é completo
para cada z € E, nl_l)f_{loo fn(x) existe.

Seja f(z) = ngrfoo fn(x). Mostraremos que f € E’.De fato,

(i) f ¢é linear.

flaz+y) = lm filarty) = lm [afu(e) + fuly)] =a lm fo(z)+ hm fuly) = af(e)+
f(y).

(27) f é limitada.

Para qualquer 7 e um apropriado N, temos que:
[fxes = Il < LY 0> N = [[fwasl < 1+ [ fwll ¥ 0= N.

Ou ainda,
[ (@) < vl < U+ LDl
Desde que isto é verdade para qualquer j, fazendo j — oo obtém-se

[F(@)] < (L nD ]

e portanto, f € F'.

Mostraremos agora que f, — f em E'.

Ve>0,3NeN, talquem,n > N = |fn — ful <e

Entao, V x € E temos:
[fu(@) = fm(2)] <€llz]|,¥V m,n>N.

Portanto,

lim |2(2) = fu@)] = | fule) = T fo(e)| < e llo]

m——+00
implicando que

(@) = flo)] <ellz]|,V 2 e E=|f.—fll <e

0 que completa a prova. [ ]
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Corolario 1 Sejam L um subespaco vetorial de E e g : L — R uma func¢ao linear continua

com norma

gl = sup{g(z);z €L e || <1}

Entao existe f € E' que prolonga g e tal que || f]lm = 9l

Demonstracao: Seja p: E — R tal que p(x) = ||g|;/ ||z||. Entao, p satisfaz

(1) p(Az) = Ap(z),VA>0eVzxekF,

(i) p(z +y) < p(x) +p(y) Va,y € E.

Para s € L. a 0 temos aue g (i27) < lally = 1r0(o) < lally = ala) < gl el = plo)
Se x = 0 a desigualdade é clara, pois 0 = ¢g(0) e p(0) > 0. Portanto, g(x) < p(x),V x € L. Pelo
Teorema de Hahn-Banach, existe f : E — R funcao linear que prolonga g e f(z) < p(z) =

gl |zl ,V @ € E. Dai, segue que
11l < Mgl -

Como f prolonga g, temos que || f||z > ||gll,. -

Portanto, segue que,

1 lle = Mgl -

Corolario 2 Para todo xy € E, ewiste fy € E' tal que || foll z = ||zoll e (fo, o) = ||zo]*.
Demonstracao: Se xo = 0 tome fy = 0. Se xy # 0 consideremos
L:Rxoz{tl‘o;teR}.

Entéo, L é um subespaco vetorial de E. Seja g : L — R definida por g(tzo) = t||zo|”.
g ¢ linear pois

glax +y) = g((at +t')ao) = (at + 1) |ao||* = a(tl|zol*) + ¢'[lzol” = ag(z) + g(y).

lg(tzo)| = (It} [lzoll) [|ol

|9(tzo)| < [lzol| se [tzoll <1

l9(tzo)| = [[zol| se [[txoll = 1.
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Portanto, ||zo|| = sup |g(tzo)|, ou seja, ||xo|| = ||g||,, . Pelo corolario anterior, existe f, € £
ltagll<1

tal que || follz = llgll;, = llzoll € (fo,z) = g(x),V 2 € L. Em particular,

(fo, zo) = g(w0) = H$0||2-

Observagao 6 (1) 7 Se (f,z) =0,V f € E' entao x =0. "

Segue do coroldrio que dado z € E, existe f € E' tal que (f,z) = ||z||>. Como (f,z) = 0 implica
que ||z|| = 0 e portanto, x = 0.

(2) Decorre do coroldrio 2 que se E # {0} entdao E' # {0}.

(3) O elemento fy no coroldrio 2 ndo é inico em geral. Sejam E =R? e ||(z,y)|| = |z| + |y -

Seja xog = (1,0) para 0 < X < 1 considere fy: R* — R definido por fy(x,y) =x + \y.

Note que,
Ialwo) = f1(1,0) = 1 = ||zo|)?
[z, y)] = |z + Ayl <z + [Ally] < Jz] + |y| = [[(z, v)]-

Assim,

A= sup [fa(z,y)] <1 = zo]. (1.12)
I y)l<1
Note ainda que
Al = sup [fx(z,y)] = [/2(1,0)] = 1 = [lzoll (1.13)
[(@y) <1
Portanto, de (1.12) e (1.13) obtemos || fo|| = ||xo||. Neste caso, temos infinitos funcionais

lineares fy pois temos infinitos A em [0, 1].

Corolario 3 Para cada x € E, temos:

2]l = sup |(f,2)| = max |(f,x)|.
feE! feE’
Ir<t IIFi<a

Demonstracao: Temos que, |(f,z)| < ||z]|,V f € E' com ||f|| < 1. Seja = # 0. Entao pelo

1 ~
rfoentdo [[fi] =1

coroldrio 2 existe fo € E' tal que || fol = ||z|| € (fo, ) = ||z||*. Seja f1 = Tz
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€ <f1,l’> = f()(flf) = ||3§'|| : LOgO,

1
]
el = (fr,2) < sup |[(f, )] = [[]],

feE’
Ifl<1

implicando que,

(f1,z) = sup [(f,2)|.

feE’
<1

O funcional f; garante que o sup pode ser substituido pelo maximo. Portanto,

[zl = sup [(f,2)| = max [(f,z)|.
feE! €E
liFll<1 i

1.9 Algumas observacoes envolvendo o Teorema de Hahn-

Banach

(1) O Teorema de Hahn-Banach nao garante a unicidade do prolongamento. No entanto, se

L = FE o prolongamento ¢ tnico.

Exemplo 1.9.1 Vejamos agora um exemplo da nao unicidade de f no Teorema de Hahn-
Banach.

Seja E=R? e L = {(z,y) € R?, x =y}. Considere p : R* — R definido por p(x,y) =
\/m, temos que p € sublinear.

Seja g : R* — R definido por g(x,x) = x, tem-se que g € linear e g(z,z) < p(x, ).

De fato, g(x,z) = x < |z| = Va2 < Va2 + 22 = p(z,z). Considere agora os funcionais
lineares
filz,y) R = R; fi(e,y) ==
fa(z,y) (R = R; folz,y) =y

Note que fi|p, = g e fo|L = g. Além disso, temos:

filz,y) =2 < |z| = Va2 < /22 +y? = p(z,y)

e
flay) =y <=V < Va2 + 2 =pl
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o que mostra que o funcional que estende g nao € Unico.

(2) Serd que podemos prolongar transformacoes lineares continuas do tipo g : L — R?, com as

mesmas propriedades enumeradas no Teorema de Hahn-Banach?

A resposta é afirmativa quando considerarmos em R? a norma do méximo, isto é, para

(,y) € R (2, ) |mas = max{|], |y[}.

Seja L C F um subespago e g : L — R? g = (g1, go) uma transformacio linear continua

com

gl = sup |g(7)|max = sup [max{gi(z), g2(z)}]

xeL xEL
lzlI<1 =<1
Afirmacao 1: os funcionais ¢g; e g» sao continuos.

De fato, pois
9i(x) <lgi(x)] <llglle, Vael, |z <1, i=1,2

L0g07 9; € L,7 1= 172
Afirmagao 2: ||g||r = max{||g1]|r', [|g2]l 2/}

Note que por (1.14),

lgallzrs llgaller < llglle = max{[lgille g2z} < llglle

Por outro lado, para cada z € L com |z]| <1 temos,

max{|g1(z)|, |92(2)[} < max{{|lg1]|/, g2/l }
de onde segue da definicao de supremo que
l9llz < max{{|g1lz l|gallc }

De (1.15) e (1.16),

llgllz = max{|[g1]|z', [|gallz }

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Observagao 7 Se f: E — R? é uma transformacao linear continua com f = (f1, f2), temos

Ifllz = max{[| fillz, | fall & } -
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Aplicando o Teorema de Hahn-Banach, existem fi, fo € E’ tal que f; e f, prolongam ¢,

e go respectivamente com
1filler = Nlgull e Nlfaller = [lgall
Definindo
f : E—R?
z—= f(x) = (f1(2), fa(2))

tem-se

e f é continua, logo

1flle =max{[|filler, | olle} = |flle =max{llg1lle, g2l } = [flle =gl
(3) A demonstracao do Teorema de Hahn-Banach sobre espaco de Hilbert é ”mais simples” tendo

em vista o Teorema de Riesz.

Definicao 5 Dizemos que H € um espaco de Hilbert se H for um espago vetorial com produto

interno que € um espaco de Banach com a norma derivada do produto interno.

Teorema 7 (Riesz) Se H é um espago de Hilbert e f : H — R é um funcional linear continuo,

entao existe (e é unico) um elemento y € H tal que

flz)=(x,y), Ve eH

1f |z = 11yl

Observacao 8 No teorema 7 (,) € o produto interno em H.

Demonstracao: A prova deste teorema é dada no apéndice. [ ]
Vamos demonstrar o Teorema de Hahn-Banach em um espaco de Hilbert H.
Sejam L C H subespaco de H "fechado”e g : L — R um funcional linear continuo em L.
Aplicando o Teorema da Representagao de Riesz, existe y € L tal que
g(x) = (z,y), Veel e |glw =yl
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Defina
f+ H—=>R
z = f(z) = (z,y).

claramente f € E’, pois pela desigualdade de Cauchy Schwartz

[F (@) = |z, 9) [ < [l llyl]

e pelo Teorema da Representacao de Riesz,

11l = llyll

Portanto, f prolonga g com

11l = llglle

Observacao 9 Para o caso E = R" o Teorema de Hahn-Banach € bastante simples. Considere

L C R™ um subespaco de E. Denotemos por g : L — R uma func¢ao linear satisfazendo
g(x) = [|lzf|, V€L

Entao, construiremos uma func¢ao satisfazendo as condicoes do Teorema de Hahn-Banach. De
fato, denotemos por {ei, ...,e;} a base ortonormal de L. Esta base pode ser estendida ortonor-
malmente a uma base do R™. Denotemos por B = {eq, ..., €, €41, ...,e,} esta base. Tomemos

x=c1e1 + ... + cpe, e f de tal forma que

f(er-‘rl) = 07 I f(en) = 07 f(clel + ..+ Cn6n> = g(l‘)

A funcao f assim definida satisfaz

flx) = flcier+ ... 4+ cuen)
= flaer+ ...+ ce)+ flerern + .o+ cnen)

= 9(@) = |zl < =]

onde T = cre1 + ... + ¢ e,.
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Capitulo 2

Forma Geomeétrica do Teorema de

Hahn-Banach

Neste capitulo, demonstraremos o Teorema de Hahn-Banach sob um aspecto geométrico,

mas para isto precisaremos apresentar alguns conceitos preliminares.

Definicao 6 Dizemos que L C E é convexo se dados a,b € L entao

ta+(1—t)he L, Vte(01).

Proposicao 1 Seja E um espago vetorial real. Se f € funcional linear nao nulo e € R entdao
o hiperplano M = {x € E; f(x) = a} determina quatro conjuntos convexos, chamados quartos
de espago que sao o0s sequintes:

My, ={x € E; f(z) < a}, My = {z € E; f(x) > a}, My = {z € E; f(z) < a} e
Mi={z€ B f(z)>a)

Demonstragao: Veja [3] n

Definicao 7 Seja E um espaco vetorial real. Dizemos que um subconjunto convexo S estd em
um dos lados de um hiperplano M se S estd inteiramente contido em um dos quatro quartos

de espaco determinados por M.

Definicao 8 Se S estd contido em um dos lados de M e SN M = 0, dizemos que S estd

estritamente em um lado de M.
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Definigao 9 Um caminho num espago topoldgico (E,C) é uma func¢do continua f : [0,1] —

(E,C).

Definicao 10 Um conjunto M num espago topoldgico (E,C) € dito ser conexo por caminho

se, para cada dois ponto a,b € M, existe um caminho ligando a a b.

Proposicao 2 Todo conexo por caminho é conexo.

Proposicao 3 Seja E um espaco vetorial topologico. Se U é um conjunto aberto em E, entdo
a+ U e aU sao abertos, para cada a € E e « escalar nao nulo. Se U € aberto e F' € um
subconjunto arbitrario de X, entdo U + F € aberto. Onde, a+U = {a+ x;x € U}, aU =
{az;x e U} eU+F={z+y;z €U e yecF}.

Definicao 11 Seja E um espago vetorial topologico. Um subespaco vetorial de dimensdo 1 é

chamado hiperplano.

Proposicao 4 Seja E um espaco vetorial topologico. Um hiperplano M de E ou € fechado ou

é denso em FE.

Lema 6 Seja E um espago vetorial real. Para que um subconjunto convexo S de E esteja

estritamente em um lado de wm hiperplano M, € necessdrio e suficiente que S N M = ().

Demonstragao: Se S estd estritamente em um dos lados do hiperplano M, pela definigao (8),

SNM=0.
Agora, suponha que M = {x € E; f(x) = a}, onde f é um funcional linear, e SN M = ().

Como S é convexo e f é um funcional linear entao f(S) é um conjunto convexo. Além

disso, como V s € S, f(s) < a ou f(s) > «, S estd contido em um dos quartos de espago:
My={z€ePF; f(x)y<a} ou My={zekE; f(x)> a}l.

Logo, S esta estritamente em um dos lados de M. [ ]

Lema 7 Se L é um subespago de um espago vetorial topoldgico E, tal que dim E/L > 2, entao

o complemento de L em E, E\L, é um conjunto conezo.
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Demonstragao: Basta mostra que F\L é conexo por caminho (proposicao 2).
Sejam a,b € E\L e @ e b as classes de equivaléncia de a e b, respectivamente.

Se @ e b sdo linearmente independentes, entdo o segmento que liga a & b pertence a E\L.

De fato, se
(1 —t)a+th € L, para algum t € (0,1), entdo (1 —t)a+tb =0

e isto implica que @ e b sdo linearmente dependentes, o que é um absurdo.
Dai, o segmento que liga a a b pertence a E\ L.

Se @ e b sdo linearmente dependentes, como dim E/L > 2 existe ¢ € E/L (quociente de E
por L) tal que @ e ¢, b e € sdo linearmente independentes. Mas, da discussdo anterior, sabemos

que o segmento que liga a & ¢ e ¢ a b estdo em F\L e, portanto, F\L é conexo por caminho. m

Lema 8 Seja K um conjunto convexo aberto, nao vazio, num espago vetorial topologico E.
Seja L um subespaco vetorial de E tal que LN K = (0. Entdo, ou L é um hiperplano ou existe

um ponto a € E\L tal que o subespagco L & Ra nao intercepta K.

Demonstracao: O conjunto |J MK é aberto, assim como o conjunto U = L + (J AK
A>0 A>0
(proposigad 3).

Note que U N L = (), pois se para algum x € L pudessemos ter x = y + Ak, onde y € L,
ke KeX>0, entao k = \7'(x — y) estaria em K N L, sendo L um subespaco de E, o que
contradiz a hipétese de que L N K = ().

Por outro lado, como L é um subespaco de E, temos que (—U)NL = () e entdo UN(=U) =
(), poisse z € UN(=U) entao x = y; + A1k = ya — Aok, onde y1,y2 € L, k1, ke € K, A, Ay > 0.
Daf, Mk + Aoky = Yo — Y1 € L.

E, entao

M\ Ao
ky + ko € KN L,
MEd TN N

sendo K um conjunto convexo em FE, o que é absurdo, pois L N K = () por hipdtese.

Agora, suponhamos que L nao seja um hiperplano, entao codim L > 2, Dai pelo Lema 7,
E\L é conexo. Como U e —U sao abertos disjuntos contidos em E\ L, entao F\L # UU(=U),

pois se E\L = U U (=U), existiria uma separacao de E'\L e este ndo seria conexo.
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Logo, existe a € E, tal que a € E\L e a ¢ U U (—U). Dali, (L + Ra) N K = () pois se
existisse k = y + \a que estd em K, para algum y € L, A € R, entao A # 0, jd que K N L = (),
ea=AYk—y). Dal, a€e A"k + L,istoé,a € U,se \™* > 0,oua € —U, se \7! <0, o que
contradiz o fato de que a ¢ U U (—=U).

Logo, (L 4+ Ra) N K = () para algum a € E\L. ]

Teorema 8 Sejam K um subconjunto convexo aberto ndao vazio, num espaco vetorial topoldgico
real E, e L uma varidade linear que nao intercepta K. Entao existe um hiperplano fechado M

que contém L e tal que K estd estritamente em um dos lados de M .

Demonstragao: Seja 9t = {N; N é subespago, L C N C Ee NNK = (}. Note que, I # 0,
pois L € 9.

Considere 2N parcialmente ordenado pela relagao de inclusao de conjuntos, isto é,

M<N se M|\Ne&M e M C N.

Suponha {N,} um subconjunto de 9% totalmente ordenado.

Fazendo N = [J N,, note que N € M e N é cota superior para {N,}.
Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal M em 1.

Suponha que exista a € F\M tal que (M 4+ Ra) N K = 0.

Como L C M C (M + Ra), existe um subespago M + Ra > M tal que M + Ra € M, o
que é absurdo, pois M é elemento maximal de 9. Dai, V a € E\M, (M +Ra)N K # (). Entao,
pelo Lema 8, M ¢é um hiperplano.

1

Agora, suponha que M é denso'. Entdo M = E, assim V © € E, para qualquer V,

vizinhanca de z, V, N M # (). Em particular,
VeeK, VYV, = V,NM#0.
Mas, como K é aberto, K é vizinhanca de todos os seus pontos. Dai, K N M # (), o que

é absurdo. Portanto, M nao é denso. Logo, como M é hiperplano, M é fechado (proposi¢ao

4). Como M N K = (), pelo Lema 6, K estd estritamente em um dos lados de M. [ ]

'Um subconjunto M de um espaco topoldgico E diz-se denso se o fecho de M coincide com E. Equivalente-

mente, M é denso em E se qualquer vizinhanga de qualquer ponto de E contiver um elemento de M.
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Corolério 4 Seja F C E um subespaco vetorial tal que F # E. Entdo existe

feEE, f#0

tal que
(f,xy =0,V x €F.

Demonstracao: Pela segunda forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach, com A = F e
B = {x¢}, onde 2y ¢ A, entdo existe um hiperplano fechado de equacao [f = o] = {z; f(z) =

a} que separa F e {x(} no sentido estrito. Portanto, existe ¢ > 0 tal que
(firy<a—eVareFe (fa) >a+e
Em particular,
(f,x) <a,Vax€F,
pois FC Fea—e<a.
Como F' é um subespaco vetorial temos
(f,\r) <a,VzxeFeVAeR
implicando
Mfir)<a,VzeFeVAeR
implicando
(f,z) < %,VxeF,V)\>O.
Fazendo A — oo vem que
(f,x) <0,V el
Entao

(f,—z)<0VaxeF=—(fx)<0,VzeF=(fx)>0VYzekF

Logo,
(f,x) =0,V x € F.

Observacao 10 Para mostrarmos que um subespaco vetorial F' C E € denso em E, consid-

eramos uma forma linear continua f : E — R tal que f(x) = 0,¥Y © € F e mostramos que

f=0.
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2.1 Aplicagoes do Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é um dos principais resultados para o desenvolvimento da
Anadlise Funcional e com aplicacoes em diversos problemas encontrados na matematica. A

seguir, apresentaremos algumas delas.

2.2 Separacao de Convexos por Funcionais Lineares

Antes de apresentarmos esta aplicacao , é necessario a apresentacao de alguns conceitos que

proporcionarao um melhor entendimento desta aplicagao.

Definicao 12 Sejam L e F subconjuntos do espago vetorial E e f : E — R um funcional
linear. Diz-se que [ separa L e F quando existe « € R tal que se x € L entao f(x) > « e se

x € F entio f(zr) < a.

v

A/

Dizemos que f separa estritamente L e F se existe ¢ > 0 tal que
flz)<a—¢e, VYzeF

f(x) >a+e, Vazel

E A f

/
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Definicao 13 L—F={z€ E; z=x—y, z €L, yeF}.

Definicao 14 Seja E um espaco vetorial. Diz-se que L C E é convezo se:

Jdaxg€e Ltal queVYxelE, >0, [t|<e = zo+trel.

Definicao 15 Seja L subconjunto de E. Diz-se que L é absorvente se L € convexo na origem,
1sto €,

Veek, >0, |t|]<e = trel.

Proposicao 5 Se L € absorvente, entdo 0 € L.

Proposicao 6 Seja K C E um conjunto absorvente. O Funcional de Minkowski de K tem as

sequinte propriedades:

(1) p(0) = 0;
(i) p(Ax) = Ap(z), YA>0, VeekE;

(iii) p(z +y) < p(x) + ply), V z,y € E.

Observacgao 11 A prova para esta proposicio pode ser encontrada em ”Introductory Func-

tional Analysis With Applications”, Taylor, 1980.

Lema 9 Sejam L, F' subconjuntos de um espago vetorial real E e f : E — R um funcional

linear, f separa F e L se, e somente se, [ separa {0} e L — F.

Demonstracao: Adimitamos que o funcional f separe L e F. Neste caso, existe a € R tal
que:
flz) > a,se x €L

fly) <a,se yeF.

Dai, f(z —y) = f(z) = f(y) = 0= f(0).

Seja, z € L — F,entdo z =x —y,onde x € L ey € F. Além disso, f(z) = f(zx —y) =
flx) = fly) 2 0.

Logo, f(0) <0e f(z) > 0. Portanto, existe um real nas condigoes da definigdo 12. Deste

modo, f separa {0} e L — F.
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Por outro lado, se f separa {0} e L — F" entao temos 0 € R tal que f(2) >0,Vze€ L—F,
e f(0)<0,0u f(2) <0,VzeL—-F,e f(0) >0,isto é, f(L—F) CR_ou f(L—-F) CR,.

Deste modo, se f(L — F) C R, temos:
Veel, VyeF, flx—y)=>20 = f(z)—f(y)=0, ouseja f(x) = f(y).

E assim, segue-se a existéncia de um ¢ nas condigoes da definicao 12.

Analogamente, quando f(L — F') C R_, teremos um « nas mesmas condigoes. Portanto,

f separa {0} e L — F. u

Lema 10 f separa L e F se, e somente se, [ separa L +xy e F'+ xq, V 2o € E.

Demonstracao: Pelo Lema 9, f separa L e F' se, e somente se, f separa {0} e L — F. Mas,

Logo, f separa L e F se, e somente se, separa L + xg e F' 4 xg. [ ]

Teorema 9 Sejam L e F' subconjuntos disjuntos de E tais que F' é convexo e L € absorvente.

Entao, existe um funcional linear f : E — R que separa L e F'.
Demonstracao: Sejam yo € F e K = L — F + yj.
Como L é absorvente, temos que:

VeeFE, >0, |t|<e = tx € L,ou seja

Veek de>0, [t|<e = tr—yo € L— 1.

Como L —yy C L — F entao:
VeeFE Je>0, |t|<e = te € L—F + yo,

isto é, K é absorvente.

Dai, temos Py o funcional de Minkowski associado a K, entao
PK(yO) - an Aym onde Ayo - {t > 0; Yo € tK}
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Mas, 1 ¢ A,,, pois como L e F' sao conjuntos disjuntos, 0 ¢ L — F', logo, yo ¢ K.
Portanto, V g € Ay, 8 > 1.
Dai, P (yo) = 1.

Sejam Lo o subespaco gerado por yy e fo : Ly — R o funcional linear definido por

folayo) = aPk (o), ¥V a € R, onde Ly = Ryyp.

Para o > 0, temos

folayo) = aPr(yo) = Px(ayo).

Para o < 0, temos

folaye) = aPk(yo) <0 < Pr(ayo).
Podemos, entao, afirmar que

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensao f : F — R de fp, tal que f(z) <

Py(x),Vz € E.

Note que, se x € K entao f(r) < Px(z) e aindacomoz € 1.K,1 € {t >0 | x € tK}, daf

Pr(z)=inf{t >0 |z etK} <1.

Logo, f(z) <1,Vz € K.

E f(yo) = Pe(yo) > 1.

Dessa forma, f separa K e {yo}. Dai, pelo Lema 9, f separa L — F e {0} e pelo Lema
10, f separa L e F.
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Apeéendice A

Apeéndice

A.1 Lema de Zorn

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Lema de Zorn recordemos que seja P um conjunto

parcialmente ordenado e seja ) um subconjunto de P. Definimos:

(i) ¢ € P é uma cota superior para ) em P, se,
r<c VreqQ.

(#7) O supremo de () em P é o menor (caso exista) das cotas superiores.

Um conjunto P parcialmente ordenado é dito ser indutivamente ordenado, se todo sub-
conjunto () totalmente ordenado de P, possuir cota superior, e estritamente indutivamente

ordenado se possuir um supremo.

Considere,

(1) A um conjunto estritamente indutivamente ordenado.

(2) f:A— Atalque z < f(z), YV € A.

(3) (BOURBARKI) Dados A como em (1) e f como em (2), entdo existe 2o € A tal que
f(zo) = xo.

Lema 11 Seja A um conjunto ndao vazio estritamente indutivamente ordenado, entao A contém

elemento mazximal.
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Demonstracao: Suponha por absurdo que nao. Logo, dado z € A, existe y, € A tal que

x < y,. Defina,

f i A=A
x> f(z) = ys

Assim, f(z) < z, Vo € A. Por Bourbaki existe zq € A tal que f(xg) = zo, isto é, y,, = o,

contradizendo a construcao de f. |

Lema 12 (Zorn) Seja P um conjunto ndo vazio indutivamente ordenado, entao P tem um

elemento mazximal.

Demonstracao: Seja < a ordem de P e defina A como o conjunto de todos os subconjuntos

de P que sao totalmente ordenados. Temos,

(1) A # 0, pois qualquer subconjunto unitério de P pertence a A.
(2) A é parcialmente ordenado por inclusio. E imediato (hiptese).

(3) A é estritamente indutivamente ordenado.

De fato, seja T' um subconjunto de A totalmente ordenado por inclusao. Assim, T =

{Xa}acr é uma ordem. Seja Z = U Xa, vamos mostrar que Z é totalmente ordenado em

acl
P. Sex,yc Z, entao v € xo €y € xg para o, € I. Como xq,xs € T que é totalmente

ordenado por inclusao, segue que xo € x5 ou xg € Xxo. Dai, 2,y € xg ou 2,y € xo. Como
XosXg € A = Xa € Xp sao totalmente ordenados em P. Logo, Z é totalmente ordenado.
Assim, 7 € A. E facil ver que Z é um supremo de T em A. Pelo Lema 11, existe xo € A que é
maximal. Seja m uma cota superior para xo em P. Afirmamos que m é elemento maximal de
P. De fato, seja xy € P com m < xq se xg & Xo, entdo xo U {zo} é totalmente ordenado, assim,
Xo U {xo} € A contrariando a maximalidade de yo em A. Assim, 2 € xo e £o < m. Portanto,

ro = m o que prova o Lema de Zorn. [
Na prova do lema 11, ao definirmos f : A — A utilizamos o seguinte fato:

"Dado = € A, existe y, € A com z < y,, V x € A”Na verdade a existéncia de tal familia

{y:}rea é assegurada pelo axioma da escolha, como veremos a seguir.

Enunciando de uma maneira geral, o axioma da escolha diz:
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"Dada uma familia {xa}acs de conjuntos nao vazios, existe uma familia {z,}acs, onde

To € Xo para cada o € 1.7

Em nosso caso, seja B, = {y € A; = < y}, sendo cada B, # (), temos uma familia
{B.}zca e pelo axioma da escolha, a familia {y,},ca é bem definida e, portanto, a fungao

f:A— A fica bem definida.

Proposicao 7 Seja H um espago de Hilbert e L C H um subespago vetorial fechado proprio.
Entao existe z € H\ L tal que ||z|| =1 ez L L.

A.2 Teorema de Riesz

Os funcionais lineares em um espaco de Hilbert podem ser representados através do produto

interno.

Teorema 10 (Teorema de Representacao de Riesz) Se H ¢ um espago de Hilbert. Dado

f € H' existe um tnico y € H tal que
fl@)=(z,y), YoecH
Além disso,

1l = Nyl

Demonstragao: Como f € H' | L = kerf é fechado. Se L = H entao f = 0 e tomamos y = 0.
Caso contrario, pela proposi¢ao anterior existe z € H \ L tal que [|z|| = 1 e z L L. Temos

H = [z] ® L. Mais especificamente, dado x € H podemos escrever

o= T8k (o= 182 (A1)

f(2) f(2)
S
f)7EF
Afirmamos que y = f(z)z. De fato, fazendo o produto interno de (A.1) com o vetor y = f(z)z
segue que
o) = (R0 (2= 202) 1)) = (B85 1002) = @) (22 = 1),
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Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos |f(z)| = | (z,y) | < ||z]|||y||, de modo

que || fllar < llyll e

y \_ &y
T, (nyn) =l

Assim, segue que || f|lg = ||yl x- "
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Conclusao

O Teorema de Hahn-Banach é um importante resultado dentro da Anélise Funcional,

particularmente no que diz respeito a aplicacoes em problemas lineares.

Seu resultado garante a existéncia de extensoes lineares para todo o espago, de funcionais

lineares definidos em um subespaco.

Neste trabalho apresentamos o Teorema de Hahn-Banach sob varios aspectos e embora

tenha sido exibida apenas uma aplicagao sao varias as aplicagoes decorrentes deste resultado.

Assim, o Teorema de Hahn-Banach é de grande utilidade e um dos principais resultados

da Analise Funcional.
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