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Resumo

O Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) € um indice de carater universal que serve
para quantificar o desenvolvimento humano de uma dada regido e é um indice cujos valores
estdo compreendidos no intervalo (0,1). As distribui¢cdes mais utilizadas para modelar varidveis
aleatdrias que geram resultados no intervalo (0,1) sdo a distribui¢do Uniforme e a distribuicao
Beta. A distribuicdo uniforme € muito simples, mas a beta por sua vez tem uma grande flexibili-
dade de ajuste dos seus parametros, o que leva a uma gama maior de op¢des de modelagem dos
dados. Apesar de tamanha importancia, a teoria da distribuicao beta ndo é encontrada em muito
detalhe nos livros basicos de probabilidade. Este trabalho teve como objetivo tratar de maneira
mais detalhada e coesa as propriedades da distribuicdo Beta, bem como verificar o ajuste das
séries de dados do Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) dos 26 Estados Brasileiros, mais
o Distrito Federal, a fun¢do de probabilidade Beta, bem como, em um segundo plano, analisar
um possivel ajuste dos dados com a distribuicio Uniforme padrdo. Para isto, fez-se uso do
teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov nas cinco séries de dados (1991, 2000, 2004, 2005
e 2008) do IDH, para analisar o ajuste dos dados quanto as distribuicdes mencionadas. Vale
salientar que ndo € possivel, através de uma andlise visual dos dados de uma varidvel em um
histograma para tirar conclusdes quanto a melhor fun¢do de distribuicdo que melhor se ajuste
aos dados em estudo. Logo, se faz importante a utilizacdo de teste de aderéncia. Os dados de
todas as séries em estudo apresentaram um bom ajuste a funcao de distribuic@o de probabilidade
Beta, e rejeitando o ajuste para a distribuicdo Uniforme, dado um nivel de significancia de 5%.

Palavras chave: Funcdo de distribuicao Beta, IDH, Aderéncia



Abstract

The Human Development Index (HDI) is a universal index used to measure human develop-
ment in a given region and is an index whose values are within the range (0,1). The distributions
used to model random variables that generate results in the interval (0,1) are the uniform dis-
tribution and the Beta distribution. The uniform distribution is very simple, but the beta turn
has a great flexibility of adjustment of its parameters, which leads to a wider range of options
for modeling data. Despite such importance, the theory of beta distribution is not found in
much detail in the books of basic probability. This work was in order to deal with more detai-
led and cohesive properties of the Beta distribution, and check the fit of the data series of the
Human Development Index (HDI) of the 26 Brazilian states plus the Federal District, the Beta
probability function as well as in the background, one can analyze the data set with uniform
distribution pattern. For this, use has been made of the goodness-of-fit test of Kolmogorov-
Smirnov test in the five data series (1991, 2000, 2004, 2005 and 2008) the HDI to analyze the
fit of the data about the distributions mentioned. It is worth mentioning that it is not possible,
through a visual analysis of data from a variable in a histogram to draw conclusions regarding
the best distribution function that best fits the data in the study. Soon, it becomes important to
use test compliance. Data for all series studied showed a good fit to the probability distribution
function Beta, and rejecting the setting for the uniform distribution, given a significance level
of 5%.

Keywords: Beta distribution function, HDI, Compliance
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1 Introducao

O uso de fun¢des densidade de probabilidade estd diretamente ligado a natureza dos dados a
que ela se relaciona. Algumas tém boa capacidade de estimacao para pequeno nimero de dados,
outras requerem grande série de observacdes. Devido ao nimero de pardmetros de sua equagao,
algumas podem assumir diferentes formas, enquadrando-se em um nimero maior de situagdes,
ou seja, sao mais flexiveis. Desde que respeitado o aspecto da representatividade dos dados, as
estimativas dos seus parametros, para uma determinada regido, podem ser estabelecidas como
de uso geral, sem prejuizo da precisdo na estimacdo da probabilidade (CATALUNHA et al.,
2002).

Em intimeras situacdes o pesquisador pode se deparar com informacdes de varidveis que
possuem um comportamento em determinado intervalo de varia¢dao, em particular pode-se citar
casos em que estes intervalos sdo do tipo proporcoes, indices ou taxas, ou seja, variacoes no
intervalo (0,1). Como por exemplo, a propor¢ao de pessoas com determinada doenga, propor¢ao
de pessoas de determinada raga, porcentagem da renda gasta com alimentacao/lazer/telefonia,
ou até mesmo indicadores sociais (IDH - Indice de desenvolvimento humano, TMI - Taxa de

mortalidade infantil), etc.

Kieschnick e McCullough (2003) separam esse tipo de varidvel em duas categorias. Os
dados da primeira categoria podem ser modelados usando uma distribui¢ao continua, pois estdao
definidos no intervalo aberto (0,1), enquanto que na segunda, sdo definidos no intervalo fechado
[0,1] e seguem uma distribui¢ao mista (MIYASHIRO, 2008).

A distribui¢do uniforme pode ser definida de uma forma geral no intervalo (a,b) e também
de uma forma padrao restrita ao intervalo (0,1). Esta dltima, por sua vez, € um caso particular da

distribui¢io beta quando @ = 8 = 1, que serd abordada com maiores detalhes em nosso estudo.

Sabe-se que a distribui¢do beta é uma das mais usadas para modelar experimentos aleatérios
que produzem resultados no intervalo (0,1) por conta da grande flexibilidade de ajuste de seus

parametros. Isto a torna uma das mais flexiveis familias de distribuigdes (BRITO, 2009).

Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram o modelo de regressdo beta para situagdes em que
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a varidvel resposta € continua e restrita ao intervalo (0,1) e estd relacionada a outras varidveis
de uma estrutura de regressdo. O modelo proposto é baseado na suposicao de que a varidvel
resposta tem distribuicao beta utilizando uma parametrizacio da lei beta que é indexada pela
média e um parametro de dispersao (MIYASHIRO, 2008).

Este trabalho visa descrever, através de uma abordagem matematica mais detalhada, algu-
mas propriedades da distribuicdo de probabilidade Beta, pois verificamos que nao ha muitos

trabalhos na area que exponha de forma objetiva e simples algumas dessas propriedades.

Na literatura, a distribui¢do beta é apresentada de duas formas. Uma denominada de
formula geral, quando se refere a varidveis pertencentes a um intervalo qualquer do tipo (a,b), e
outra conhecida como forma padrdo, onde esta por sua vez trata varidveis definidas no intervalo
(0,1) (VIALL 2011). No referido trabalho serd abordada esta ultima forma da distribuicao Beta.

Vale ressaltar que a forma padrdo € a mais utilizada devido a sua praticidade de aplicagdo.

O referido trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 prop0s-se uma breve
revisao literaria da distribuicao beta no que diz respeito a sua origem e aplicagdes em diversas
areas do conhecimento. Em seguida é feito de forma mais abrangente um estudo referente a
teoria e a abordagem matematica da referida distribuicdo, com o intuito de contribuir para fu-
turas pesquisas bibliograficas envolvendo algumas defini¢des e posteriormente serd abordado
o célculo dos seus momentos e da variancia, bem como a estimagdo dos parametros (a,f3) da
distribui¢do utilizando o método dos momentos. Vale ressaltar que a estimagdo dos parametros
pelo método de maxima verossimilhanga ndo possui uma forma analitica explicita. No entanto
existem propostas, através de métodos numéricos de maximizacao, por exemplo, o método es-
core de Fisher, para encontrar os estimadores de maxima verossimilhan¢a dos parametros da
distribuicdo beta. Para maiores detalhes ver Reitman, 2007. Além disso, serdo expostas algu-
mas defini¢des e propriedades da distribuicao uniforme (0,1) a qual serd feito uma analogia a
distribuicdo beta, no que diz respeito a aderéncia das mesmas aos dados do Indice de Desen-
volvimento Humano (IDH) brasileiro para os referidos anos observados. No Capitulo 3 fez-se
uma aplicacdo com o objetivo de ilustrar a versatilidade desta distribuicdo. Apresentamos no
Capitulo 4 os resultados e discussdes a respeito da série em estudo. E por fim, no Capitulo 5,

serdo expostas as consideragoes finais.
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2 Fundamentacao Teorica

2.1 Leonhard Euler

Leonhard Euler! nasceu na cidade de Basiléia em 15 de abril de 1707, foi o primeiro filho
de Paulus Euler e Margaretha Brucker. Paulus Euler veio de uma familia de artesdos, enquanto
Margaretha Brucker era derivada de uma familia de estudiosos. Paulus Euler era um vigario na
igreja de St. Jakob e apesar de te6logo, tinha interesses em matematica e fez cursos do famoso

Jakob Bernoulli, dois anos na universidade.

Cerca de um ano e meio depois do nascimento de Leonhard, a familia mudou-se para Ri-
ehen, um suburbio da Basiléia, onde Paulus Euler assumiu o cargo de pastor protestante na
pardquia local. Ele serviu nessa capacidade de fidelidade e devocao pelo resto de sua vida
(GAUTSCHI, 2008).

As primeiras educacdes em Matematica de Euler foi em sua casa. Com aproximadamente
oito anos de idade, Euler foi enviado para a escola de latim em Basiléia. Em 1720, aos treze
anos, o que ndo era incomum para época, Euler foi matriculado na Universidade de Basiléia,
ensinado por Johann Bernoulli, irmdo mais novo de Jakob Bernoulli ja entdo falecido. Euler,
logo chamou a atencao de Johann Bernoulli por seus estudos matematicos, o qual lhe ofereceu

ajuda nas tardes de sabado.

Em 1771, ja quase sem visao total do olho direito, Euler se submeteu a uma cirurgia, agora
no olho esquerdo. Esta por sua vez, bem sucedida, porém levou a formagao de um abscesso,
logo destruiu a vis@o do olho esquerdo de Euler quase inteiramente. Ainda em 1771, sua casa

de madeira foi queimada durante o grande incéndio de Sao Petersburgo.

Em 1773, Euler perde sua esposa Katharina Gsell. Para nao ser dependente de seus filhos,
devido estar quase cego, Euler se casou trés anos mais tarde. Mesmo com todos esses tragicos
acontecimentos, Euler ainda manteve-se matematicamente ativo como sempre. Neste periodo

Euler escreveu intimeros trabalhos, entre eles seus dois “best-sellers,’cartas a uma princesa

ILeonhard Euler (1707 - 1783)
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alema e Algebra. Devido a sua visdo, Euler para escrever essas obras, contou com a ajuda de

Niklaus Fuss, um compatriota de Basel e seu filho, Johann Albrecht.

Leonhard Euler morreu de derrame em 18 setembro de 1783 enquanto brincava com um

de seus netos. Formulas que ele tinha escrito em dois de seus grandes arddsias para descrever

a matemadtica subjacente ao voo de baldo realizadas em 05 de junho de 1783, pelos irmaos

Montgolfier, em Paris, foram encontrados no dia da sua morte. Elaborado e preparado para

publicacdo por seu filho, Johann Albrecht, que se tornou o tltimo artigo de Euler, que apareceu

em 1784(GAUTSCHI, 2008).

2.2 Integrais de Euler

Euler introduziu dois tipos de fungdes, a fungdo beta, também chamada de integrante Euler

do primeiro tipo, que € uma fung¢do especial definida por

1

B(at, B) = /O W (1 —u)Pdu,

e a funcdo gama, denominada integrante de Euler do segundo tipo, dada por

F(Oc):/ e “u*du.
0

Para inteiros positivos a e 3, podemos escrever as fungdes acima citadas como sendo:

INa)=(a—1)!

2.2.1 Funcao Beta

2.1

(2.2)

(2.3)

Sejam a > 0 e B > 0 nimeros reais. A funcio Beta, escrita como B(«,8), B: RZ — R, e

¢ definida pela equacao (2.1).

Propriedades da Funcao Beta

i) A fungdo Beta € simétrica, ou seja, B(o, 3) = B(B, «).
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ii) A funcdo Beta pode ser escrita utilizando a fun¢cao Gamma (I'(.)), onde

_ T(@r(p)

HEB = Tt p)

r
2

iii) B(at, B) = Jy

. oo a—1
v) B((X,ﬁ) = fO Wd[,(x >0,B > 0.

")
V) Bla,B) =X g~

n=0 o+n

(sen0)2*~1(cos0)*P~1d6, 00 > 0, > 0.

-1
vi) B(a, B) = SL T, (1 + n(%gw»

vii) B(o, B)(t — tffﬂg*l) ==t %t — tﬁfl) o >0,8>0onde t — ¢t é uma
funcdo de poténcia truncada e (*) denota convolucdo. No entanto, essas defini¢des fogem ao

escopo deste trabalho.

viii) B(at, B) - B(a+B,1—B) = —=

asen(nf)

Algumas dessas identidades, por exemplo, viii pode ser aplicada para derivar o volume de

n-bolas dimensionais em coordenadas cartesianas (Wikipedia, 201 1)3.

Essas propriedades ndo serdo demonstradas, pois as mesmas requerem conhecimentos nao

triviais de matematica.

2.2.2 Funcao Gama

A funcio gama I' : R™ — R € definida pela equacio (2.2).

A fun¢do gama (I'(.)) é uma extensdo da fun¢@o fatorial, com seu argumento deslocado
para baixo por 1, nos reais e nos ndmeros complexos. Isto €, se o for um ndmero inteiro
positivo, entdo I'(@) reduz-se a equagdo (2.3). Pela Figura 1 é possivel observar graficamente

o comportamento da fun¢do gama.

Embora a fun¢do gama seja definida para todos os nimeros complexos, exceto ndo-inteiros
positivos, € definida através de uma integral imprépria que converge apenas para nimeros com-

plexos, com uma parte real positiva.

A funcdo gama é um componente de distribuicdo de probabilidade, func¢des diversas, e
como tal, é aplicdvel no dominio da probabilidade e estatistica, bem como a andlise combi-

natoria.



Figura 2.1: Gréfico da fun¢ao gama.
Propriedades da Funcao Gama

A funcdo Gama possui as seguintes propriedades:
DI(a+1)=al(a);
i) T(3) = V7
i) (1) =1;
ivyI'a)=(a—1)'(a—1);
vWih(a)=(a—1)(a—2)---rT(r) Ya=n+r, neN, r>0;
vi)I'(n) = (n—1)! VneN*.

Demonstragdes:

1) Para demonstrar esse resultado, iremos usar integracao por partes.

F(Oc)z/ e "u®du.
0

Fazendo,
x=u®* = dx = ou*!
dy=e "du = —e™
Logo,

Na+1)= —uae_”|6°/ —e "o 'du =0+ OC/ e “u* du=al(a).
0 0

Como querfamos demonstrar.

16
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i1) Note que,

2
T2
entao,
du =tdt
u=0=r=0
U — oo =>—> oo,

logo, 2
Ou seja,

(1/2) =+/r.
Como querfamos demonstrar.
iii) Note que,
I'(l) = /Owe_”du =1
sendo esse integrando a densidade de uma distribui¢do Exp(1), tendo, portanto, norma 1.
iv)

(o) :/ e "u® tdu=1.
0
Integrando por partes, temos:

F(a) = —e w5 + (ot — 1)/O°°e"u°‘2 — (a1 (o—1).

A propriedade (v) se prova por indug¢do, a partir da (iv), da mesma forma que (vi) se utiliza
de (v) e (i1).

2.2.3 Relacgoes entre as funcoes Beta e Gama
Sejam o > 0 e B > 0. Entao,

(2.4)
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Demonstracdo: Inicialmente, tem-se que

F(a)F(ﬁ):/O e_”ua_]du/o e_vvﬁ_ldv:/o /0 u® VB W) gy,

Tome (u,v) — (x,y),ondex=u+vey= 4

(u+v)*

Segue que

u
u+v

u
y =y=—=u=Xxy.
X

e também
x=ut+v=x=xy+v=v=x—xy=>v=x(l—y).

Fazendo 3—’; e % obtemos

x:u+v:>@:1:>dx:dv
dv

d 1
y:E:>—y:—:>xdy:du.
X du x

Logo,
M@ = [ [ o)™ (1) v

{e] 1
:/ xa-}—ﬁ—le—xdx/ ya—l(l_y)ﬁ—ldy

0 0
I'(a)T(B)

=T'(a+pB)B(a,B) = B(B,a) = NCETIR

Como queriamos demonstrar.

Portanto, para calcular valores da funcdo Beta, basta saber os valores da funcdo gama,
acabando com a possivel necessidade de novas tabelas para a fun¢do Beta. Note que a riqueza
da familia de distribui¢cdes de probabilidade gama estava concentrada nos pequenos valores,
pois os valores caudais sempre se comportavam de acordo com o expoente negativo. O caso
da Beta é bem diferente: o suporte é limitado a (0, 1), mas o estudo assintético da respectiva
funcdo de densidade ndo sé € interessante como fundamental para a interpretagdo de algumas

das principais propriedades teodricas (GNERI et al., 2002).

2.3 Distribuicao Beta

Na Teoria das Probabilidades, a distribuicdo beta ¢ uma distribuicdo de probabilidade
continua definida no intervalo (0, 1) e definida por dois pardmetros positivos, geralmente de-
notados por « e 3. Tal distribuicdo é usada freqiientemente para descrever a distribuigdo de va-

lores de probabilidade desconhecidos, como por exemplo, a probabilidade de sucesso em uma
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distribui¢do Binomial ou distribui¢do de Bernoulli. Na verdade, a distribuicao beta é a priori
das distribui¢des binomial e de Bernoulli. A distribuicao beta € um caso especial da distribuicdo
de Dirichlet com apenas dois parametros, e a beta € conjugada com a distribuicdo binomial e
de Bernoulli, exatamente da mesma forma que a distribui¢ao de Dirichlet € conjugada com a

distribuicdo multinomial e distribuigio categérica (Wikipedia, 2011)!.

Em Estatistica bayesiana, a distribui¢cdo beta pode ser vista como a probabilidade a pos-
teriori do parametro p de uma distribui¢do binomial, depois de observar ¢ — 1 sucessos (com
probabilidade p de sucesso) e § — 1 falhas (com probabilidade 1 — p de falha). Outra forma de
expressar isso € que a colocac@o de uma distribuicdo prévia de Beta (o, 3) sobre o pardmetro p
de uma distribui¢ao binomial € equivalente a adi¢cao de & — 1 pseudo-observacdes de ’sucesso’e
B — 1 pseudo-observacdes de “falha”para o niimero real de sucessos e fracassos observados. Se
o e 3 é maior que 1, este tem o efeito de suavizar a distribuicdo dos pardmetros, garantindo que
uma massa de probabilidade positiva seja atribuida a todos os parametros, mesmo quando nao

hé observagdes reais correspondentes a esses parametros observados (Wikipedia, 2011)?.

Se o e B operam em conjunto o efeito disso é que eles funcionam como um parametro de
concentracao, ou seja, em teoria da Probabilidade e Estatistica, um parametro de concentragcdo
¢ um tipo especial de parametro numérico de uma familia paramétrica de distribuicdes de pro-
babilidades. Parametros de concentragdo ocorrem em conjunto com distribui¢cdes cujo dominio
¢ uma distribuicao de probabilidade, tais como a distribui¢ao simétrica de Dirichlet (Wikipedia,
201D

A distribuicao beta € uma das mais usadas para modelar experimentos aleatorios que pro-
duzem resultados no intervalo (0, 1), dada a grande flexibilidade de ajuste de seus pardmetros.
Muitas das distribui¢des finitas encontradas na pratica podem ser facilmente transformadas na
distribui¢do beta padronizada (BRITO, 2009).

Algumas dreas e autores que utilizaram a distribuicdo beta.
1) Na engenharia, Bury (1999).
i1) Hidrologia, Janardan e Padmanabhan (1986).
iii) Reproducdo bovina, McNally (1990).
iv) Radiacdo solar, Graham e Hollands (1990) e Milyutin e Yaromenko (1991).
v) Sinais de radar, Maffet e Wackerman (1991).
vi) Transmissdo de HIV, Wiley et al. (1989).

vii) Modelagem, Johnson et al. (1995b, p. 235).
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2.3.1 Descricao

A distribuicao Beta é bastante versatil para representar os resultados como propor¢des ou
probabilidades. Estd definida no intervalo continuo entre O e 1. Existem dois pardmetros o
e B que trabalham em conjunto para determinar se a distribuicdo possui o valor com maior

frequéncia, ou seja, a moda, no interior do intervalo de unidade e se ela € simétrica.

No modelo, os pardmetros & e 8 definem a forma da distribuicdo. Se a = f3, a distribui¢ao
¢ simétrica, se & > f3, a assimetria é negativa ¢ no caso de o < f3, sua assimetria € positiva.

Como pode ser observado na Figura 2.

alfa = 2,beta=2 alfa = 7,beta=7

15

1.0
20
|

dbeta(x, 2, 2)
dbeta(x, 7,7)

05
1.0

0.0
0.0

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

alfa = 7,beta=2 alfa = 2,beta=7

dbeta(x, 7, 2)
20 30
[ L
dbeta(x, 2, 7)
20 30
[ |

1.0
1.0

0.0
|
0.0
1

Figura 2.2: Curvas de densidade da distribuigdo beta para diversos valores de o e f3.

Observacao: A distribui¢do U(0,1) é um caso particular da distribui¢ao Beta, quando o0 =
B = 1. A densidade beta é apropriada para modelar proporgdes, por causa do seu dominio (o
intervalo (0,1)) e também pela variedade de forma que a densidade pode assumir, de acordo

com os valores especificados de & e f3.
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2.3.2 Definicao Matematica

Uma variavel aleatéria X tem distribuicdo Beta com pardmetros o > 0 e 8 > 0 se sua funcéo

de densidade de probabilidade tiver a seguinte forma:

1
foa,B)=4  B@p) 0<x<1

onde B(.) ¢ a fungdo beta. A fungdo beta, aparece como uma constante de normaliza¢ao para
garantir que a probabilidade total integra a unidade. Vale salientar que a partir desta sec@o
passaremos a utilizar x como o elemento do dominio da func¢do, e ndao u como nas secoes

anteriores.
Notagdo: X ~ Beta(ct, )
Demonstracao
Para que f(x; o, B) seja uma f.d.p provaremos que:
i) f(x;a,B) >0
i) 77 fl o, B)dx =1

Portanto,

oo 1ya—11 _ B—1
/_: f(x;oc,ﬁ)dx:/o B((la ﬁ; dx

_ m/olxa_l(l—x)ﬁ_ldx
- mB(a, B)=1
2.3.3 Funcao de Distribuicao
A fungdo de distribuicdo é dada por
Pl p) = ot ~ 1)

onde B,(a, B) € a fungdo Beta Incompleta. Essa fungdo substitui a integral definida da Beta por

uma indefinida. Assim B, (o, 3) é dada por:

B.(a,B) :/Oxza—lu — 0B ar.
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Enquanto que B(«, ) é dada por:

e ~1, _ D(e)I(B)
B(a,ﬁ)—/o W1 —u)P = R

A fungdo I (o, B) é denominada de Beta Incompleta Regularizada.

2.3.4 Momentos da Beta

Seja X uma varidvel aleatéria continua com distribui¢do Beta(c, ), min(ct, B) > 0. Entdo

sua esperanca e variancia sao respectivamente:

) E(X) = %

.. . ﬁa

ll) Var(X) = m
Demonstracdes

D E(X) = 2%

A esperancga de uma varidvel aleatdria continua € dada por:
E(X)= /oo xf(x)dx.
Vamos calcular o n-ésimo momento:
EX") = /lx”anl(l —x)Pldx
o B(a,p)
= /01 Iﬁx"*“l(l —x)Plax

o 1 1nocfl _ A\B-1
—Im/ox+ (1 —x)P "dx

Note que
1
A xn+a*1<l_x)ﬁfldx:B(n_}_a’ﬁ)
Logo
B(n+a,p)
E(X)= . 2.5
X =" 5a.p) 2

Note ainda que, de acordo com a equagdo (2.15) e também

I'(n+a)'(B)

B(n+a,B) = m,



entao
I'(n+a)(B)
E(X") = B(n+a+B)  Twtatp)
o (a [3) - D(o)T(B)
I'lo+pP)

I(n+o)l'(B) '(a+p)
F(n+oa+p) [(a)I'(B)
_T(n+a)(a+p)
T I'(n+a+B)(a)

Fazendo n = 1, teremos

T+ 1Mo+ P)

MNoa+B+ 1))

_al(a)T(a+p)
a+pr(a+p)l(a)

E(X)=

€ consequentemente

Como queriamos demonstrar.

Note também que se n = 2, teremos

[(o+2)T(a+P)
INo+B+2)I(a)
 (a+DIN(a+1)C(e+B)
(a+B+DI(a+B+1)(a)

__ (a+DaT(@T(a+p)
(a+B+1D)(a+B)I(a+ B ()
B o(aa+1)
(a+B)(a+B+1)

E(X?) =

i1) E possivel calcular a varidncia de uma viridvel aleatdria a partir da forma

Var(X) = E(X?) — [E(X)]

23
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Neste caso,

(@)C(a+1) a?
VX = @B )arh)  (a+p)?
()T(a+1)(a+p)—a*(a+B+1)
a (a+B)(a+B+1)
Pttt attaf+—ot—otf—o?
a (a+B)(a+B+1)
ap
(a+B)*(a+B+1)

como queriamos demonstrar.

Basicamente, a definicao 2.3.2 nos diz que a assimetria de uma distribuicdo Beta, que ocorre
quando o # B tem consequéncias também no seu valor esperado: quanto maior o valor relativo
de a comparado a 3, mais proximo de um estard a esperanca. Por outro lado, a assimetria da
densidade de uma varidvel aleatéria Beta ndo influencia na sua variancia, cujo valor € invariante
a permutacdo de a e 3. Além disso, quanto maiores os valores de & e B, menor serd a respectiva

variancia.

2.3.5 Estimando os parametros da Distribuicao Beta

Para estimacao dos parametros de uma distribui¢do, pode-se usar algumas técnicas ja di-
fundidas na literatura, como por exemplo, o método dos momentos, estimadores de méaxima
verossimilhanga, estimadores de Bayes e algoritmo EM (Expectancia-Maximizagdo). Na se¢ao
a seguir serdo obtidos os estimadores dos parametros da distribui¢do Beta utilizando o método

dos momentos.

Método dos momentos

Este talvez seja o mais antigo método para se encontrar estimadores pontuais, datando, pelo
menos, do século XIX, remontando a Karl Pearson. Ele tem a virtude de ser bastante simples
em sua utilizacao e quase sempre gera algum tipo de estimativa. Em muitos casos, infelizmente,
este método gera estimadores que precisam ser aperfeicoados. No entanto, este ¢ um bom ponto

para comecar, quando outros métodos se mostram intratdveis (CASELLA e BERGER, 2010).

Sejam,

n
m’:ZZXir’ r>1,
i=1
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o r-ésimo momento amostral de uma amostra aleatéria X1,X,,--- X, e
w=EX"), r>1,

o r-ésimo momento populacional. O método dos momentos consiste na obtencao de estimadores

para 6 = 01, 60,, - - - 6, resolvendo as equacoes,

my = Uy, r:1727"'k'
Estimadores dos parametros o e 3

Temos dois pardmetros, & e 3, entdo formaremos um sistema de equa¢do com os dois

primeiros momentos:

equivalentemente,
n
EX)—-[EX)] = Y-[EQP
=1
ll - 2 2
Var(X) = Z;xi—nE(X)
- ) 2
= - —E(X
L1 B
Da equacdo (2.6)

onde serd usada a notagdo,

Sabemos que

EX) = ajc—ﬁ
B o(a+1)
E(X") = (a+B)(a+B+1)

e também
§* = Var(X) = E(X*) - [E(X)]%,
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logo,
E(X?)=S*+[E(X)]?
afo+1) 2, 2 a (a+l) 2, 2
=5+ = =5"+x
(c+B)(a+B+1) a+p(a+B+1)
(a+1) 5
X———m—"=5+x
(x+B+1)
Note que,
o o
EX)= =ri=a ==
X)= g g=r=ath=1,
entao,
atl _$+2  a  SP+#
1 x ot x
7 S2 4+ 2 V(G2 2
a+1:a4_rxs J_rx :>a+1:(oc+x)525 )
X X X
) (S2 + 2 (82 L 2) — 2
L @D B) | (@D P) -

2 2

o aS?+aP + %5+ 8 -2 aS+ox?  SPx+ P -

)E2 o XZ )EZ

aS?+ar’ S+ P -8 o -—oaSP—ar’ ST+ E -
- 2 - 2 = 2 - 2
X X X X

AP —oS? — ot =SPi4+ P P = —ast =Sk — i

-5k 2 _

o= & = o = 3 _
[x—#
a=x -1
S2

E(X) = aiﬁ _ %,
logo,
7 ¥1-%) B B
B ampt] = i e
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x(1-%)
SZ

Colocando a expressao [ — 1] em evidéncia, tem-se o estimador do pardmetro 3 dado por

B=(1-x% [x(ls_f) - 1} .

2.3.6 Familia de Distribuicoes Beta

O fato da familia de distribui¢cdes Beta poder representar tantos comportamentos diferentes
para varidveis aleatdrias de suporte limitado a torna muito atrativa em diversos problemas reais.
Outras das suas caracteristicas a colocam como uma das principais distribui¢des da Estatistica

Bayesiana.

2.3.7 Propriedades relacionadas aos comportamentos modais

Segundo Gneri et. al (2002), nos gréficos da Figura 2.3, nota-se que elementos da familia

de distribuicao Beta t€ém um entre os seguintes possiveis comportamentos modais:
a) quando a = 8 > 1, a distribui¢do é unimodal, sendo este ponto sempre %;

b) quando 1 > a < f3, a distribui¢do é unimodal, sendo a sua moda estritamente menor do

1.
que 25

c¢) quando 1 > B < «, a distribuicdo é unimodal, sendo a sua moda estritamente maior do

que %; e

d) quando min(a,B) < 1, o comportamento modal ndo representa um verdadeiro valor-

padrao da respectiva distribuicao.

Portanto, a Figura 2.3 ilustra que valores pequenos de a ou B (menores que 1) geram
assintotas ilimitadas em O ou 1, respectivamente, sendo uma de suas conseqii€éncias a ine-
xisténcia de moda para distribuicdes baseadas nesses parametros. Problemas sérios para a
simulag@o também ocorrem para as distribuicdes cujo min(a, ) < 1. Quando o min(a, ) > 1,
nota-se que ndo existem problemas assintéticos e os parametros definem as condi¢des de assi-

metria e o valor maximo da densidade.

Observacao: Os comportamentos modais sdo propriedades interessantes e faceis de enxer-
gar graficamente, mas nao tao simples de demonstrar. Essas demonstra¢des devem ser feitas

estudando os pontos criticos da funcio (os que se obtem derivando e igualando a zero).
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Figura 2.3: Familia de Distribui¢cdo Beta.

2.4 Distribuicao uniforme

2.4.1 Descricao

A distribui¢do uniforme é uma distribui¢do continua, utilizada para modelar a ocorréncia
de eventos cuja probabilidade é constante em intervalos de mesma dimensdo. Os trabalhos de
Bayes e Laplace ja continham referéncias a essa distribuicdo, mas é muito provavel que o seu
uso seja anterior a essas épocas. Por ter a probabilidade constante para intervalos de mesma

amplitude, pode servir como referéncia ou modelo aproximado nos casos onde a verdadeira
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distribui¢do ndo € conhecida. Outra aplicacao de grande importancia € servir de base para mui-
tos processos de geracao de valores de varidveis aleatdrias em estudos de simulacdo (GALILEU,
2011). A simulagdo tem sido, desde o advento dos computadores digitais, uma importante fer-
ramenta de pesquisa: faz-se fundamental em problemas inferenciais complexos ou em anélise
de sistemas avancados. Nao é, nem pretende ser, substituto para resultados tedricos. Pretende,
na realidade, indicar possiveis caminhos para as solucdes tedricas quando essas sao por demais
caras ou inviaveis (GNERI et. al, 2002).

2.4.2 Definicao Matematica

Uma variavel aleatéria X tem distribui¢ao Uniforme-Padro no intervalo (0, 1) se sua fungao

de densidade de probabilidade € dada por:

1, 0<x<l1
=",

, C.C.

Notagao : X ~ U(0,1).
O termo uniforme padrao se justifica pela proposi¢do a seguir:

Proposicao (Transformacao Linear da Uniforme): Seja X uma varidvel aleatéria U (0, 1).
Defina uma outra vaa. ¥ = (f— o)X+ o , onde o < B,c,B € R. Entdo, Y também tem
distribuicao uniforme, no intervalo (o). Segundo Gneri et. al (2002), o mais importante
na proposi¢ao é o fato de que uma transformacao linear em uma varidvel aleatéria uniforme
mantém a caracteristica principal (uniformidade) da distribuicdo, isto €, podemos dizer que a

classe de varidveis uniformes € fechada com relacdo a transformacdes lineares.
Demonstracao: Para que seja uma f.d.p provaremos que:

(D) f(x) = 0.

(i) [7, f(x)dx = 1.

Note que, f(x) é uma func@o de densidade de probabilidade, ja que,

/:Of(x)dx:/olldx: 1.

Segundo Ross (2010), como f(x) > 0 somente quando x € (0, 1), tem-se como consequéncia
que X deve assumir um valor no intervalo (0,1). Também, como f(x) é constante para x €

(0,1),X tem a mesma probabilidade de estar na vizinhanca de qualquer valor em (0, 1). Para
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verificar essa afirmacéo, observe que, para0 < a < 8 < 1,

Hagxng/ﬁﬂ@w:ﬁ—a”

o

fla) Fla)
1F

(2) (b)

Figura 2.4: Gréfico de (a) f(a) e (b)F (a) para uma variavel aleatéria uniforme (o, 3).

Em outras palavras, a probabilidade de que X esteja em qualquer subintervalo particular de

(0,1) é igual ao comprimento desse subintervalo (ROSS, 2010).

Segundo Ross (2010), diz-se que X é uma variavel aleatéria uniforme no intervalo (¢, f3)

se a funcao de densidade de probabilidade de X é dada por:

f(x):{ [3+oc’ a<x<p

0, c.c.

Demonstracao

Analogamente a Uniforme-Padrdo temos que, f(x) no intervalo (¢, 3) é uma f.d.p se:
(i) f(x) 2 0.
(i) [=, f(x)dx = 1.

Entdo, f(x) é uma fun¢io de densidade de probabilidade, pois,

= _ B 1 1 g B—a
/wf(x)dx—/a B_adX—B_a)da—m—l.

Na Figura 2.4 € possivel ver o comportamento dos graficos da fung¢ao densidade de proba-

bilidade e da func¢do de distribuicao acumulada de uma distribui¢cao uniforme.
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2.4.3 Funcao de Distribuicao

Como F(x) = [ f(x)dx, segundo Ross (2010) a fungdo de distribui¢éo de uma varidvel

aleatéria uniforme no intervalo (¢, ) é dada por:

0, x<a
F(x)= ﬁ, a<x<p
I, x>
No caso da U (0, 1), temos que
0, x<0
Fix)=4q x, 0<x<l1
1, x>1

2.4.4 Momentos da Uniforme

Seja X uma variavel aleatéria continua com distribuicdo Uniforme (0, 1). Segundo Farias

(2008), a esperanga e variancia sao dadas respectivamente por:

() E(X) = %52

(ii) Var(x) = B9

A seguir as demonstracdes da esperanca (1° momento), da esperanca de X? (2° momento)

e da variancia. As mesmas podem ser encontradas em Farias (2008).

(i) Das propriedades da esperanca e das caracteristicas da densidade uniforme, sabemos que

E(X) é o ponto médio do intervalo (a, ), ou seja,

:a+/3—a:a+ﬁ'

E(X) 5 5
Usando a integral, tem-se que:
B 2 2 2 B
E(X)Z/x S x_ygzﬁ o (B-o)Bta) oa+p
a B-o B—a?2 2(B— ) 2(8—a) 2
Logo,
Ex) = &P
2
(ii) Por definicdo,
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Vamos calcular a E(X?). Temos que:

B 1 1 Pp p-a
B0 = [ P g e T 3w

B-a)B*+af+a’)  (B*+af+a?)

G (N
Logo,
2 2 2 2 2 ) )
Var(X):(ﬁ +063B+oc)_<a42r[;> _ (B +063[)’+06)_a +ZZB+B
Var(x) . M H40B + 407 ~302 —6ap ~3p* _ o> —2aB+p> _ (a—p)
ar(X) = > _ o _ P
_B)2
Var(X):—(a 1213) .

2.5 Relacao entre a distribuicao beta e a uniforme padrao

Teorema: Sejam X, X>,...,X, varidveis aleatorias independentes com densidade U (0, 1).
Seja Xy a k-€sima estatistica de ordem da amostra. Entdo X(;) tem densidade Beta com
parametros k e n —k+ 1 (BARROS, 2009). A demonstracao do teorema acima pode ser en-

contrada na referéncia da mesma autora.
Demonstracao

Tomando uma amostra de tamanho n da Uniforme (0, 1) e derivando analiticamente as den-
sidades do minimo e do maximo obtemos o seguinte resultado: Seja X(1) = min (X1,X2,...,Xn) €
Xny = max(X1,X>, ..., X,) encontraremos a densidade e X(1) © X() através do método da fungdo

de distribuicdo. Seja U tem densidade U (0, 1) entdo sua funcgdo de distribuigao é:

0, u<0
Flu)=PU<u)=4q u, 0O<u<l
I, u>1

A funcéo de distribui¢do de Xy €:
G(U)= P(X(l) <u)=1 —P(X(l) >u) =1—P(min(Xy, - ,X,) > u)

Gi(U)=1-P(X; >u,Xo > u, -, X > u).

Pela independéncia dos Xy, esta ultima probabilidade pode ser escrita como o produto das
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probabilidades individuais e entio:

GI(U)=P(X) <u)=1-PX; >u,Xp > u,- , Xy > u)

Gi(U)==1—[P(X; >u)P(Xa >u)---P(X, > u)|.
Mas, os Xy sdo identicamente distribuidos, e entdao todos os termos no produto acima sao iguais.
Logo:
G1(U)=PX(y<u)=1—[P(X; >u)P(Xp > u)---P(X, >u)] = 1—{P(X(1) > u)}".
Como os Xy, sdo U(0, 1), segue que P(X() > u) = 1 —u. Logo,
Gl(U) :P(X(l) S bl) =1 —{1 —u}”.

A densidade de X() € apenas a derivada da fung@o de distribuigdo:
_dGi(U) _ dft —{1—u}"}
- du du

[(n+1) e
I(n)I'(1)

Portanto, X() tem fun¢éo de densidade de probabilidade Beta(1,n). Em particular, sua média é

&) = —(=Dn{l—u}"" =n(1 —uy""!

g (U)=nu! 11 —u)" 1 = (1—uw)"', para 0<u<]l.

1/(n+1). Analogamente para X, tem-se que a fungdo de distribuigdo €:
Gu(U) = P(X(yy <u) = P(max(Xy, -, Xy) <u)=P(X; <u,Xo <u,--+, X, <u)

Go(U)=P(X; <u),PXp <u)---PX, <u)={PX, <u)}"={Fu)}"'=u".
Logo,
dG,(U) d{u}"®
du du
. F(I’l—|—1) n—1
) = T
Ou seja, X(,,) tem fungdo de densidade de probabilidade Beta(n,1). Em particular, E (X)) =
n/(n+1).

gn(U) = nu = n(u)" (1 —u)' !

(1—w)'"Y, para 0<u<1.

Observacoes:

1. Se tomarmos uma amostra de tamanho n “grande”, a média dos Xy se aproxima de zero e a

média dos X(,,) se aproxima de 1.

2. Os resultados encontrados para o minimo e o maximo de uma amostra Uniforme (0, 1) podem

ser facilmente generalizados para uma amostra de uma densidade f(x) qualquer.



34

3 Aplicacoes

3.1 Sobre os testes estatisticos

Existem diversas fun¢des de distribuicdes de probabilidade para varidveis aleatdrias discre-
tas e continuas. Entre as que se ajustam a dados discretos estdao a bernoulli, binomial, binomial
negativa, hipergeométrica, geométrica e poisson. Ja as distribuicdes uniforme, normal, log-
normal, gama, valores extremos ou gumbel, weibull, exponencial, beta, qui-quadrado, t de Stu-
dent, F de Snedecor, entre outras, podem ser ajustadas a série de dados amostrais de varidveis
aleatodrias continuas (FILHO et al., 2004).

Testes de aderéncia, como o qui-quadrado, Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors, Shapiro-Wilk,
Cramervon Mises (Campos, 1983; Assis et al., 1996; Bussab & Morettin, 2004), servem para
comparar as probabilidades empiricas de uma varidvel com as probabilidades tedricas estimadas
pela fun¢do de distribui¢do em teste, verificando se os valores da amostra podem razoavelmente
ser considerados como provenientes de uma populacdo com aquela distribui¢ado tedrica (FILHO
et al., 2004).

Nos testes de aderéncia, a hipdtese nula (Hp) admite que a distribui¢do seja a especificada
(normal, log-normal, gama e outras), com o0s seus parametros estimados com base nos dados
amostrais (ASSIS et al., 1996; CATALUNHA et al., 2002).

3.2 Material e Métodos

Para a materializacio do presente estudo trabalhou-se com dados do Indice de Desenvol-
vimento Humano (IDH) dos 26 estados do Brasil mais o Distrito Federal, onde a mesma foi
obtida no banco de dados do Programa das Nacoes Unidas para o Desenvolvimento (PNUD).

Os dados do estudo podem ser observados na Tabela 1.

Os dados do IDH apresentados no referido trabalho sdo referentes aos anos de 1991, 2000,

2004, 2005 e 2008, tal restri¢ao se deve ao dificil acesso aos mesmos, visto que algumas bases
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de dados também apresentavam-se incompletas.

Tabela 3.1: Indice de Desenvolvimento Humano para os 26 Estados brasileiros mais o Distrito
Federal, para os anos de 1991, 2000, 2004, 2005 e 2008.

Estado IDH 1991 | IDH 2000 || IDH 2004 | IDH 2005 | IDH 2008
Distrito Federal 0,799 0,844 0,874 0,874 0,874
Santa Catarina 0,748 0,822 0,840 0,840 0,840
Sao Paulo 0,778 0,820 0,825 0,833 0,833
Rio de Janeiro 0,753 0,807 0,826 0,832 0,832
Rio Grande do Sul 0,753 0,814 0,829 0,832 0,832
Parana 0,711 0,787 0,816 0,820 0,820
Espirito Santo 0,690 0,765 0,794 0,802 0,802
Mato Grosso do Sul 0,716 0,778 0,793 0,802 0,802
Goias 0,700 0,776 0,794 0,800 0,800
Minas Gerais 0,697 0,773 0,795 0,800 0,800
Mato Grosso 0,685 0,773 0,793 0,796 0,796
Amapa 0,691 0,753 0,762 0,780 0,780
Amazonas 0,664 0,713 0,766 0,780 0,780
Rondonia 0,660 0,735 0,768 0,776 0,756
Tocantins 0,611 0,710 0,751 0,756 0,756
Para 0,650 0,723 0,749 0,755 0,755
Acre 0,624 0,697 0,748 0,751 0,751
Roraima 0,692 0,746 0,741 0,750 0,750
Bahia 0,590 0,688 0,732 0,742 0,742
Sergipe 0,597 0,682 0,741 0,742 0,742
Rio Grande do Norte 0,604 0,705 0,724 0,738 0,738
Ceara 0,593 0,700 0,717 0,723 0,723
Pernambuco 0,620 0,705 0,710 0,718 0,718
Paraiba 0,561 0,661 0,709 0,718 0,718
Piaui 0,566 0,656 0,698 0,703 0,703
Maranhio 0,543 0,636 0,676 0,683 0,683
Alagoas 0,548 0,649 0,670 0,677 0,677

Fonte: Programa das Nacoes Unidas para o Desenvolvimento (PNUD).

ApO6s a organizagdo desses dados, deram-se inicio as andlises a partir das distribuicdes de
probabilidades Beta e Uniforme com o intuito de verificar o ajuste dos dados as respectivas
distribui¢des visto que o mesmo admite valores apenas no intervalo (0, 1). Para a organizacdo
dos dados e aplicacao dos testes estatisticos foi utilizado o software R, versdao 2.13.0 (http://www.R-

project.org).

Na verificacdo do ajuste dos dados as distribuicdes Beta e Uniforme obteve-se os parametros
das respectivas distribuicdes e aplicou-se o teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov. Como
os dados s@o continuos e pertencem ao intervalo (0;1), os mesmos poderiam ser modelados tanto
por uma distribui¢do Beta quanto por uma distribuicdo Uniforme. A seguir serdo discutidos

mais detalhes em relacao ao uso das distribui¢cdes expostas, bem como as conclusdes e restricoes



para cada uma delas.
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4 Resultados

O IDH (fndice de Desenvolvimento Humano) € um indice de carater universal utilizado
para se medir o desenvolvimento humano de paises ou regides. A aplicacdo dessa metodologia
na escala municipal recebe o nome de IDHM (Indice de Desenvolvimento Humano Municipal)
(BATELLA e DINIZ, 2006).

O PNUD divulga o Indice de Desenvolvimento Humano desde 1990. Algumas nagdes,
no entanto, possuem estatisticas com até 25 anos de retroatividade, desde 1975. Em sua mais
recente publicacdo, divulgada em 27 de novembro de 2007 e vélida para os anos de 2007 e 2008,
o Brasil figura pela primeira vez entre as nagdes com alto desenvolvimento humano, atingindo

a pontuagdo minima do novo grupo, de 0,800. (DHnet, 2011).

De acordo com o Relatério publicado pela ONU em 2009, o Brasil ocupa a 75? posi¢ao no
IDH entre os 182 paises do mundo, com indice de 0,813. Na América Latina, o Brasil detém o
6° lugar. Entre os estados brasileiros, Minas Gerais aparece na 8* posi¢cao, com IDHM de 0,812
(FIP; IPEA; PNUD, 2011).

Para o referido trabalho, como ja citado, fez-se uso do teste de Kolmogorov-Smirnov, onde
o valor da estatistica D maximo do teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov (Campos, 1983;
Assis et al., 1996; Bussab & Morettin, 2004) informa a méxima distancia entre as probabili-
dades empiricas e as tedricas obtidas sob a funcdo de distribui¢do de probabilidade em teste.
Assim, quanto menores os valores da estatistica D, maiores serdo fornecidos os valores do p-
valor e, consequentemente, maior evidéncia de ndo-rejei¢do da hipétese nula (Hj), ou seja,

maior aderéncia dos dados a distribuicao em teste (FILHO et al., 2004).

Na Figura 4.1, pode-se observar os histogramas dos dados para seus respectivos anos. Ob-

serve que, visualmente apenas o ano de 2000 lembra de certa forma, uma distribuicao Uniforme.

Anterior ao teste de aderéncia realizou-se a obtencdo dos pardmetros da distribui¢do beta,
para cada distribuicao em cada referido ano, bem como outras sugestdes para 0s parametros
com o objetivo de verificar se haveriam ganhos significativos com o ajuste para diferentes

parametros. E posteriormente o ajuste as distribuicdes Uniforme e Beta. Dentre as distribuicdes
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Figura 4.1: Distribui¢ao dos dados para os respectivos anos.
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estudadas para os anos de 1991, 2000, 2004, 2005 e 2008, todas se ajustaram a distribuicdo

Beta de probabilidade, como pode ser observado pela Tabela 4.1, vale salientar que o nivel de

significancia adotado foi de oo = 0.05.

Tabela 4.1: Teste de Kolmogorov-Smirnov para distribui¢do Beta com os parametros estimados.

Parametros da Distribuicao Beta Teste Kolmogorov-Smirnov

Ano

Alfa Beta Estatistica D p-valor
1991 | 27,39555 14,05703 0,1080 0,9113
2000 | 41,42517 14,72904 0,1214 0,8214
2004 | 50,17961 15,45914 0,1014 0,9440
2005 | 52,27827 15,50799 0,1165 0,8574
2008 | 52,19445 15,54819 0,1480 0,5953

Fonte: Dados da pesquisa.

Note pela Tabela4.2 , que ap6s a realizagcdo do teste de Kolmogorov-Smirnov, para outros

parametros da distribui¢cdo Beta, houve um aumento no p-valor para todos os anos, ou seja,
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nao hd evidéncias estatisticas que nos leve a rejeicdo da hipdtese de que os dados da pesquisa

seguem distribuicdo Beta.

Tabela 4.2: Teste de Kolmogorov-Smirnov para distribui¢do Beta com os parametros estimados.

Ano | Parametros da Distribui¢io Beta Teste Kolmogorov-Smirnov
Alfa Beta Estatistica D p-valor
1991 | 27,156 14,00 0,1024 0,9397
2000 | 42,126 15,20 0,1049 0,9275
2004 | 50,160 15,45 0,1013 0,9444
2005 | 52,920 15,92 0,0986 0,9556
2008 | 52,400 16,00 0,1163 0,8583

Fonte: Dados da pesquisa.

Na Tabela 4.3 pode-se observar os valores da estatistica D do teste de Kolmogorov-Smirnov,
bem como os respectivos p-valores do teste para a distribuicdo Uniforme (0,1). Note que, em
nenhum caso a distribuicdo em questdo se adequa a uma distribuicdo Uniforme, ou seja, ndo
ha evidéncias estatisticas que nos leve a ndo rejeicao de que a distribuicdo dos dados, para os

respectivos anos, seguem um distribuicdo Uniforme.

Tabela 4.3: Teste de Kolmogorov-Smirnov para distribuicao Beta com os parametros estimados.

Ano | Teste Kolmogorov-Smirnov
Estatistica D p-valor
1991 0,543 0,00024340
2000 0,636 0,00000065
2004 0,6700 0,00000006
2005 0,677 0,00000004
2008 0,677 0,00000004

Fonte: Dados da pesquisa.

Portanto, o teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov revelou a distribuicdo Beta como a
mais adequada ao estudo para representar a distribui¢io dos Indices de desenvolvimento Hu-
mano, quando comparada com a distribui¢do Uniforme, bastando estimar os parametros desta
distribui¢do, e ndo aceitando a distribuicdo Uniforme como um possivel ajuste, mesmo sendo

esta uma distribuicdo que modela varidveis com dominio no intervalo (0,1).
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S Consideracoes finais

Considerando as estimativas dos parametros da distribuicao Beta referentes aos dados do
Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) dos 26 Estados brasileiros, mais o Distrito Federal,
para os anos de 1991, 2000, 2004, 2005 e 2008, destaca-se o ajuste a referida distribuicdo, onde

o mesmo também € confirmado ao utilizar-se outras estimativas para os dados em estudo.

Através do teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov, e adotando um nivel de signi-
ficancia igual a 5%, verificou-se que os mesmos confirmam o melhor ajuste a distribuicao de
probabilidade Beta. Quando ajustados os dados a distribuicao Uniforme, foi verificado que os
mesmos nao se adequaram a tal distribui¢@o, apesar de a distribui¢do Uniforme Padrao modelar

variaveis que geram resultados no intervalo (0,1).

Nos trabalhos cientificos nos dias atuais existe uma larga utilizacdo de modelos proba-
bilisticos para andlise de informagdes restritas no intervalo (0,1). Vale destacar que os modelos
probabilisticos mais utilizados com o objetivo de modelar estes tipos de dados, s@o a distribui¢ao
Uniforme e a distribui¢do Beta. Esta ultima por sua vez possui uma escassez de material bi-
bliogréfico na lingua portuguesa, bem como a falta de clareza em defini¢Ges e aplicagdes ma-

tematicas.

Tendo em vista os fatos mencionados, em geral, este trabalho alcancou seus objetivos no
sentido de tratar de maneira mais detalhada e coesa as propriedades da referida distribuicdo e

por fim a realizacao de uma aplicacao a uma base de dados reais.
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APENDICE A - Mudanca de varidveis em
integrais duplas

Segundo Farias (2010), No célculo de integrais simples, podemos usar mudanca de varidvel
para simplificar os célculos. Assim, se queremos calcular | f f(x)dx, sob condi¢des adequadas,

podemos definir x = g(u) e entdo dx = g’ (u)du e

[ e = [ flata)g wyan
a 8(a)

O resultado andlogo para fun¢des de duas varidveis € o seguinte: x = f(u,v) e y = g(u,v) é

uma transformacao de varidveis, entao

| [Fesdxay= [ [ F(fuv). gl |dudy

onde —J— represente o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana

o o

_ Ju dv

J= dy oy
Ju oJv

Considere, como exemplo, as coordenadas polares defenidas anteriormente: x = r(cos0) e

y =r(senf):

sen0@  rcosO

% % cosO —rsenB
I = dy Iy ||~

J = rcos®0 + rsen*0 = r(cos*0 +sen*0) = r

e, portanto, dxdy = rdrd0.
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APENDICE B - Estatisticas de ordem

Sejam X1, X>, - - - X, varidveis aleatorias i.i.d., continuas com funcdo densidade comum f e
func¢do de distribuicdo F. Defina Y; a i-ésima menor de X, X>,---X,. As varidveis aleatOrias
Y1 <Y, <-.-- <Y, sdo denominadas as estatisticas de ordem associadas a Xi,X>,---X,, (LE-
BENSZTAYN, 2010).

A densidade conjunta de Y71, --- ,Y;, é dada por

ey, 1) =0l fn) - fm), yi<y2 < <yn.

Para i < j, a densidade conjunta de Y; e Y; € dada por

n!

Jry;(6y) = (i—)(j—i—1)(n—j)

FQ)THF) = F@P 1= FO)"f @) ()
parax <y.

A densidade de Y; é dada por

n! i— n—i
fn(x)zm[”x)] M=F@)]"'f(x), xR

Em particular, as densidades de Y| = min{Xy,---,X,} e Y, = max{Xy,---,X,} sdo, respec-

tivamente
fn@) =nf@I-Fx"!, xeR

fr, @) =nf(x)[F(x)]"", xeR.





