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Resumo

Neste trabalho, serao apresentados dois modelos de distribuicao de probabilidade,
o Exponencial e o de Weibull, tendo como objetivo principal apresentar suas carac-
teristicas principais, tais como: funcao de densidade de probabilidade, funcao de dis-
tribuicao acumulada, esperanca, variancia, funcao geratriz de momentos, estimacao de
parametros. Para complementacao dos estudos, fizemos uma apliacacao utilizando da-
dos de precipitacao pluviométrica, para podermos comparar qual delas ajusta melhor

tais dados.

Palavras chave: Distribuicao de Weibull, Probabilidade, Teste de Aderéncia.



Abstract

In this work, we will present two probability models often used to model time
data: Exponential and Weibull distributions. We will show their main characteristics,
such as: probability density function, mean and variance, moment generating function,

estimation of parameters. We also present an aplication utilizing rainfall amounts data.

Key word: Weibull Distribution , Exponential distribution, Aderence Test.
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Capitulo 1

Introducao

Quando a Estatistica ¢ empregada para estudar fenomenos observaveis, faz-se necessario a cons-
trucao de um modelo matematico para explicar tal fenomeno. Existem dois tipos de modelos
matematicos: os deterministicos e os probabilisticos. Esse segundo tipo é usado para aqueles
experimentos que sao aleatorios, ou seja, aqueles cujo resultado nao se conhece antes que o
experimento seja realizado e além disso, quando reproduzido em condicoes idénticas pode gerar
um resultado diferente daquele observado inicialmente. O uso da probabilidade tem se difun-
dido desde as suas primeiras aplicagoes nos jogos de azar, até as amplas utilizacao em areas de
alta complexidade das ciéncias. Os modelos probabilisticos sao uteis para descrever o compor-
tamento de dados coletados em experimentos. Estes dados sao modelados através de funcoes
de densidade de probabildade, levando-se em consideracao sua natureza. Distribuicoes de pro-
babilidade podem ser usadas por exemplo, para descrever o comportamento de determinadas
variaveis aleatorias num dado intervalo de tempo, em particular nos casos em que o interesse é
o tempo de vida de um componente, precipitacao pluviométrica de uma regiao, taxas de falha.
As variaveis podem ser classificados em dois tipos para os casos acima citados: aqueles em que
a taxa de fala é constante e o que as taxas de falhas sao aleatérias. Ambos os casos podem ser
modelados através de distribuicoes de probalidades continuas, visto que a variavel pode assumir
valores num intervalo de niimero reais. O uso da distribuicao Exponencial é utilizada nos casos
em que a taxa de falha é constante ao longo de um intervalo, sendo esta um caso particular da
distribucao de Weibull quando o = 1. Quando a taxa de falhas é aleatéria ao longo do tempo,
faz-se o uso da distribuicao de Weibull, sendo esta bastante versatil, pelo motivo de se ajustar
a algumas outras distribuigoes de acordo com os valores de seus parametros. Segundo Werner

(1996), nos tempos atuais, face as mudangas que vem ocorrendo e a complexidade apresentada
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pelos equipamentos e produtos, passou a ser vital a producao de equipamentos e instrumentos
altamente confiaveis. Como exemplo, podemos citar os equipamentos cirirgicos utilizados em
hospitais, as transmissoes feitas via satélite, e a exploragao do espago em sondas ou onibus es-
paciais. A confiabilidade é de fundamental importancia e vem nos auxiliar para fazer previsoes
sobre quando e que equipamentos, pecas e instrumentos irao falhar. Sendo assim, é possivel
uma substituicao prévia de pecas ou equipamentos para que vidas sejam poupadas em acidentes
aéreos, para que missoes de pesquisa espaciais nao sejam abortadas e nem transmissoes de lazer
e cultura sejam bruscamente interrompidas (WERNER, 1996). Segundo Werner (1996), devido
ao aumento da concorréncia e as alteragoes no mercado consumidor nas ultimas décadas, as
empresas necessitam gerar esforcos cada vez maiores para sobreviverem. A obtencao de prazos
e pregos competitivos, a flexibilidade produtiva ou ainda o aumento na qualidade dos produtos,
sao alguns dos modos de sobrevivéncia diante dos competidores. Para pode garantir a confiabi-
lidade de um produto, é necessario que a empresa possua um programa de confiabilidade, este
programa inclui os procedimentos a serem utilizados na fase de projeto, na fase de manufatura
e no pés-venda. Entretanto um programa de confiabilidade pode ser implementado somente
apos o entendimento do significado de confiabilidade, e somente compreendendo o que é confi-
abilidade é que poderemos atingi-la. Segundo Halpern (1978) a confiabilidade estd embasada
em quatro elementos principais: a probabilidade, que busca mensurar a confiabilidade, através
da distribuicao das falhas; o desempenho, que é o conjunto de requisitos de uso que definem
uma funcgao a ser executada, de preferéncia sem falha; o tempo de operacao que esta vinculado
a operar, sem falhas, num periodo previamente definido; as condi¢oes de operacao que sao as

circunstancias ambientais e operacionais a qual o produto é submetido.

Na area de Engenharia, em particular na engenharia agricola, muitas vezes o interesse
do pesquisados é determinar previamente o comportamento da variacao dos elementos meteo-
rolégicos ao longo do ano, de forma a possibilitar um estudo para planejar uma melhora nas
diversas atividades do ramo. Por considerar a precipitagao pluvial um dos elementos mete-
orolégico de suma importancia, é feito coleta de dados mensais e baseado em analise desses
dados sao tomadas algumas decisoes. Sendo o regime pluviométrico de grande influéncia nos
mais diversos setores que abrange o homem, tais como a economia, o meio ambiente e a soci-
edade. Na agricultura, o conhecimento antecipado das condigoes locais de solo, radiagao solar
e precipitacao pluvial, e sua variacao ao longo de um ciclo de cultivo, sao significativos para
a obtencao de rendimentos satisfatorios, visto que esses fatores sao determinantes para o su-

cesso nos cultivos. Ribeiro & Lunardi (1997) salientam a importancia da caracterizagao da
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precipitacao em um local para o planejamento de atividades agricolas, sendo imprescindivel
também no dimensionamento de reservatérios de dgua, na elaboracao de projetos de protecao
e conservagao de solos e em atividades de lazer e esportivas. Segundo Souza (2010) O estudo
climatolégico das diversas variaveis do tempo é de extrema importancia, tendo em vista o im-
pacto ambiental que a anomalia dessas componentes provoca no clima regional. A precipitacao
pluvial é um dos elementos meteorolégicos que exerce mais influéncia sobre condigoes ambien-
tais. Além do efeito direto sobre o balanco hidrico, exerce influéncia indiretamente sobre outras
variaveis, tais como: temperatura do ar e do solo, a umidade relativa do ar e a radiagao solar
que, no conjunto atuam como fatores basicos para o crescimento e desenvolvimento das plan-
tas. Em estudos para caracterizar a variabilidade da precipitacao pluvial, faz-se uma anélise da
distribuicao dessa varidvel. Para isso, verifica-se qual distribuicao de probabilidade ajusta me-
lhor os dados e testes estatisticos sao efetuados para determinar qual funcao de distribuicao de

probabilidade é mais adequada para calcular a probabilidade de ocorrer determinado fenémeno.

O objetivo desta monografia é estudar os modelos de distribuicao de probabilidade para
tempo de vida, o Exponencial e o de Webull, suas caracteristicas, tais como a fungao densidade
de probabilidade, a funcao de sobrevivéncia, a funcao de risco, demonstrando-as matemati-
camente Neste trabalho, faremos a comparacao das distribuicoes de Weibull e Exponencial,
utilizando um banco de dados da precipitacao pluviométrica da cidade de Campina Grande
entre os anos de 1978 a 1997, com o objetivo de testar qual das duas distribuigoes se ajusta

melhor aos dados.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

2.1 Conceitos Basicos

A seguir, serao apresentados alguns aspectos tedricos importantes para a compreensao do es-
tudo desenvolvido ao longo deste trabalho. Para proceder a analise, faz-se necessario o conheci-
mento prévio dos seguintes contetdos: experimento aleatorio, espaco amostral e evento, variavel

aleatoria, confiabildade, censura, independéncia, outros conteudos e diversidade de exercicios.

Um experimento é dito aleatério, quando mesmo repetido varias vezes sob as mesmas
condicoes, pode apresentar resultados diferentes, isto é, embora conhega os resultados possiveis
do experimento, nao ha como dizer um resultado particular desse experimento antecipadamente.
O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério, é denominado Espaco
amostral e serd representado pela letra S. Todo resultado ou subconjunto de resultados um
experimento é chamado de evento e, em geral, é denotado por letras maitsculas do nosso

alfabeto.

Muitas vezes, os resultados possiveis de um experimento nao sao numéricos. Para que
Y
seja possivel usar uma modelagem matematica para tais experimentos, faz-se necesséario associar

numeros aos resultados do experimento.

Definicao 2.1.1 Seja S o espaco amostral associado a um experimento. Uma variavel aleatéria

€ uma fungao
X: 5 = R
s = X(s).

Ou seja, uma variavel aleatoria é uma funcao que associa valores reais aos resultados de
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um experimento. Se uma varidavel X assume valores em um conjunto enumeravel, ela é dita
discreta. Por outro lado, se X assume valores em um intervalo da reta ou toda a reta, entao X
é dita uma variavel aleatoria continua. As duas distribuicoes que serao alvo deste estudo sao

continuas.

Definicao 2.1.2 Considere
f: X)) - R
z = flz)
uma fungao que satisfaz as condigoes:

i) f(x) >0, Yz € X(5);
iy [ f@)de =1,

o0

¢ dita fungao de densidade de probabilidade (f.d.p.) da varidvel aleatdria X.

Definicao 2.1.3 Seja X uma varidvel aleatdria continua com fdp f(z). Dizemos que a Fungao

de Distribuicio Acumulada de X € a funcdao F definida por:

F(z)=P(X <z)= /_x f(s)ds.

2.2 Inferéncia em Modelos Paramétricos

Os modelos probabilisticos sdo caracterizados por quantidade (valores) desconhecidos, chama-
dos de parametros. Em cada estudo envolvendo analise de confiabilidade, os parametros devem
ser estimados a partir de observacoes amostrais, para que o modelo fique determinado e, as-
sim, seja possivel responder as perguntas de interesse. Entre os varios métodos de estimacao

conhecidos na literatura estatistica, estd o método da méxima verossimilhanga (Dantas, 2008).

2.2.1 Estimadores de Maxima Verossimilhancga

Seja (X1, Xo, ..., X,) uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X continua com f.d.p. f(z;8),
onde destacamos o parametro 6 desconhecido. Quando retiramos a amostra, observamos os

valores obtidos (x1, za, ..., T,).

Definicao 2.2.1 Definimos a func¢ao de verossimilhanc¢a por

n

L(O,x1,29,...,2,) = Hf(xz,é’) = f(x1;0)f(22;0) ... f(x,;0). (2.1)

=1
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O estimador de maxima verossimilhanca de 6, isto é, 6 é o valor de 0 que maximiza
L(0,x1,29,...,2,).
Em geral, se usa maximizar o logaritmo da verossimilhanca [ dado por:
10,21, 29,...,2,) =In(0, 21,22, ...,2,),

em lugar da fungao de verossimilhanca. Isso pode ser feito porque a fun¢ao logaritmo é uma
funcao estritamente crescente. A vantagem de se fazer isso é que ao aplicarmos a funcao In,

transformamos o produtoério em somatério e isso facilita os calculos.

2.2.2 Confiabilidade

O termo confiabilidade é muito usado na manutencao, e teve origem na década de 50 nos Esta-
dos Unidos para andlise de falha em equipamentos eletronicos de uso militar. Confiabilidade é
a probabilidade que um item possa desempenhar sua fungao, por um intervalo de tempo [0, ¢,
sob condic¢oes definidas de uso. O valor t nao pode ser previsto a partir de um modelo deter-
ministico, isto é, componentes ”idénticos”sujeitos a ”idéenticos” esforcos falharao em diferentes
e imprevistos instantes. Deste modo o emprego de um modelo probabilistico, considerando

T uma variavel aleatéria, constitui-se no tnico tratamento realista do assunto (GONDIM e

DUARTE 2005).

Definicao 2.2.2 A confiabilidade de um sistema cuja funcdo de distribuicao do tempo de vida
¢ F(x) € definida por
R(z) =1— F(x). (2.2)

Um outro conceito importante no estudo da confiabilidade de sistemas é o de taxa de

falha, cuja definicao damos a seguir.

Definicao 2.2.3 A taxa de falha de um sistema cujo tempo de vida tem func¢ao de distribuicdao

F(x), com densidade de probabilidade f(x) € dada por:

) — @)

- r e (2.3)

A taxa de falha, que é uma funcao de tempo, é aproximadamente igual a probabilidade de que
ocorra falha num intervalo de tempo, pequeno em relacao a x, apds o instante x, dado que nao

houve falha até esse instante.
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De fato:

Pr<X<z+Az|X >z Plz < X <z + Ax]

AI}}EO Ax B Alggo (Ax)Plz > X] -
. F(z+ Az) — F(x) f(x)
=——— lim =
1 — F(x) Au—0 Ax 1— F(x)

Uma distribuigao de vida pode ser melhor compreendida através da fungao taxa de falhas,

pois esta reflete o comportamento dos itens sobreviventes. (WERNER 1996).

2.2.3 Censura

Observagoes incompletas freqiientemente ocorrem nos estudos de sobrevivéncia. Dados Cen-
surados ocorrem, quando alguns sujeitos em estudo nao ”"terminam” o evento de interesse, ou
seja, falham até o fim do estudo ou tempo de andlise. Por exemplo, em alguns estudos, paci-
entes abandonam o tratamento ou continuam vivos depois do final dos estudos, resultando em
algumas observacoes incompletas, ditas censuradas. E valido salientar que, mesmo censurados,
todos os resultados provenientes de um estudo de sobrevivéncia devem ser usados na analise
estatistica. Na aplicacao abordada neste trabalho, isso ocorre quando o acompanhamento dos

indices pluviométricos sao interrompidos, geralmente por mudancas climatologicas.

Observacao 1 FExistem trés tipos de censuras

A Censura Tipo I ¢ aquela, onde o teste serd terminado apos um periodo pré-estabelecido

de tempo, ou seja, Observacoes sao acompanhadas até um periodo pré-estabelecido de tempo.

A Censura Tipo II ¢ aquela, onde o teste sera terminado apos ter ocorrido a falha em
um numero pré-estabelecido de elementos sob teste,ou seja, Observacoes sao acompanhadas até

obter-se um numero pré-determinado de falhas.

Na Censura Tipo III o periodo de estudo € fizado e os elementos entram no estudo em
diferentes tempos durante aquele periodo, oe seja, acontece quando um elemento € retirado no
decorrer do estudo sem ter ocorrido falha, ou se por exemplo, o elemento falhar por uma razao

diferente da estudada.
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Capitulo 3

Distribuicao Exponencial

Sendo um caso particular da distribuicao de Weibull, a distribui¢cao Exponencial caracteriza-
se por desempenhar importante papel na descricao de fenomenos na area de confiabilidade,
pois a probabilidade de falha nao se altera ao longo do uso (taxa de falha constante). Segundo
Meyer (1983), é bastante razodvel admitir que um fusivel ou um rolamento de rubis sejam ”tao
bons quanto novos”, enquanto estiverem ainda funcionando. Isto é, se um fusivel nao tiver
fundido, estard praticamente em estado de novo; nem o rolamento se alterard (muito) devido
ao desgaste. A distribuicao Exponencial apresenta-se como um modelo adequado de andlise

para esses casos.

i) E utilizada normalmente para representar a duragao de um determinado servico;
ii) Intervalo de tempo até a falha de uma peca de um equipamento;
iii) Fadiga.

Definicao 3.0.4 Diz-se que uma variavel X tem distribuicao exponencial com parametro A se

sua funcao de densidade de probabilidade ¢ dada por:

e ™ >0
flx) = (3.1)

0, cec.

Sendo f uma funcao de distribuicao de densidade da distribuicao exponencial, entao om

grafico f é a curva esbocada na Figura 3.1.
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f(x)
0.2

0.1

0.0

Figura 3.1: Curva da fungao de densidade da distribuicao Exponencial.

Alternativamente, a distribuicdo exponencial pode ser caracterizada por sua funcao de

distribuicao acumulada a qual é obtida como:

F(r) = P(X <) = /Oxf(t)dt = /0 de Mdt = —e Mg = —(e7 = 1)

Ou seja,
I—=Xe™, >0
F(z) =
0, c.c

(3.2)

Se F' é um funcao de distribuigao acumulada (f.d.a.) de uma varidvel aleatéria continua

(v.a.c.) com distribuicao exponencial, entdo o gréfico de F' é a curva esbogada na Figura 3.2.
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f(x)
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Figura 3.2: Curva da fungao de distribuicao acumulada da Exponencial.

3.1 Propriedades da Distribuicao Exponencial

A seguir, serao apresentadas algumas propriedades importantes que caracterizam a distribuicao

em questao.

3.1.1 Propriedades da falta de memoria

A propriedade da falta de memdria significa por exemplo, que a probabilidade de que seja
necessario esperar, por exemplo, mais que 30 segundos até que o evento aconteca, dado que
esse evento nao aconteceu antes de 20 segundos, é a mesma de que esse evento ocorra depois
dos 10 segundos iniciais. A tnica distribuigao continua com essa caracteristica, é a exponencial.
Uma forma equivalente de expressar essa propriedade consiste em mostrar que a distribuicao
exponencial nao sofre desgaste ou, em outra linguagem, nao tem memoria. Considere um
componente que tem distribuicao de tempo de vida exponencial. Se ele durou até o instante
t, entao a probabilidade condicional dele durar mais s unidades de tempo além do instante ¢,

é a mesma que um componente novo venha durar s unidades de tempo (Dantas, 2008). A
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expressao ¢ dada por:

PX > 148X >1) = 2K ;(t;j’j;”) - P(})f(;igs) —P(X>s)  (3.3)

Demonstracao:

De fato,
t+s t+s
P(X>t+s):1—P(X§t+s):1—/ Ae‘“dmzl—/\/ e Mdx
0 0
integrando por substituicao e fazendo

U=\ = du = Mz

obtém-se . e
S S d
1—/\/ e_)‘xdle—/\/ e_“—u
0 0 A
A(t+s)
- —u] A(t+s)
=1-A Ydu=1—|—e ™ =
/0 e~ e’ -
— 1 _ |:_€—)\(t+8) _|_ 60} —

-1 + 6—/\(t+8) —1= e—)\(t-i-s).
Logo, P(X >t 4 s) = e MF9),
Por outro lado, temos

t
PX>t)=1-P(X<t)=1- / e Mdy =1 — [—eM)) = e (3.5)

Note que,

P(X >t)=e™M

Fazendo o quociente de (3.4) e (3.5), obtemos

A
t s
P(X >t+s|X >t)= % -1-— [_e—ﬂo —e (3.6)

Encontremos agora P(X > s)

PX>s)=1-P(X<s)=1-— / e Mdr =1 — [—e’)‘x]; =e (3.7)
0
Portanto, de (3.6) e (3.7), obtemos
PX >t+s|X >t)=P(X > s).
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3.2 Esperanca e Variancia da Exponencial

Seja X uma variavel aleatéria continua com distribuicao exponencial com parametro A. A

esperanca e a variancia sao dadas respectivamente por:

1 1
E(X)IX € VCLT(X):E

Demonstracoes:

Inicialmente sera calculada a esperanca da distribuicao. Por definicao tem-se

E(X) = / Z v f(r)dr = /0 T e dy, (3.8)

Integrando por partes e fazendo u = ., dv = Ae™*, obtemos du = dz,v = —e. Dali,
E(X) = [—ze M| |5+ / —e Mdx (3.9)
0
Integrando por substituigao o 2° membro do lado direito da expressao (3.9) e fazendo w = —A,

obtemos du = —Adz. Logo,
—Azx] |00 e 1
E(X) = [—zeM]|5° + —du = X (3.10)
0

Portanto,

Agora seré calculada a variancia. Usaremos a seguinte férmula para encontar a variancia:

Var(X) = BE(X?) — [E(X)]? (3.11)
Onde
E(X?% = / 2 f(x)dr = / 2 Ne M dr.
—00 0
Integrando por partes e fazendo u = x2, dv = A\e™**, obtemos du = 2xdzr,v = —e~**. Logo,
—AZ] |00 > — AT 2
E(X) = [~2% |3 +2/0 e Mdr = = (3.12)

Substituindo (3.10) e (3.12) em (3.11), obtemos

2 1 1
Var)t) =% =% = %2
Portanto,
1
VGT(X) = ﬁ



3.3 Funcao geratriz de momentos

Definicao 3.3.1 A funcao geratriz de momentos de uma varidvel aleatoria X € dada por
M,(t) = E(e'%), (3.13)
desde que tal esperanca exista. Em particular, se X é continua com f.d.p f(x), tem-se

M, (t) = /OO e f(x)dx. (3.14)

o0

Suponha que X tem distribuicao exponencial, com parametro A, entao

M,(t) = % (3.15)

Demonstracao:

Observe que,
Mx(t) = E’(etX) :/ el \e M dy — )\/ o~ (A=0z g0
0 0

A convergeéncia dessa integral acontece somente se t < A. Por isso, a f.g.m. existe somente para
aqueles valores de t. Admitamos que a condigao seja satisfeita, portanto podemos prosseguir.

Dai, integrando por substituigao e fazendo u = (A — t), obtemos du = (A — t)dz. Portanto,

o0 oo d
/ e e Mdr = )\/ e v v

A o0
= ﬁ e_”du =
o (3.16)
= el -
At o
A
=——, t<A
A=t
3.4 Parametrizacao alternativa
E possivel parametrizar a densidade exponencial em termos de um parametro.
Seja
p=1 (317)
=5 :

1 —=
Neste caso, f(z) = 567, x>0, >0
BE(X) =B,
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E(X?) =287,
Var(X) = (%

Essa parametrizacao alternativa é bastante interessante, pois o valor médio é igual ao

parametro.

3.5 Estimacao de parametro

Uma vez determinado qual modelo probabilistico é mais adequado para representar a variavel
de interesse na Populacao em estudo, resta obter os seus parametros. Nos estudos feitos com
base em amostras é preciso escolher qual das estatisticas da amostra serd o melhor estimador
para cada parametro do modelo. Como os parametros serao estimados através das estatisticas
(estimadores) de uma amostra aleatéria, e como para cada amostra aleatdria as estatisticas
apresentarao diferentes valores, os estimadores também terao valores aleatérios. Em outras
palavras um Estimador é uma variavel aleatéria que segue uma distribuicao de probabilidade.
Existem técnicas para estimacao de paramatros que sao bastante difundidas nos estudos en-
volvendo estatisticas, como por exemplo, estimacao por maxima verossimilhancga, método dos
momentos, método da regresao, etc. No estudo em questao, utilizaremos o método da maxima

verossimilhanca para encontrar o estimador da distribuigao exponencial.

3.5.1 Método da maxima verossimilhanca

Em estudos inferenciais, quando se tem um conjunto de dados e um modelo estatistico, usa-se
o método de maxima verossimilhanca para estimar os valores dos diferentes parametros do
modelo estatistico de forma a maximizar a probabilidade dos dados observados (ou seja, busca
parametros que maximizem a funcdo de verossimilhanga). O método de méaxima verossimi-
lhanca apresenta-se como um método geral para estimacao de parametros. Porém, deve-se
observar que em alguns casos a estimativa por maxima verossimilhanca pode ser inadequada.
Seja (X1, Xs,...,X,) uma amostra aleatéria com distribuicao exponencial. O estimador de

maxima verossimilhanca de \ é aquele para o qual a funcao
L()\, T1,T2,y... 7$n) = H f(.CCZ),
i=1

¢ maxima, sendo X, Xo, ..., X, uma amostra independente e identicamente distribuida (i.i.d.)

de uma distribuicao exponencial com parametro A e a parametrizacao considerada sera aquela
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dada no item acima.

Neste caso,
1 -z
—ex, x>0
f@) =4 A (3.18)
0, cc
Dai,
L(Aaxlal‘?y 7In) = Hfil f(xzae) -
o 1 *Tl“l 1 *TTZ 1 *in -
R
= Fe A ;xl
Como se sabe, maximizar a fungao (3.20), é equivalente a maximizar [(\, z1, T, . . ., ,,) definida

a seguir, visto que a fungao In(.) é uma fungao estritamente crescente.

I\, z1, 29, ..., xy) = InL(\, 1,29, ..., T,) =
= —nin\ — 3 ; xi
Assim, o candidato a ponto de maximo da fungao (A, z1,z, ..., x,) é o valor )\ tal que:

n
D
i=1

o _n,
oA A2

=0

n
ou seja, —n\ + Z x; = 0, o que implica
i=1

n

2 (3.21)

;\ = =1 T; = X
n
Para que este seja realmente o maximo, é preciso observar se
9%l
— <0 3.22
B3V (3.22)

De fato,

S
32l . n i=1 <0
oN2 2 )X
Vale salientar que no caso em questao, optou-se por usar a parametrizagao (3.17), tem-se
1

A= — 3.23
. (32)
e entao, pelo principio da invariancia da estimagao por méaxima verossimilhanga (E.M.V.),
~ 1 1
M= = —. 3.24
A X (3:24)
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Capitulo 4

Distribuicao de Weibull

4.1 Distribuicao de Weibull

Uma generalizagao da distribuigdo exponencial foi feita por Waloddi Weibull (1951) para
atender aos problemas nao resolvidos pela distribuicao exponencial. Segundo Filho (2006) em
setembro de 1951, foi publicado um artigo intitulado ” Uma Funcao de Distribuicao Estatistica
de Larga Aplicacao”pelo ”Jornal de Mecanica Aplicada’no qual Ernest Hjalmar Wallodi Wei-
bull apresentou o estudo feito a respeito da resisténcia mecanica de agos, estudos de tragao em
correntes construidas com estes acos e a apresentacao de seu modelo semi-empirico, sendo que
este permite a representacao de: falhas tipicas de partida, falhas aleatérias e falhas devido ao
desgaste. Esta distribuicao é uma generalizacao da distribuicao exponencial, para os casos em
que a taxa de falha seja decrescente (tipico de falhas de juventude) ou crescente (tipico dos
mecanismos de desgaste). Pode-se dizer que distribui¢ao de Weibull é uma funcao de densidade
de probabilidade usada na andlise de dados de vida, por exemplo, em engenharia de confiabi-
lidade (Meyer, 1995), andlise de sobrevivéncia e em outras dreas devido a versatilidade desta
distribuicao.

Aplica-se na analise de confiabilidade, pois permite:

Reperesntar falhas tipicas de partida (mortalidade infantil;

Fahas aleatoérias;

Obtencao de parametros significativos da configuracao de falhas;

Representagao grafica simples.
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Definicao 4.1.1 Uma varidvel aleatoria X tem distribuicao de Weibull com parametros a > 0

e B> 0 se sua fungao de densidade de probabilidade € dada por:

<§> " (75", >0, (4.1)

Devido a sua flexibilidae, pode-se citar dois casos especiais na distribuicao de Weibull,
um deles é quando o parametro de forma « = 2 a distribuicao de Weibull se transforma na
distribuicao de Rayleigh, e quando o parametro de forma a = 1 a distribuigao de Weibull se

reduz a distribuicao exponecial.

A Figura 4.1 ilustra o comportamento da fungao de densidade de probabilidade (f.d.p.)

de Weibull para diferentes valores do parametro «.

n
(]
—— o=1, p=05
— o=1, p=1
o=1, p=15
=1, p=5

Figura 4.1: Curva da funcao de densidade de probabilidade da weibull.

A seguir, serd demonstrado que a fungao f(X) é de fato, uma fungao densidade de pro-

babilidade. Incialmente, o que se quer mostrar é que

/Z f(a)de = /Ooo % (%)al e(8) dz = 1. (4.2)
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T «
De fato, fazendo a transformagcao de variaveis u = (E)O‘, obtém-se du = (=)*'. Desse modo,

/OOO% <%)a_l 8 e = = /OOO e~du = 1. (4.3)

4.1.1 Funcao de distribuicao acumulada
Se X tem distribui¢ao de Weibull, sua fung¢ao de distribui¢ao acumulda (f.d.a.) é dada por:
Fz)=1—¢8)", (4.4)

Na Figura 4.2, pode-se observar o comportamento do grafico da f.d.a. para valores variados

dos parametros «, e 3.

o

-

o

s

oo

o

A

o

™

o
— o=1, p=05
— o=l p=1

=1, =15
- _ a=1, p=5
o T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 4.2: Curva da fungao de distribuicao acumulada da weibull.

A seguir, serd demonstrado que a f.d.a. de uma v.a. X com distribui¢cao de Weibull com

parametros « e § é dada pela férmula apresentada na equagao (4.4).

o
x
Integrando por substituicao e fazendo u = (B) ,t=0,t=x, obtemos u = 0, u =
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o a—1
T a(x
(5) , du = B (B) . Portanto,

. 4.5)
(5) .y . (
:/ ’ e’“du:e’“|gﬁ) =1—¢B)",
0

que é exatamente o que se queria demonstrar.

4.1.2 Esperanca e Variancia da distribuicao de Weibull

Definicao 4.1.2 Se X ¢ uma varidvel aleatoria com distribuicao de Weibull com parametro «

e B, entao

E(X) = AT (O‘;r 1) (4.6)

Var(z) = 82T (O‘—” - FQ) 1 (FO‘ i 1) (4.7)

« «

Demonstracao:
Provemos inicialmente (4.6).

Por definigao a esperanca é dada por (3.8). Sabe-se ainda que a esperanga de uma variavel
aleatoria X é o primeiro momento dessa varidavel. Portanto, usaremos esse fato para provar

(4.6). Vamos calcular o momento de ordem r:

B(X") = /Ooo% <%) ) v (4.8)

Integrando por substiuticao e fazendo u = %, g =

z”
=

=, obtemos dr = fBdu, e z"=j"u".

Segue que
E(XT)Z/ %ua_le(_“)aﬂrurﬂdu:/ au® e gy du
0 0

fazendo u® = ¢, e au® ‘du=dt, obtemos u=ta. Logo,

E(XT) = /OOO et B <t%)rdt =

= 6T/ tae tdt =
0

_ 57”/ t§+1_1€_tdt _
0

_ 57"/ Loty — BT (T + O‘) .
0 a

28




Tomando r = 1 em (4.9), obtemos

E(X) = T (O‘;r 1) .

Provemos agora (4.7).

Pode-se calcular a variancia utilizando (3.11). Fazendo r = 2 em (4.9), obtemos

BE(X?) = 8T (O‘ ;‘ 2) . (4.10)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (3.11), obtemos

o0 (522) < [ ()] - o () - e (22

o que conclui a demonstracao.

4.1.3 Funcao geratriz de momentos

Se X tem distribuicao de Weibull com paramentros « e 3, entao sua funcao geratriz de mo-
mentos (f.g.m.), M,(t), é dada por

M, (t) = i i—:ﬁrr (1+ g) , (4.11)

r=0

e tal funcao é obtida da seguinte forma:

4.1.4 Funcao de confiabilidade

A fungao de confiabilidade, denotada por R(t) (do inglés Reliability), representa a probabilidade

de nao haver falha no intervalo (0, ¢]. Sua expressao matemadtica ¢ a seguinte:
t B
R(t) =e (&), (4.12)

A Figura 4.3 esboga o grafico de R(t).
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0.4f Y )

o2k \U :

of L

Figura 4.3: Grafico da funcao de confiabilidade
4.1.5 Funcao de Sobrevivéncia

A fungao de sobrevivéncia, denotada por S(t), representa a probabilidade de um individuo

sobreviver pelo menos até certo tempo t. Sua expressao matematica é a seguinte:
S@t) = (&) (4.13)

A partir de f(z) e de F(x) pode-se obter a taxa de falha da distribuigdo de Weibull da seguinte

forma:

o (z)"7 (2)° a1
h(z) = J() _7 <ﬁ) _— (§> , se x>0, (4.14)

Onde,

Estritamente crescente para § > 1
h(z) = { Estritamente decrescente para 3 < 1

Constante para g =1

4.1.6 Estimacao dos parametros

Se a distribuigao do tempo de vida T pertence a familia Weibull com parametros de forma «

e de escala 3, as funcoes de densidade de probabilidade, de sobrevivéncia e de risco sao dadas

respectivamente por,(LEE, 1992, MILLER, 1981).
fr(t) =5 (1) " eap [ (£)7] se t20, a.8>0 (4.15)

Sr(t) = exp [— (é)ﬁ} ; (4.16)



1 (1)\"!
h(t) = —f <Et) , para t >0, «a,f>0. (4.17)
(0%

Quando algumas das n observacoes sao censuradas em uma amostra de n individuos obser-
vados sob um esquema de censura aleatoria tipo I, e os tempos de vida seguem a distrbuicao de
Weibull com funcao de densididade dada por f(z), a fungao de verossimilhanga dos parametros

a e B é dada por:

=[] (Fr(tisa. 8)" [ (Se(tis e, ) (4.18)
i=1 =1

Com relacao a funcao de risco e a funcao de sobrevivéncia, a funcao de verossimilhanca pode,

ainda, ser escrita como:

= [T (hrtis 0. 8)" T (Sr(tis . B)) (4.19)
i=1 =1

Portanto, ) o
Ko =11 (s ) [[eor -Gy (120)

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca é:

In[L(c, B8)] = fln(B) — rBln(a -1) 25 In(t Z (é) . (4.21)

Onde, r =" ,d; ¢ o ntmero de observacoes nao censuradas.

O sistema de equagoes (4.22) nao lineares, nao tem solucao analitica, sendo necessario
métodos numéricos para solugao. Um método iterativo é utilizado para resolver o sistema de

equacoes nao lineares para encontrar os estimadores de maxima verossilmilhanca de a e .

e 5 ()
L_EZMZM (z>_i(z>% (z)_o
op _Bizl Z i=1 e @ im1 \& " a)

Através de software estatisticos como SAS e R, pode-se encontrar facilmente as estima-
tivas de maxima verossimilhanca, uma vez que tenha sido espcificada a funcao de logverossimi-

lhanca.
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Capitulo 5

Aplicacao

Vimos que as distribuicoes apresentadas sao usadas amplamente para modelar dados de tempo
de vida, mas essa nao é a unica aplicagao. Devido a dificuldade de encontrar conjunto de dados

para serem usados neste trabalho, nao serao usados dados de tempo de vida.

Neste capitulo, serd apresentado uma aplicacao na area de Meteorologia utilizando dados
pluviométricos coletados mensalmente na estacao Bodocongé (PLU.01384) localizada na cidade

de Campina Grande - PB no periodo de 1978 a 1997.

5.1 Material

Os dados utilizados neste trabalho, estao disponiveis no site da Empresa Brasileira de Pesquisa
Agropecudria - EMBRAPA, os quais podem ser verificados em [23]. Foram selecionados dados
mensais de precipitacao pluviométrica da cidade de Campina Grande - PB, no periodo de 1978
a 1997 num total de 18 anos, através da estagdo bodocongé (.PLU.01384). Foram feitos os
tratamentos estatisticos iniciais do dados, os quais consistem em coleta, organizagao e tabulacao.
Em seguida,foram iniciadas as andlises a partir das distribuicoes de probabildade Exponencial
e Weibull, tendo como objetivo verificar o ajuste dos dados as respectivas distribuicoes. A

andlise dos dados foi feita através do software estatistico R V.2.13.0.
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5.2 Resultado e discussao

A partir dos dados, construiu-se histogramas para cada um dos meses do periodo em estudo,
totalizando 12 histogramas, e foram verificados os ajustes dos dados para cada distribui¢ao. Os
histogramas para cada meés estao apresentados nas Figuras 5.1 e 5.2 respectivamente. Anali-
sando os histogramas abaixo, pode-se concluir que tipo de funcao se ajusta aos dados. No caso

em questao ajustaremos as distrbuicoes exponencial e de Weibull.

Figura

5.1: Histogramas dos
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Figura 5.2: Histogramas dos meses de Jul, ago, Set, out, Nov e Dez
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Ap6s o tratamento inicial dos dados (levantamento da amostra e ordenagao), foi observado
dois tipos de distribuicao e proposto um modelo para distribuicao: Exponencial e Weibull.
Foram estimados os parametros de que dependem essas distribuigoes propostas, conforme pode-
se verificar na Tabela 1.

Tabela 1: Parametros das distribuicdes de probabilidade.

Distribuicdesde Probabilidade
Parimetros

e W eibull Exponencial
o i a

Janeiro 0,689356 8091194 12,53529
Fevereiro 1,1189 51,4311 48.45202
Marco 1,35389 90 90883 85,08742
Abnl 1,57848 92.60079 81.17643
Maio 1,00148 4043046 50,48233
Junho 1.18997 4017237 3958787
Julho 1.81586 59,0895 5100586
A sosto 0.04976 2379897 24.54116
Setembro 041348 6.30635 14.09000
Cutubro 0.20059 02482 §.30633
Novembro  0,60067 4 28741 6.51764
Dezembro  0.22447 1,49261 10,98235

Fonte: Dadosda pesquiza

Com as estimativas, foi executado o ajustamento, verificando quais seriam os valores
esperados, com base na estimativa, isto é testa-se a aderéncia, verificando se é possivel admitir
que os valores seguem uma das distribuicoes proposta. Foi testada a hipdtes de que os dados
seguem uma distribuicao exponencial e depois testada a hipdtese de que os dados seguem uma

distribuicao de Weibull, ao nivel de 5% de significancia.

Foi utilizado o teste de Kolmogorv-Smirnov para verificagao da aderéncia, onde o valor
da estatistica D maximo do teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov (Campos, 1983; Assis
et al., 1996; Bussab & Morettin, 2004) informa a méaxima distancia entre as probabilidades
empiricas e as tedricas obtidas sob a funcao de distribuicao de probabilidade em teste. Assim,
quanto menores os valores da estatistica D, maiores serao fornecidos os valores do p-valor e, con-
sequentemente, maior evidéncia de nao-rejei¢ao da hipétese nula (Hy), ou seja, maior aderéncia
dos dados a distribui¢ao em teste (FILHO et al., 2004). Como se pode observar através dos
p-valores da tabela 2, a distrinuicao dos dados nao se adéqua a distribuicao exponencial para
todos meses do periodo, ou seja, nao hé evidéncias estatisticas que nos leve a aceitacao de que

a distribuicao dos dados seguem uma distribuicao exponecial ao nivel de 5% de significancia.
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Por outro lado, verifica-se que a distribuicao dos dados se adéqua a distribuicao de Weibull em
todos os meses, isto é, a 5% de significancia podemos aceitar que os dados seguem a distribuigao

de Weibull.

Portanto, através do teste de Kolmogorov-Smirnov, verifica-se que a distribuicao de Wei-
bull é a mais adequada para o estudo de precipitacoes pluviométricas na cidade de Campina

Grande.

Tabela 2: P-valores e Estatistica de teste D .
Distrib uicdes

A Weibull D p-valor Fxponencial D p-valor
Janeiro Aceita 0.194 0.451 Rejeita 1 2310
Fevereiro Aceita 0.1788 0.5535 Rejeita 1. Z.@wigle
Marco Aceita 0.2404 0.2118 Rejeita o A o s
Abril Aceita 0.1291 0.8884 Rejeita 1 Faadl
M aio Aceita 0.1127 0.9566 Rejeita ; (R W 57 1§
unho Aceita 0.2029 0.3956 Rejeita s I a1 8 |
Julho Aceita 0.14232 0.8114 Rejeita 1. 2,2k 1070
Agosto Aceita 0.2534 0.166 Rejeita s QO 5 (1 B
Setembro Aceita 0.1659 0.6453 Rejeita 1. 2. rei107t
Outubro Aceita 0.2824  0.09204 Rejeita ;TR
Novembro  Aceita 0.2471 0.1872 Rejeita 1 22x107"
Dezembro  Aceita 0.1475 0.7763 Rejeita s IR e i 0 ), o

Fonte: Dados da pesguisa
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, foram apresentadas duas distribui¢oes de probabilidade de larga aplicacao em
situacoes praticas: a Exponencial e a de Weibull. Apesar de ambas as distribuicoes serem
frequentemente usadas para modelar dados relacionados a tempo, esse nao é o inico contexto
em que se aplica tais distribuigoes. Aqui foram usados dados referentes a precipitacao pluvial
mensal observada na cidade e Campina Grande - PB, no periodo de 1978 a 1997. Feitos
os histogramas, observou-se que sua forma para os meses de outubro, novembro e dezembro

indicam que a distribui¢ao exponencial poderia ser adequada para modelar os dados.

No entanto, quando se propoe tal ajuste, estimando os parametros do modelo com base na
amostra e usando o teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov para avaliar a adequacidade do
modelo, viu-se que os dados nao se ajusta ao modelo, da mesma forma para os demais meses.
Assim, foi proposta uma nova abordagem usando a distribuicao de Weibull, dada a a maior
flexibilidade do modelo, por conta de seus parametros, Desta vez, estimados os parametros, o
teste de aderéncia indicou que o modelo de Weibull se adequa bem para ajustar os dados com

base na amostra que se tem.

36



Referéncias Bibliograficas

[5]

[10]

BARROS, M. Probabilidade II. Rio de Janeiro: ENCE, 2009. 55 slides.

BUSSAB, W.O.; MORETTIN, P.A. Estatistica basica. 5.ed. Sao Paulo: Saraiva,
2004.526p.

CAMPOS, H. Estatistica experimental nao-paramétrica. 4 ed. Piracicaba: Departamento

de Matematica e Estatistica - ESALQ,1983. 349p.

CASELLA, G., BERGER, R.L. Inferéncia Estatistica. Cengage Learning,2010. (Versao em

portugués da 2nd edi¢ao em inglés).

COLOSIMO, Enrico Antonio, Giolo, Suely Ruiz. Anélise de Sobrevivéncia Aplicada. Edi-
tora Edgard Blucher, Sao Paulo, 2006.

DANTAS, B. A. C. Probabilidade: Um curso Introdutério. 3. ed. rev. Sao Paulo: Editora
da Universidade de Sao Paulo, 2008.

DANTAS, M. 2004, ”Modelagem de dados de falhas de equipamentos de sub-superficie em
pocos de petréleo da bacia Potiguar”. Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal do

Rio Grande do Norte, Natal - RN, Brasil, 118p.

FARIAS, A. M. L. Variaveis Aleatorias Continuas. Rio de Janeiro: Universidade Federal
Fluminense, Instituto de Matematica, 2009, 14 p. (Notas de aula).

FILHO, A.C.; MATZENAUER, R.; TRINDADE. J.K. Ajustes de funcoes de distribuicao
de probabilidade a radiacao solar global no Estado do Rio Grande do Sul Pesquisa agro-
pecudria brasileira, v.39, n.12, p. 1157-1166, 2004.

Filho, G.B., 2006, ”Distribuicao de Weibull na Manutencao,” Disponivel em
http://www.inpg.org/upload/entrance_quis/20060807102833.pdf, Acesso em
10/05,/2007.

37



[11]

[12]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

GONDIM, M. R.; DUARTE, V. A M. Aplicacao da Estatistica na Manutencao preventiva,
Uberlandia, p. 1-2, 2005.

I. F. SOUZA, W. J. C. LUNDGREN, A. O. A. NETTO, Comparacao entre distribuicoes
de probabilidades da precipitagdo mensal no Estado de Pernambuco. Scientia Plena 6,

067001 (2010

LEE, E. T. Statistical methods for survival data analysis. 2nd ed. New York: John Wiley,
1992. 482p.

MANTOVANI, A.; FRANCO, P. A M. Estudo da Distribuicao Assintética dos Estimadores
dos Parametros da Distribui¢ao Weibull na Presenca de dados Sujeitos a Censura Aleatoria,

v. 22, 12 n.3, p.7-20, 2004.
MEYER, Paul L, ”Probabilidade :Aplicagoes a Estatistica”, 2.ed. Sao Paulo: LTC, 1995.
MILLER, R. G. Survival analysis. New Work: John Wiley, 1981. 238p.

PEREIRA, N. E. 2008, ”Distribuicao de Pressao e Condutancia Térmica em Contatos de
Superficies em Jungoes Aparafusadas”. 2008. 138 f. Dissertacao de Mestrado, Universidade

Federal de Santa Catarina,Florianépolis - SC, Brasil, 106p.

Reliasoft @Brasil, 2005, "Caracteristicas ~ da  Distribuicao  de ~ Weibull”,
http://www.reliasoft.com.br /hotwire/edicao3/conceitod.htm, Acesso em 10/05/2007.

ROSS, S. Probabilidade: um curso moderno com aplicagoes. Tradutor: Alberto Resende

De Conti. - 8 ed. Porto Alegre, Bookman, 2010.

SANGIOLO, A. C. Distribuicao de Extremos de Precipitacao diaria, Temperatura maxima
e Minima e Velocidade do Vento em Piracicaba , SP (1917-2006), Revista Brasileira de
Meteorologia, v.23, n.3, 341-346, 2008.

SILVA, C. J.; HELDWEIN, B. A.; MARTINS, B. F.; TRENTIN, G.; GRIMM,L. E. Analise
de Distribuigao de Chuva de Santa Maria, Rev. Bras. de Eng. Agric. e Ambient. Campina
Grande, vol.11 n°1, Jan./Feb. 2007.

WERNER, L. 1996, "Modelagem de dados de falhas ao longo do calendario”. Dissertacao
de Mestrado, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre - RS, Brasil, 107p.

http://www.bdpa.cnptia.embrapa.br.

38





