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Epigrafe

70O tnico homem que esta isento de erros, é aquele

que nao arrisca acertar”

Albert Einstein



Resumo

Nesta monografia faremos um estudo bibliografico de alguns resultados referentes

aos espagos métricos, a topologia e as equacoes diferenciais ordinarias.

Palavras Chave: Espagos métricos, existéncia de solugoes, solugoes maximais.



Abstract

This monograph will make a bibliographic study in orde to results for metric

spaces, topology and ordinary differential equations.

Keywords: Metric spaces, existence of solution, maximal solutions
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Introducao

Nesta monografia faremos um estudo bibliografico referentes a resultados relativos
aos espacos métricos, a topologia e as equagoes diferenciais ordinarias.

No primeiro capitulo, procuramos apresentar alguns conceitos, notacoes bésicas e
demonstrar os principais resultados utilizados no desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo, enunciamos e demonstramos o Problema de Cauchy para um
Sistema de EDO, nesse caso o Sistema por ser Lipsitchitziana existe solucao e que ela
¢ Unica.

E no terceiro capitulo abordamos abordaremos o Problema de Cauchy para f

Continua, nesse caso veremos apenas que existe solucao.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste Capitulo apresentaremos alguns resultados que serao usados nesta monografia. Al-
guns deles serao demonstrados e outros s6 enunciados. Contudo, indicaremos as referéncias

bibliograficas onde as demonstracoes podem ser encontradas.

1.1 Espacos Métricos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados referentes aos espagos métricos.

Definicao 1.1 Uma métrica num conjunto M nao vazio € uma funcgao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado (x,y) € M um nimero real d(z,y), chamado a distancia de x a

y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigcoes para quaisquer x,y,z € M:
i) d(z,z) = 0;

ii) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

iii) d(z,y) = d(y, z);

iv) d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2).

Defini¢ao 1.2 Um espago métrico é um par (M, d), onde M €é um conjunto ndao vazio e d €

uma métrica em M .

11
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Observacao 1.1 Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante ar-

bitrdria: numeros, pontos, vetores, matrizes, funcoes, conjuntos, etc.

Definigao 1.3 Uma sequéncia (z,,) de pontos em um espago métrico (M,d) converge para um
ponto x € M se:

() d(x,,x) = 0 quando n — oo

Escreve-se: limz,, = x.

Observagao 1.2 A condig¢ao (*) significa que:

Ve>0dny €Ntal que n > ny — d(z,,z) <e.

Definigao 1.4 (Sequéncias de Cauchy) Uma sequéncia (x,) num espagco métrico M chama-

se uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que

m,n > ng = d(zm,, z,) <e.
Proposicao 1.1 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracao: Se lim x,, = a no espac¢o métrico M entao, dado € > 0, existe nyg € N tal que

n>ng = d(z,,a) <

DO |

Se tomarmos m, n > ng teremos

d(Tm, ) < d(Tp,a) + d(z,,a) < ‘i g — ¢

\)

Logo, (x,) é de Cauchy. n
Proposicao 1.2 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado um ¢ = 1,
existe ng € N tal que

m,n > ng = d(Ty,, x,) < 1.
Logo, o conjunto {,,,,, Tng,s,---; € limitado e tem diametro menor ou igual a 1. Segue-se que
{20, g, = {21, T} U {@ng ), Tgros - )

¢ limitado. -
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Proposicao 1.3 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente € con-

vergente.

Demonstracao: Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M e (z,,) uma

subsequéncia que converge para o ponto a € M. Afirmamos que
limz,, = a.

Com efeito, dado € > 0, existe p € N tal que ny, > p = d(x,,,a) < 5. Existe também ¢ € N tal

que m,n > q = d(Tp,,z,) < 5. Seja,
no = max{p, q}.
Para todo n > ng existe n; > ng e entao

d(xn,a) < d(2n, 2, ) + d(n,,a) < g 4 g — -

Logo,

lim x,, = a.

Observacao 1.3 Foi mostrado que toda sequéncia convergente num espagco métrico é uma

sequéncia de Cauchy. A reciproca nao € verdadeira, como veremos no exemplo abaizo.

Exemplo 1.1 A sequéncia (x,) de pontos de Q definida por

2, se, n=1
Ln = 1 2

—|lzpn+— ), se, n>1

2 T

Mostra-se que () ¢ de Cauchy em Q, mas, limz, = /2 € Q.

Definicao 1.5 Dizemos que o espagco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.
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1.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta secao provaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas de suas con-

sequencias.

Definicao 1.6 Um ponto fizo de uma aplicacao f : M — M ¢é um ponto x € M tal que
flz) ==

Definicao 1.7 Sejam (X,d) um espago métrico. Uma aplicagio F : X — X € dita uma

contracao, se existe 0 < K < 1, tal que,

d(F(z), F(y)) < Kd(z,y), Yo,y € X.

Teorema 1.1 (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Seja M é um espago métrico completo, toda
contracao f : M — M possui um unico ponto firo em M. Mais precisamente, se escolhermos
um ponto qualquer xy € M. e preservarmos 1 = f(xo),22 = f(21),...;Tny1 = f(xn),... a

sequéncia (x,) converge em M e a =limx, € o unico ponto fizo de f.

Demonstracao: Admitamos, por enquanto, que a sequéncia (z,) convirja para um ponto

a € M. Entao, como f é continua, temos
fla) = f(limz,) =limz,4; = a,

logo a é ponto fixo de f.

Agora vamos mostrar que f nao admite dois pontos fixos distintos. De fato, se

fla)=a e [f(b) =0,

e vale
d(f(z), f(y)) < c.d(z,y),

com 0 < c¢ < 1, para x,y € M quaiquer, entao,

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < c.d(a,),

donde,
(1 —c).d(a,b) <0.
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Como, 1 — ¢ > 0, concluimos que d(a,b) =0, ou seja, a=">
Para terminar a demonstragao vamos verificar que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em
M. Ora,
d((x1), (22)) = d(f(20), f(21)) < c.d((x0,21))

d((x2)), (x3)) = d(f(x1), f(22)) < c.d(wy,22) < ¢.d(xo, 21)

E, em geral, temos:

d(xna l‘n—l—l) S Cn.d(l‘g, xl)

para todo n € N. Segue—se que, para n,p eN quaisquer:
d(.Tn, anrp) S d<xn7 xn+1) + d(xn+17 'TTLJrQ) + ...+ d(xn+p717 xn+P> S

<[+ L TP d (g, 1) = ML H e+ A T d (g, 1) <

cn

< CnZCp_ld(fL'o,l‘l) =T

p=1

d(xg, 7).

Como lim ¢" = 0, concluimos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M, o que completa
n +oo

a demonstragao. m

Observacao 1.4 Fuazendo p — oo na desigualdade

n

d(l‘naxnﬂv) S 1C

Cd([Eo, l’l),

obtemos
7

d(xp,a) < 1 ¢

d(.ﬁ(}g, .Tl),

0 que nos fornece um limite superior para o erro que cometemos ao tomar o n-ésimo iterado

T, como um valor aproximado para o ponto fixo a.

Proposicao 1.4 Seja f: M — M tal que

d(f(z), f(y)) < c.d(z,y),

com 0 < c < 1. Dado qualquer a € M, se

d(a, f(a))

r> —-—"77
- 1-c

entao, a bola fechada B = Bla,r] é invariante por f, isto €, f(B) C B. Em particular se M

for completo, o ponto fixo de f estd na bola B.
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Demonstragao: Temos
v € B = d(z,a) <r = d(f(x).a) < d(f(x), f(a)) + d(f(a),a) <

<cdz,a)+(1—c)r<er+(l—-cr=r= f(x)eB

Definicao 1.8 Um espaco vetorial normado completo chama-se Espago de Banach.

Definicao 1.9 Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M em N é uma bijecao

continua f : M — N cuja inversa f~': N — M também € continua.

Proposicao 1.5 Seja ¢ : U — E uma contracao definida num subconjunto aberto U do espago
de Banach E. A aplicagio f: U — E, dada por f(x) = x4+ ¢(x), € um homeomorfismo de U

sobre um subconjunto aberto de E.

Demonstragao: Suponha que, para x,y € U quaisquer, se tenha

| o(@) =) [< c| (x—y) |,

com 0 < ¢ < 1. Utilizando a desigualdade | a +b |>| a | — | b |, obtemos,
| () = fy) | =1 (@ —y) + o) —ely) [=

2l (z—y) | = [elx) —ely) |z
>[(@—y)|—cl(z—y) |
Ou seja,
[ f@) = fy) =z (A=) 2[(z—y) .
Isto mostra que f é injetiva e que sua inversa f~! : f(U) — U ¢é lipschitziana, com
constante (1 — ¢)™'. Logo, f é um homeomorfismo de U sobre f(U).
Aqui usamos a existéncia do ponto fixo para contragoes.

Seja entao b = f(a), a € U um ponto qualquer de f(U). Como U é aberto em F, existe
um ndmero r > 0 tal que B = Bla,r] C U. Afirmamos que a bola aberta de centro b e raio

(1 — ¢)r estd contido em f(U). Ou seja, dado y € E tal que | (y —b) |< (1 — ¢)r, devemos
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mostrar que a equagao f(x) = y possui uma solu¢do x € U. Para isto consideremos a contragao

&(B) C B. Ora,

la—&(a) [=la+e((a) —y) |=[ (v = fla) [=] (y = b) < (L —c)r

Logo B ¢ invariante por §,, em virtude da proporsi¢ao anterior. [ ]

Definicao 1.10 Uma aplicacao f : @ C R x R® — R"™ chama-se Lipschitziana em € rela-
tivamente a sequnda varidvel ou, simplesmente, Lipschitziana, se existe uma constante K tal
que:

| ftx) = f(ty) [ K|z—y]

para todos (t,x), (t,y) € Q; K chama-se constante de Lipschitz de f.

Exemplo 1.2 Se f admite derivada parcial em relagao a seqgunda varidvel, Do f, com || Do f|| <
K emQeQy={z:(tz) € Q} éum conjunto convexo para todo t, entao f € lipschitziana em

Q) e K € sua constante de Lipschitz.

De fato, pelo teorema do valor médio,
| f(t.2) = f(ty) |<sup | Dof (02 +(1—0)y) | [(z—y) | <K [z —y]

Definigao 1.11 A aplicagao f diz-se localmente lipschitziana em Q se cada (to, zo) tem uma

vizinhanga V =V (to, xo) tal que fy € lipschitziana em V.

Por exemplo, se f admite derivada parcial em relacao a segunda variavel, D, f, continua, em
Q, entao f é localmente lipschitziana em (2. Isto resulta da aplicagdo do argumento anterior as

vizinhangas convexas V onde D, f é limitada.

Lema 1.1 (Lema da Contracao) Sejam (X,d) um espago métrico completo e F': X — X

uma contracao, isto €,

d(F(z), F(y)) < Kd(x,y),

0 < K < 1. Eziste um unico ponto fizo p, por F, isto é F(p) = p. Mais ainda, p € um atrator
de F, isto é, F"(x) — p quando n — oo, para todo v € X. F™(x) € definida por F(F" '(z)).
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Demonstracao: Unicidade: Sejam p e p; dois pontos fixos.
d(p,p1) = d(F(p), F(p1)) < Kd(p:,p)
o que implica que d(p, p;) = 0 donde p; = p.

Existéncia: Sejam x € X e z, = F"(x). Provaremos que z,, é uma sequéncia de Cauchy.

Realmente,
A(nsp, n) < Kd(2, ;)
d(z,z,) < d(z, F(x)) + d(F(z), F2(2)) + ... + d(F"\(z), F"(z)) <
<A+ K+ K+ ...+ K Yd(z, F(z)).
Portanto,
(s ) < ﬁd(r,F(m)).

Logo, z, é convergente. Agora provemos que limz, = p é um ponto fixo de F. De fato:

p= lim F"(z) = lim F(F"(z)) = F(lim F"!(x)) = F(p)

n—oo

Corolario 1.1 Seja X um espaco métrico completo. Se F : X — X € continua e para algum

m, F™ é uma contragao, entdo existe um unico ponto p fixo por F. Mais ainda, p € um atrator
de F.
Demonstracao: Seja p o ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema da Contracao. Seja
n=mk-+1, com0<I[<m.
Dado z € X, F!(z) é um ponto de X. Como p é atrator de F'™, temos,
[F™*(F'(x)) — p, quando k — oc.

Da relagao:
F"(x) = [F™]*(F'(2))
e do fato de que n — 0o & K — o0, segue que p é um atrator de F. Provaremos agora que

F(p) = p. Com efeito,

p = lim F"(z) = lim F(F""(2)) = F(lim F""(2)) = F(p)



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 19

Teorema 1.2 (Teorema de Picard) Seja f continua e lipschitziana em Q2 = 1, X By, onde
I, =A{t;| t —to) | < a}, By ={x;| (x —xo) | < b}. Se | f|< M em Q, existe uma unica
solucao do problema

x/ = f(t7 x)’
x(to) = wo.
a =min{a, £} em I,

Demonstragao: Seja X = C(I,, By) 0 espago métrico completo das fungoes continuas

v : I, — By, com a métrica uniforme

d(p1,2) = sup | p1(t) — pa(t) |

tela
0 supremo existe, pois ¢ é continua num compacto e portanto, limitada.
Para ¢ € X, seja F(¢) : I, — E definida por:
F:X — C(l,, By)
o — F(p): I, > F
L F()(t) = 20 + [;° F((5), 0(s))ds
t € I,. Destacamos as seguintes propriedades de F"
(1) F(X) < X
(2) F™ é uma contragao, para n suficientemente grande.

De fato, para todo t € I, temos

| F(e)(t) — 20 | = / " F(s,0(s))ds

<Ma<b=F(p)e ByC X
Isto prova (1). Quanto a (2), para todo par o1, ps € X e todon >0

Km|t—to|"

(5) | F"(1(1)) = F"(0a(t)) | < !

d((pl?@p?)a te Iom

onde K é uma constante de Lipschitz de f. Verificamos esta desigualdade por indugao

sobre n. Para n = 0 ela é 6bvia. Suponhamos que ela é valida para k. Entao,

() | F¥Hp)(t) = (o) (1) | =| F(F* (1 (1) — F(F*(a(t)) 1<
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<1 [ J6 P o) = 105, PP eatois | <
< [ K1 Pl — PHae) a5 <

< i) [ EO i, s | =
KZ;H |t — to [
(K +1)!
portanto, d(F"™(p1), F™(p2)) < 2 d(p1, ps) e, para n grande, K:l?n < 1, pois este é o

n!

d(8017 902)-

termo geral de série cuja soma é eX%, donde F™ é uma contracao de X. Pelo corélario do Lema
9

da Contracao, existe uma unica ¢ tal que F(¢) = ¢, e isto prova o Teorema de Picard. [ ]

Corolario 1.2 Seja ) aberto em R X E e seja f : Q0 — E continua com Do f também continua.

Para todo ponto (ty,xo) em § existe uma vizinhanga
V= I(to) X B(ZL’())
tal que

C(Z(t()) = 29

tem uma tunica solugao em I(ty). Além disso, o grdfico desta solugdo estd contido em V.

Demonstragao: Seja U uma vizinhanca de (o, %) tal que f | U é lipschitziana e | f |< M

em U. Seja a > 0 suficientemente pequeno para que
V = Ia(to) X Bb<l'0) - U,
onde b = aM. Conclui-se o argumento aplicando ao teorema de Picard. ]

Proposicao 1.6 Seja f continua e lipschitziana em Q = [a,b] X E. Entao, para todo (ty, zg) € §)

existe uma unica solu¢ao em I = [a,b].

Demonstracao: Considere X = C(I,E) e F : X — X definida como na demonstracao do

teorema de Picard.
t
PO =o0 + [ f(s.0(5) ds
to
F tem um unico ponto fixo pois, para n grande, F™ é uma contracao. Basta observar que a

desigualdade (*) da demonstracao do teorema de Picard é verificada. n
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Corolario 1.3 (Equagoes Lineares) Sejam A(t) e b(t) respectivamente matrizes nxn enx1

de fungoes continuas num intervalo I. Para todo (tg, xg) € I x R* existe uma tnica solugao de
= At)z + b(t), z(to) = o

definida em I.

Demonstracao: Seja I =, I,, onde I, C I, sdo intervalos compactos que contém .
ft,x) = A(t)x + b(t)

satisfaz as hipéteses da proposigao anterior em cada intervalo I,,. Seja ¢,, a tnica solugao neste

intervalo passando por (t,, o). E claro que

Pn+1|1, = Pn-

Logo,
o(t) = pn(t),t € I
estd bem definido em I. E claro também que ¢ ¢ a unica solugao em [ passando pelo intervalo

(t(), Io).

1.3 Aproximacoes por Funcoes Suaves

Um multi-indice o € um vetor consistindo de n inteiros nao negativos, isto é,
a=(a,...,a,), ; €N, 1 <i<n.
Escrevemos |a| para a soma destes inteiros,
la] = a1+ ...+ a,.

Para qualquer vetor k = (ki,...,k,), definimos k“ por

kE* = kE* o ko
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Também escrevemos

D = D .. Do

onde D é o vetor D = (Dy,...,D,). Assim temos que

o~ f
DYf = ———
/ Ox" ... 0xon
Se definirmos
al =aoq!. .. ap!

() =@ zm= ()~

podemos escrever a formula de Leibniz como

D*(fg) =) (“) DPfD*Py.

BLa B

Fazendo uso de muti-indice podemos agora definir o espago C"(2), o qual consiste das

funcoes f que tém todas as derivadas até a ordem r continuas, isto €,

C™(Q) = {f: D*f € C°(Q) para todo |a| < 1}.

Seja f: Q2 C R®" — R™. Definimos o suporte de uma fungao continua f, o qual é denotado

por suppf como sendo

suppf = {z: f(z) # 0},
onde X denota o fecho de X em R™. O suppf, é o menor conjunto fechado tal que f = 0 sobre

R™\ suppf.

Definigao 1.12 O espaco CI(Q2) consiste de todas as func¢oes em C™(S) cujo suporte é um

subconjunto compacto de €.

Proposigao 1.7 Seja u € C%(Q). Entdo, u, € C(Q) se h < dist(supp u,00), e up, — u

uniformemente sobre ) quando h — 0.

Demonstragao: Ver Robinson, J.C [6] n
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1.4 O Teorema de Arzela-Ascoli

No Capitulo 3, trataremos o problema de Cauchy quando a nao linearidade é uma
fungao continua. E a nossa abordagem serd aproximar o problema (3.1) por uma sequéncia
(x,,) de problemas de Cauchy. Mostraremos que a partir desta sequéncia podemos extrair uma
subsequéncia convergente em uma determinada topologia e que o limite desta subsequéncia

satisfaz o problema (3.1).

O resultado usado para extrair esta subsequéncia é conhecido como o Teorema de Arzela-
Ascoli. Este teorema caracteriza os subconjuntos compactos de C°([0, T]; R™) como conjuntos
de fungoes equicontinuas limitadas. Se K é um tal subconjunto e {f,} é uma sequéncia em K,

entao existe uma subsequéncia de {f,} que é uniformemente convergente.

Defini¢ao 1.13 Dizemos que uma sequéncia de fungoes { f,,} € equicontinua, se para todo e > 0

existe 6 > 0, independente de n, tal que
|z —y| <6 implica [fn(x) = fu(y)] <e.

Seja X um subconjunto compacto do R™ e {f,,} uma sequéncia de fungoes de X em R™,

isto é, f, : X CR" - R™.
Definicao 1.14 Dizemos que f, € uniformemente limitada, se

[fallos = sup || fa(z)]| < M, Vn € N.

reX

Exemplo 1.3 A sequéncia de fungoes f, : R — R definida por f,(z) = sen(nz) uniforme-

n

mente limitada e equicontinua.

Lema 1.2 Se X ¢é compacto, entao existe um conjunto contdvel de pontos {z;} de X e uma

sequéncia crescente de inteiros {N;} tal que, para cada n,

1
|lv — x| < on bara algum 1 <1 < N,,.
Demonstracao: Ver Robinson, J.C [6]. n

Teorema 1.3 (Arzela-Ascoli) Seja X um subconjunto compacto do R™, e { f,,} uma sequéncia
de fungoes continuas de X em R™. Se f,, € uniformemente limitada e equicontinua, entao { f,}

possui uma subsequéncia que converge uniformemente sobre X.
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Demonstracao: Pelo Lema 1.2, usando o fato de X se compacto, entao existe um conjunto

contavel de pontos {z;} de X e uma sequéncia crescente de inteiros {/N;} tal que, para cada n,
1
|z — x| < - para algum 1 < i < N,,.

Agora, como {f,(x1)} é uma sequéncia uniformemente limitada, podemos aplicar o Teorema
de Bolzano-Weierstrass para garantir que {f,(21)} tem uma subsequéncia {f, (1)} tal que

fni; (1) converge.

Como f,,,(z2) é uniformemente limitada, existe uma subsequéncia de {f,, } tal que
fny; (22) também converge. Podemos continuar este processo até obter uma subsequéncia { fy,,, }
tal que

Jni,; converge para todo 1 <i < k.

Considere agora a sequéncia diagonal g; = f,, .. Para qualquer £, {g;} é uma subsequéncia

de {fn,,} a partir do k-ésimo termo e assim g; — () converge quando j — oo para todo .

Agora usando esta convergéncia sobre o conjunto denso {x;} juntamente com a equicon-
tinuidade das fungoes { f,, } mostraremos que {g;} é de fato uma sequéncia de Cauchy na norma
do supremo e portanto converge uniformemente sobre X. De fato, sabemos que dado ¢ > 0

existe um ¢ > 0 tal que

Wl M

|z — y| < 0 implica que |g;(z) — g;(y)| <
Por construcao dos z;, existe um M tal que para todo x € X existe um x; com ¢ < M tal que
|lx — ;] < 0. (1.1)
Agora considere N € N grande tal que
|gm () — gn(x;)| < % param,n > N, 1 <i< M.
Para qualquer z € X escolha um x; que satisfaz (1.1), e entdo usando as duas tltimas estima-
tivas obtemos:
|9m (%) = gn(2)| < |gm () = gm(@:)| + |gm (i) — gn (i) +
+1ga(w:) = ga(@)| < S+ 2+ =<, param,n > N,
o que implica
19n — Gmllco = :161)13 |gn(x) — gm(x)] < &, param,n > N.
Assim, {g,} é uma sequéncia de Cauchy na norma do supremo e portanto é uniformemente

convergente. [ |



Capitulo 2

O Problema de Cauchy para um
Sistema de EDO

Consideremos o sitema de equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem:

= f(t,x) (2.1)

onde, f : D — R™ ¢ uma funcao continua e D um subconjunto de R***,

Seja I um intervalo aberto de R.

Definigao 2.1 Uma solugao de (2.1) € uma fungio ¢ : I — R™ de classe C, tal que:
i)(t,o(t)) e D, Vtel

iW)¢'(x) = f(t,0(t), Vtel

O problema de Cauchy para (2.1) consiste em dados (tg,z¢) € D fixo, saber se existe
alguma solugao de (2.1) que no ponto ty assume o valor x, e se essa solugao é tnica.

Escreve-se
= f(t,x)
ZL‘(to) = i

onde (tg, o) € D

Usando-se o Teorema Fundamental do Calculo, deduzimos que o problema de Cauchy

(2.2) é equivalente a equagao integral.

() = x0+/t'f(s,x(s))ds, tel (2.3)

25



CAPITULO 2. O PROBLEMA DE CAUCHY PARA UM SISTEMA DE EDO 26

De fato : Seja ¢ uma solugao de (2.2), entao:

') = f(te)
o(ty) = To

agora, integrando de £y até t a primeira igualdade, resulta:

t t
[ s = [ 5ot s
to to
ou seja
t t
o)~ o(t) = [ Fls.p(s)ds = ot =20+ [ F(s,els)ds
to to
portanto, ¢ é solucao de (2.2). Reciprocamente, seja ¢ uma solugao de (2.2), ou seja,

wm=m+[f@wm@

derivando a igualdade em relagao a ¢, obtém-se:

=5 [ 160 ds— ) = £ (t.9(0)

to
¢wo=m+/°f@ww»@=$¢m»=m
to
Exemplos

A) Sejam D =1 x Re f(t,x) = g(t), onde g(t) é uma funcao continua em I. Temos que, ¢ é
uma solucdo de 2’ = ¢(t) em I se, e somente se:
t
o(t) :c—I—/ g(s)ds onde toel e c=p(ty)
to

B) Sejam D =R%e f(t,7) = 3x5. Temos que, Ve € R a funcao ©e : R — R definida por:

(t—c)® se t>c
QOC(t) =
0 se t<c¢

, ~ ~ 2
é uma solucao para a equacgao ' = 3x3 em R.

De fato,
Olt)=3(t—c)* se t>c e ¢.(t)=0 se t<c
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entao:

Wi
I
w
—~
~
|
o
~
no
|
w
—~
~
|
9]
~—
@
o
I
w
—~
~
|
9
~—
no
|
w
—~
~
|
o

©u(t) = 3 (c(t)) ¥=0 se t>c

se t < ¢, temos:
2
Pe(t) = 3 (pe(t)® =0

Também a fungao ¢ = 0 é solugao desta equagao.

Em geral as equacgoes diferenciais ordindrias possuem uma infinidade de solugoes em cada
ponto de seu dominio. Porém, no exemplo A em cada ponto de D passa uma tnica solucao.
O mesmo nao acontece no exemplo B. Neste caso, em cada ponto da forma (ty,0) passa uma

infinidade de solucoes.

Teorema 2.1 Considere o sistema de equacoes diferencidveis de 1* ordem

v = f(ta .1'),

(2.4)
z(0) = xo,

definida em D, onde D € o conjunto:
[t —to] <a e ||lx— x| <D

Suponhamos que:
i) [ é continua em D
i) f(t,x) — f(t,y)| < Ll|lz —vy|| Y(t,z) e (t,y) € D e para algum L > 0.

Entao existe uma unica solu¢ao ¢(t) de (2.4) satisfazendo ¢(ty) = xo definida no intervalo

onde

] b
5_mm{a,ﬁ} e M= sw /(42|

t,z)eD

Demonstragao (Existéncia)

Consideremos a sequéncia de funcoes
wo(t) = o
t
onlt) = w0+ [ Sspua(s)ds

to

(2.5)
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onde t € [ty —a,to+ajeneN

Mostremos que (¢,) é uma sequéncia de fungoes continuas em
t—tol <6 e [[pn(t) — ol <b, VR EN

temos que

wo(t) =y para t € [ty —d,ty+ 0]

e portanto
t
e1(t) = o +/ f(s,x)ds
to

de onde se deduz que ¢; ¢ continua em |t — ¢ < 9.

Além disso,

[wm@mm

Suponhamos agora que ¢,_1(t) seja continua em
t—tol <6 e [[pn1(t) — a0l <b
neste intervalo. De (2.5) deduz-se que ¢, (t) é continua em |t —ty| < e

lon () = ol <

[ 156 euat)ls] < aaf— ] < 215 <
to
logo, ¢, ¢ uma sequéncia de funcoes continuas em
[t —to] <6 e [lon(t) — x| <b, YneN
isto é,
(t,pn(t)) €D se [t—ty)] < e neN.

Agora, mostremos que a sequéncia (¢,) converge uniformemente em |t — to| < 0.

temos que

1 (2) = ol| < Mt — 1o
Paran =2, (2.5) torna-se:

w@=%+/f@%@ﬂs

to
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logo,
leat) — n(8)]] = $)) ds — / f (5, 00(s)) ds
— | [ 0105 = £ (s, 00(5)] ds
< / 1f (5, 01(5)) — £ (5, 00(5)) [1ds
< /thsol() oo(s)ds
/MLys—toyds_ML| bl It —to] <6
Suponha que,
Joul®) — oun (0l = 1 0 oy gy <
de (2.5), temos que: t
Gasa(t) = 70+ / f (5, n(s)) ds
logo,
lenis®) = enll = || [ FpntsDds= [ Fisparls)ds
= || 1) = 7 s pna(e] s
< / 15 (s 0n(5)) = £ (5. 0-1(5)) s
< /LH%L() nr(s)lds
L =t
portanto
lou®) — enn 0l <z 0 oy g <5 e vmen
logo
lon(t) — onr(B)]] < %(Lf!) WneN e Vi€ [to— 0 to+ 0]

Usando o critério de Weierstrass, a série

Z o (t)

— on-1( )H

29
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converge uniformemente em |t — to| < 9, logo, a série

o0

2o(t) + D [en(t) = ena(D)]

converge uniformemente em [ty — 6,y + ¢]

Sn(t) = wo(t) +@1(t) = o(t) + @2(t) = pr(t) + .. + on(t) — na(t) = @nl(t)
Consequentemente, a sequencia (¢, (t)) converge uniformemente para uma funcao ¢(t) em

|t —to] < 4.

Usando a condigao ii) deduz-se que:

lm f (¢, on(t)) = f(t,p(t)) uniformemente em |t —to] <6

n—oo

De fato,
1 & en(®) = f (& o) | < Lllen(t) — (@)l V€ [to—0d,t0+0] e ¥neN
Desde que
on(t) — ©(t) uniformemente em |t —ty| <6

temos que:

Ve >0 dng € N,
tal que

n>np = |en(t) — o(t)] < % Vt em [t —to] <6

portanto,

Ve >0 dng € N,
tal que

n2ng = |f(ton(t) = (o) < L.p =€ Vi€ t—t] <3

Agora, tomando-se o limite em (2.5) quando n — 0o, obtém-se:

i () = Jim [n0+ [ s na(s))s]

n—o0

ou seja

¢ ¢
o(t) = zo+ lim / f(s,0n-1(s))ds = xg —I—/ lim f(s,@,_1(s))ds
n—oo tO tO n—oo
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dai, temos que:

o(t) = xo + /tt f(s,0(s))ds, t€ [tg—0,to+I] (2.6)

¢(to) = 0.

Agora, derivando (2.6) em relacao a t, resulta que:

Logo ¢(t) é solugao de (2.4), tal que ¢(ty) = xo.

Unicidade

Suponhamos que existe uma outra solugao () de (2.4) com 1 (tg) = zo. Entao

t
wlt) =+ [ flsv(s)ds, Ve (27)
to
Vamos mostrar que
oty = (1), Viel
Mostremos por inducao que

[t — to|™
|

|(t) — @n(t)|| < OL" Vtel e YneN

temos,

[(t) — a0l <b, Vtel

suponhamos que

_ n—1
10(t) = gus (1)) < 1= 10

W VtEI e ‘v’nGN

entao

t
Wm—%@n:y/ww—%4mm
to
t . n—1 . n ot . n
< bLm s —tol"" _ pals—tl" | _,alt—tol
o (n—1)! (n—1)Inlt n!
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portanto, pelo Pincipio da Indugao Finita

n

t—1
o) - el <be P i p e vnen

e assim,

lo(t) - m<w5_m%nﬁm

ou seja

lp(t) — )| <0 Vtel

donde concluimos que

Exemplo Considere o problema de Cauchy

z(0) = 1

vamos resolvé-lo pelo método acima.

Cosideremos ¢y(t) = 1, entao temos:

t t
e1(t) =1+ f(s,l)ds:l—i-/ lds =1+t.
0 0

t t t t t t2
t) = 1+/ f(s,¢1(8))ds = 1+/ p1(s)ds = 1+/ (14s)ds = 1+/ 1d3+/ sds = 1+t+§.
0
2 2

SO(t)—l—ir/ JICRENE ))ds_1+/0 ©a(s )ds—1—|—/0(1+5+2‘)ds_1+t+2|+§

continuando com este processo, na etapa n, obtém-se:

2 3 n
Lt t t
on(t) =1+ +2|+3|+ + —|—
x in
mas, sabemos que a série Z — converge uniformemente em todo intervalo compacto da forma
n= O

[—a, a] para a funcao €', pelo critério de Weierstrass, assim

t)=¢e' = 1i 1tt2 v tn
go()—e—n1_>nolo —|—+2'+3'+ —l—

¢ a solugao do problema proposto.
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Corolario 2.1 Se f(t,z) e %(zﬁ,x) sao continuas no retangulo:
D= (t,x), [t—ty|<a e |[xt—xo| <Db
e se (to, xg) € um ponto do intervalo de D, entao: a equagao diferencial
¥ = f(t, ) (2.8)

possui uma unica solu¢ao passando por (tg, xo).

2.1 Solucoes Maximais

O Teorema acima estabelece a existéncia local de solucao. Uma pergunta é se a solugao
obtida no Teorema 1 pode ser estendida a um intervalo de maior definicdo e neste caso até

onde. Nesta se¢ao responderemos estas perguntas.

No que segue € é um aberto limitado do R2.

Lema 2.1 Se K C ) é compacto, entao um mesmo ”a” pode ser escolhido de modo a servir

para todas as condigdes iniciais (o, o) € K.
Demonstracao: Ver Djairo [3]. n

Lema 2.2 Sejam ¢1(x) e ¢2(x) solugoes do PVI (2.4) definidas nos intervalos abertos Iy e Iy

contendo xq respectivamente. Entao, ¢1 = ¢o em [ = [, N Is.

Demonstracao: Temos que I = I; N [ é um intervalo aberto. O subconjunto J de I definido
por

J={v€l:¢:1(x) = ¢ga(x)}

é nao vazio, pois x € I, é fechado em I. Além disso J é aberto em [ pela aplicacao do Teorema

(2.1). Como o intervalo ¢ um conexo, como feito em [5], obtemos J = I. n

Teorema 2.2 Nas hipdteses do Teorema (2.1), toda solugao do PVI (2.4) pode ser estendida

a um intervalo mazximal, o qual € aberto.
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Demonstragao: Ver Djairo [3]. n

No que segue denotaremos o intervalo maximal da solugao do PVI (2.4), o qual existe

pelo Toerema 2.2, por I = (w_,w,).

Observagao 2.1 Vamos mostrar que (z,¢(x)) tende para a fronteira de ) no sentido que a

solug¢do x do PVI (2.4) sai de qualquer compacto contido em Q.

Teorema 2.3 Se ¢(x) € solugio do PVI (2.4) com intervalo mazimal I, entao (x,p(x)) — OS2
quando x — w4 (o mesmo vale para x — w_), isto é, dado K C §) compacto, eziste T < w,

tal que (x,¢(x)) & K para x € (T,w,).

Demonstracao: A prova é feita em dois casos:
(i) Caso : Se w; = +00, dado um compacto K em €2, considere

T= sup x

(z,y)eK

e portanto (z,¢(x)) & K se x > T.
(ii) Caso : Se wy < oo, dado K C € temos pelo Lema 2.1 que o raio a pode ser escolhido o
mesmo para todas as condigoes iniciais em K. Se (z1,¢(x1)) € K, entdo ¢ estd definida em
(x1 — a,z1 + a). Considerando 7 = w; — a, temos que (z,¢(x)) € K se x € (T, w,), porque se

x1 € (T,wy) e (z1,0(x1) € K, temos que ¢(x) estaria definida em (z; — a,z; + a). Mas,
rt+a>717+a=wg,

o que contraria o fato de I ser um intervalo maximal. [ ]

Observagao 2.2 Quando ) contém o semiplano x > xy e wy < 0o, decorre do Teorema 2.3

we |o(x)| = +o0o quando x — w_ ou x — wo. Dizemos nesse caso que temos um “low u”para
Jr

x finito.

Observacao 2.3 (i) Se |¢p(x)| € limitada entdo ¢ é globalmente definida;

(i7) Se ¢'(x) € limitada, entdo |p(x)| nao pode tender a infinito para x em intervalos finitos.

Exemplo 2.1 Considere o PVI
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cuja a solugdo € a funcao

cujo dominio de defini¢do é (—oo,2).

Observagao 2.4 O PVI acima com a condi¢ao inicial y(0) = 0, possui a solu¢ao y = 0 definida

para todo x.

Exemplo 2.2 Considere o PVI

, 1 1
= ——cos—,
2
1)y _
v(z) =0,
cuja a solugcdo € a funcao
(x) = sen-
x) = sen—
Y z
cujo dominio de defini¢ao € (0, 00).
Observacao 2.5 No exemplo acima temos
1 1
/ —_— —— fa—
y'(z) = ol

a qual € limitada para x > xy > 0. Portanto, todas as solugoes deste PVI, com y(xo) = yo

possuem intervalos maximais com wy = +00.



Capitulo 3

Problema de Cauchy com [ continua

O objetivo deste Capitulo é estudar o problema de Cauchy (3.1) quando a nao linearidade

f(z) é apenas uma funcdo continua, ou seja, estudar o problema de Cauchy

dx
FTAREAY (3.1)
x(0) = xg

Provaremos a existéncia de solugao para o problema de Cauchy (3.1), mas nao a unicidade.

Quando a nao linearidade f(z) é continua, mas nao Lipschitiziana, a nossa abordagem

serd aproximar o problema (3.1) por uma sequéncia (z,) de problemas

dr,
g o) (3.2)
z(0) = xg

onde cada f, é uma funcao lipschitiziana. E, pelo Teorema 1, para cada n € N encontrar
uma solucao x,. A idéia é mostrar que alguma subsequéncia destas solugoes converge para uma

solugao do problema (3.1).

3.1 Existéncia de Solucao Local

Teorema 3.1 Seja f(x) uma funcdo continua. Entao, existe um T > 0 tal que o problema

dx
FTAREAY (3.3)
z(0) = xg

tem pelo menos uma solug¢ao sobre o intervalo [0,T].

36
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Demonstragao: Aproximaremos a solu¢ao do Problema (3.3) por uma sequéncia solugoes de
problemas uniformemente lipschitizianos, para o qual o Teorema (2.1) garante uma solugao. A
unica complicagao é garantir que todas as solugoes estao definidas sobre o mesmo intervalo de
existéncia. Para este fim, note que para |z — 2| < R, podemos garantir que |f(z)| < M(R),
pela continuidade de f, onde M é uma constante que depende de R. Escolha algum R > 0 e

seja

(3.4)
podemos escolher R que maximize o tempo 7.
Agora, usando a Proposigao 1.7, podemos aproximar f(z) por uma sequéncia de funcoes

lipschitizianas {f,} de modo que

sup | fn(x)] <2M(R) para todo n > ny.

|z—z0|<R

Agora concidere as solugoes z,(t) do problema

dr,
) (3.5)
z,(0) =

Como f, é uma fungdo Lipschitiziana, existe uma solugao local do problema (3.5) pelo

Teorema (2.1).

Usando a formulacao integral dado pelo Teorema 2.4, temos, dada nossa escolha de 7" em
(3.4), temos
sup | fu(7)] < R,

|xn—xz0|<R

e assim o Teorema 2.3 mostra que todas as solugdes existem sobre [0, 7]. De maneira andloga,

podemos mostrar que

|Tn(s) — 2a(t)] < 2M(R)[s — 1],
a sequéncia {z,} é uma sequéncia de fungdes de [0, 7] em R™ uniformemente limitada e equi-
continua. Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, garantimos que existe uma subsequéncia
{7y, } de {z,} a qual converge uniformemente para uma funcao continua z, isto é,

sup |zn,(t) — 2(t)| = = quando j — oo.
te[0,T]
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A fungao z(t) é claramente uma candidata para a solu¢ao do problema (3.3). Para mostrar

que z(t) é uma solugao, considere a forma integral de (3.4), isto é,

T, (t) = g —l—/o Jn; (20, (5))ds.

Como x,; converge uniformemente para x e f,; converge uniformemente para f, todos os termos

converge uniformemente sobre [0, 7]. Portanto, a partir da igualdade acima, obtemos

x(t) = xo +/0 f(x(s))ds,

de modo que x é de fato uma soluc¢do do problema de Cauchy (3.3) sobre [0, T. [ |

Observacgao 3.1 A falta de unicidade nao € apenas um artefato da prova, como mostra o

sequinte exemplo.

Exemplo 3.1 A equacao

@ _
dt
z(0)=0

tem para todo t > 0, uma infinidade de solugoes, dadas por

0, 0<t<ec,
z.(t) = (t— 6)2
4 )

t > c,

onde ¢ > 0.

3.2 Desigualdade de Gronwall

Lema 3.1 (Gronwall) Sejam u e v fungdes continuas ndo negativas em |a,b| tais que, para

a > 0, satisfaz a desigualdade
t
u(t) < « +/ v(s)u(s)ds, t € [a,b]. (3.6)

Entao,

u(t) < aela v()ds,

Em particular, se o = 0 entao u = 0.
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Demonstracao: Se o > 0, para todo w(t) = 04+foiv(s)u(s)ds, temos w(a) = a, w(t) > a > 0.
De

temos
/
t
Wil ),
w(t)
Integrando de a a t, obtemos
w(t)

< plavo)ds

)

donde
u(t) <w(t) < aelav()ds,
Se o = 0, o caso anterior implica que, para todo o/ > 0,
u(t) < o/ea?@ds para todo t >

donde u(t) = 0. n

Proposicao 3.1 Seja K a constante de Lipschitz de f. Entdo, para t € I(to,yo) () I(to,%0),

temos

| o(t, to, m0) — @(t, to, yo) |< X110 | g — 1o |

Demonstragao: Sejam ¢(t) = ¢(t, 1y, x0), ¥(t) = (t, to, o). Entao

o(t) = $(t) = 20 — yo + / (s, 0(5)) — £(s,9(s)))ds,

to
donde .
| o(t) = ¥(t) <] w0 —yo | + |/t K |o(s) —o(s) | ds|.
0
Se t >ty a proposicao decorre do lema anterior para o =| xo — yo |, u(t) =| @(t) — ¥(t) |
ev(t) =K.
Se t < tg, a proposigao resulta do caso anterior aplicado a @' = —f(—t,x), cuja solucao
no intervalo (—tg, o) é ¥(t, —to,x0) = @(—t,t9,x0). Se t < ty, entdo —t > —ty e, pelo caso

anterior,

| o(t) — ¥(t) |=] p(—t, —to, m0) — Y(—t, —to, yo) |< X100l | g — o | .
Logo,

| () = 9(t) [< "0l g —yo | -
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