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Prefacio

Nesta monografia faremos um estudo bibliografico referentes a relevantes resultados relativos
as séries de Fourier e faremos algumas aplicacoes das séries de Fourier no estudo das equagoes

da onda e calor.

As equagoes da onda e calor sao importantes modelos de equacoes da fisica matematica.
Nesta monografia faremos a deducao destes modelos e apresentaremos um método de solugao

via séries de Fourier.



Resumo

As séries de fourier sao modelos matematicos utilizados para desenvolver estudos relaci-
onados a processos fisicos, de tal modo que formam representacoes de uma funcao periédica
(muitas vezes, nos casos mais simples, tidas como tendo periodo 27) ou como uma soma de

funcoes periddicas.

Segundo Fourier, qualquer funcao periédica, por mais complicada que seja, pode ser
representada como a soma de varias fungoes seno e cosseno com amplitudes, fases e periodos
escolhidos convenientemente. E mais, tais séries de fungoes podem ser infinitas, de tal forma
que a convergéncia destas séries dependem apenas da diferenciabilidade da funcao f que é

continua por partes.

Em resumo, qualquer fungao f(z) pode, segundo Fourier, ser escrita na forma da

soma de uma série de funcoes seno e cosseno da seguinte forma geral:

f(x) = ap + arsen (z) + agsen (2x) + agsen (3x) + ... + by cos(z) + by cos(2z) + bz cos(3x) + . ..

Os pontinhos nessa equagcao indicam que os termos tipo seno e cosseno podem se extender

indefinidamente, se necessario, para melhor representacao da funcao original f(x).

Restava entao, achar uma forma de calcular os coeficientes ag, ai, as,as, ..., b1, bs, b3, ...,
etc., de cada termo da série. Esses coeficientes, como vemos, sao as amplitudes de cada onda

componente do desenvolvimento em série.

Pois foi isso que Fourier conseguiu fazer: achou uma forma simples e elegante de calcular

esses coeficientes, coisa que escapara de gigantes como Euler e Bernouilli.



Abstract

The Fourier series are mathematical models used to develop studies related to physical proces-
ses, so that form representations of a periodic function (often in the simplest cases, believed to

have period 27) or as a sum of periodic functions.

According to Fourier, any periodic function however complicated, can be represented
as the sum of several sine and cosine functions with amplitudes, phases and periods chosen
conveniently. Moreover, such a series of functions may be infinite, so that the convergence of

these series depend only on the differentiability of the function f is piecewise continuous.

In summary, any function f according to Fourier, can be written as the sum of a series of

sine and cosine of the following form:

f(x) = ag + aisen (x) + azsen (2x) + assen (3x) + ... + by cos(x) + by cos(2x) + bg cos(3x) + . ..

The dots in this equation indicate that the sine and cosine terms can, be extended inde-

finitely, if necessary to better representation of the original function f(z).

It remained then to find a way to compute the coefficients ag, ay, as,as, ..., by, bs,b3, ...,
etc., in each term of the serie. These rates, as we see, are the amplitudes of each wave component

of the series development.

That is exactly what Fourier was able to do: he found a simple and an elegant path to

calculate these coefficients, something that escaped from giants such as Euler and Bernoulli.



Capitulo 1

Fatos Historicos

JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 - 1830)

Fourier nasceu em 21 de margo de 1768 em Auxerre, Franga, cidade localizada as margens
do rio Yonne. Aos oito anos, ja érfao do pai que era alfaiate, foi recomendado pelo bispo da
cidade para ser admitido na escola militar, que era dirigida pelos beneditinos. Aos 12 anos
comecou a mostrar talento literdrio e com isso seus mestres o incentivaram a redigir sermoes

para sacerdotes de varias cidades, chegando alguns desses sermoes a se destacar em Paris.

Considerado um menino prodigio e tendo manifestado sua vocacao para a ciéncia ja aos
13 anos, mais especificamente para algebra, Fourier aproveitava todo o tempo de descanso na

leitura de trabalhos de matemaética e de fisica.

Em 1784, com 16 anos, foi convidado para ser professor na escola da sua cidade, Auxerre.
Em virtude de sua origem modesta, foi impedido de ingressar na artilharia apesar de ter havido
a recomendacgao de Legendre, que reconheceu em Fourier um grande talento para as ciéncias
fisicas e matematicas. Nesta época, ainda muito atraido pela religiao, Fourier iniciou sua

preparacao para o sacerdocio.

Em 1789 aderiu com entusiasmo a causa da Revolucao Francesa, renunciando os seus
votos no mosteiro beneditino de Saint-Benoit-Sur-Loire. Teve como professores Lagrange e
Laplace e em 1795 tornou-se professor na recém-criada Ecole Normale. Com a fundacao da
Ecole Polytechnique foi convidado por Gaspard Monge para lecionar na cadeira de fortificagoes
em 1796 e, depois, na de analise matematica. Chegou a ser conferencista da Ecole e mais

tarde desenvolveu trabalhos mateméaticos como sua teoria para calcular raizes irracionais das

10
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equacoes algébricas, o qual havia sido iniciado por Newton.

Em 1798 foi convidado por Napoleao para participar de uma expedi¢ao no Egito em
companhia de Gaspard Monge e Berthollet, chamada Legiao da Cultura, cujo objetivo seria

desenvolver estudos arqueologicos.

A parte da expedicao cultural, Napoleao obviamente executava seus planos militares no
Egito, tendo, porém, um resultado desastroso. Sua armada francesa foi destruida na batalha
do Nilo, o que também destruiu a passagem de volta para a Franca e fez com que o exército

francés permanecesse no Egito por trés anos.

Este tempo fez com que Fourier se tornasse um especialista em egiptologia, e também
auxiliasse no estabelecimento de instituicoes de ensino. No periodo em que esteve no Egito
trabalhou como engenheiro, dirigindo uma fébrica de armamentos do exército francés. Neste

mesmo ano foi nomeado secretario do Institut d’Egypte, fundado por Napoleao no Cairo.

Em 1802 regressou a Franca tendo sido designado por Napoleao para ser prefeito de
Grenoble, cargo que exerceu até 1815, e periodo em que comegou a escrever enfaticamente
sobre matematica. Com a queda de Napoleao, deixou a politica e limitou-se a vida académica
em Paris, como membro de varias sociedades cientificas. Foi condecorado com o titulo de barao
em 1809, e em 1812 ganhou um prémio da Académie por um ensaio sobre a teoria matematica
da conducgao do calor. Também formulou um importante método para andlise de fungoes

periddicas.

Em 1816 foi eleito para Académie des Sciences, mas o rei da Franga Luis XVIII recusou-se
a confirmar a sua eleicao, o que acabou impedindo seu ingresso nesta academia. No entanto
foi novamente eleito no ano seguinte, sendo aceito no reinado de Luis XVIII e ingressando na
academia. Nesta ocasiao Fourier foi nomeado secretario perpétuo das secoes de matematica e
fisica.

Em 1822, Fourier lanca sua obra mais notavel, " Théorie Analytique de la Chaleur” (Teoria
Analitica do Calor) cujas investigagoes comecaram em 1807, onde demonstrou que a conducao
do calor em corpos solidos poderia ser expressa por séries matematicas infinitas. Além desta

obra ele escreve iniimeras memorias cientificas que foram publicadas em atas da Académie des

Sciences e em revistas especializadas.

Neste livro, ele dedica toda uma secao a solucao do ”desenvolvimento de uma funcao
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qualquer, em série de senos e cossenos de arcos multiplos”. Generaliza o procedimento, partindo
de um caso especifico para emprega-lo em qualquer caso. Fourier daria um passo decisivo,
usando indiferentemente os simbolos de integracao e de somatéria infinita, o que conduz as

chamadas séries de Fourier.

Estas séries sao oriundas dos diversos problemas de valor de contorno com expansoes
em termos de funcgoes trigonométricas e aplicam-se a grande nimero de problemas fisicos e
matematicos. A analise de Fourier é muito importante na matematica moderna, e suas idéias sao
a base para descrever func¢oes de ondas em sistemas complexos. E uma matéria importantissima
para comunicacao de dados e telecomunicacoes, inclusive servindo de base para operagoes em

mecanica quantica.

Foi de Fourier o mérito de ter criado esse novo instrumento matemaético, de extraor-
dinaria engenhosidade, com o qual as fungoes periddicas descontinuas pudessem ser apresenta-
das por meio de fungoes continuas. Porém este assunto ja havia sido estudado antes por Euler,

D’Alembert, Daniel Bernoulli e Lagrange.

Fourier faleceu em Paris vitima de um aneurisma cerebral no dia 16 de maio de 1830. Hoje
a analise de Fourier é uma das técnicas matematicas com maior nimero de aplicagoes praticas.
Além de ser utilizada extensivamente em calculo numérico nas areas mais diversas das ciéncias
aplicadas e engenharias, a analise de Fourier constitui ainda a base do processamento de sinais.
Tem por isso um papel central nas telecomunicagoes modernas e também no processamento de
imagens digitais. Como curiosidades: ¢é utilizando andlise de Fourier que se retira a voz das

cangoes para fazer karaoke e também que se faz a compressao de imagens em formato JPEG.

Um dos trabalhos mais importantes que Fourier desenvolveu, no inicio do século 19, foi
sobre as séries de funcoes. Segundo ele, qualquer fungao periddica, por mais complicada que
seja, pode ser representada como a soma de varias fungoes seno e cosseno com amplitudes, fases

e periodos escolhidos convenientemente.

Em resumo, qualquer funcao f(z) pode ser escrita na forma da soma de uma série de

funcoes seno e cosseno da seguinte forma geral:

f(z) = ap,+aisen(x) +agsen (2z) + agsen (3z) +. . . + by + by cos(x) + by cos(2x) + bz cos(3z) +. ...

Restava, entao, achar uma forma de calcular os coeficientes ag, ai, as, as, ..., bg, b1, bo, etc,

de cada termo da série. Esses coeficientes sao as amplitudes de cada onda componente do
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desenvolvimento em série. Pois foi isso que Fourier conseguiu fazer: achou uma forma simples e
elegante de calcular esses coeficientes, coisa que escapara de gigantes como Euler, D’ Alembert

e Bernouilli.



Capitulo 2

Séries de Fourier

Inicialmente, iremos abordar os principais conceitos envolvendo as Séries de Fourier e os

pré-requisitos necessarios para introduzir estes conceitos de forma clara e breve.

2.1 Produto Escalar e Norma

Os conceitos de produto escalar e norma no R™ podem ser estendidos a certos espagos

de funcoes.

Definigao 2.1 Seja CPla,b] o espaco das fungdes reais continuas por partes
f:a,b] = R,

considerando idénticas duas funcoes que diferem uma da outra apenas em um nimero finito de
pontos.

a) Definimos o produto escalar ou interno das fungoes f e g pertencentes a CPla,b], como

(f.g) = / F(g (bt (2.1)

b) Para todo vetor f € CPla,b], definimos a norma de f, denotada por || f||, como sendo

L= AF ) (2.2)

14
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Exemplo 2.1 Consideremos as fungoes f(t) =t,g(t) = e' € CP[0,1], entao

1 1
_ t g gt ta
(f,g>_/0 te'dt = te'|, /Oedt 1 (2.3)
1 1
Além disso, |£17 = (f.f) = | e = L] =2 dssim, 171 = VT = \/?g
0 0

O produto interno satisfaz as seguintes propriedades, que sao andlogas as do produto

escalar no R™:

Proposigao 2.1  a) Para todos os f,g € CPla,b], (f,9) = (g, f);

b) Para todos os f1, 2,9 € CPla,b], (f1 + f2,9) = (f1,9) + {f2,9);

¢) Para todos os f,g € CPla,b] e todo a € R, (af,g) = a (f,g);

d) Para todos os f € CPla,b], || f|]| >0 e f =0 se, e somente se, | f|| = 0;
e) Para todo vetor f € CPla,b] e para todo escalar o, ||af|] =|a | ||fll;

b b
Demonstragio:  a) (f,g) = / F(Dg(t)dt = / g(t) f(t)dt = (g, f):
b) (f +g.h) = / (F(t) + g(t)h(t)dt = / @R + Rt = (f.h) + (g, )

a

b b ¢
) (afg) = [ af@tidt=a [ fOgld=al.g;
d) Se f # 0, entao exite um subintervalo de [a,b], onde f? é limitada inferiormente por um

b
nimero positivo. Assim, (f, f) = / (f(t)dt > 0;
e) [lafll = Aaf,af) = ]al>(f, f) = el f]- u

A seguir vamos enunciar e provar duas importantes desigualdades.

Proposicao 2.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se f,g € CP|a,b] entdo

| (9 1< £ Ilgll-
Demonstracao: A norma de f + Ag é maior ou igual a zero, para qualquer escalar A. Assim,

0<|If+Xgl> = (f +Ag. [+ Ag) = [IF1I7+2X{f. 9) + X[|lg]* = p(N). (2.4)

Temos um polinomio do segundo grau que é maior ou igual a 0 para todo A. Isto implica que

A =4({f.9)" =4l fI”lgl* < 0. (2.5)
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Logo,
£l < IFlgll-
]
Proposicao 2.3 (Desigualdade triangular) Se f,g € CPla,b] entao
1f+ gl < 1A+ llgll-
Demonstracao: De fato, pela desigualdade de Caucghy-Schawrz, temos que
1f+9l = (F+g.f+a)= (L +{f.9)+{9./)+ (9.9
= [IfI*+2(f.9) + gl
< 71+ 214.9)] + ol
< 1A+ 20 fIHlgll + llgll®
< (£ + llal)?
Tomado-se a raiz quadrada na tultima desigualdade, obtemos
VI +all? < VAT + gl
Portanto, desta desigualdade obtemos
If+ gl < 1A+ llgll-
]

Ortogonalidade

Agora, vamos estender ao espaco CPla,b] o conceito de ortogonalidade.

Definigao 2.2 Seja CPla,b]. Dizemos que um subconjunto ndo vazio X de CP|a,b] é ortogonal
se para todo par f e g de elementos distintos de X, (f,g) = 0. Neste caso dizemos que os

elementos de X sao ortogonais.

Seja L um ntumero real maior que zero. Seja CP[—L, L] o conjunto das fungoes continuas

por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido por

(f.g) = / Fwgtey (2.6)
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L
Vamos mostrar que em relagdo ao produto interno (f,g) = / f(t)g(t)dt, temos o seguinte
-L

resultado.

Proposicao 2.4 O conjunto

B 1 mt 7t 27t 27t nmt nmt
= COS —, Sen —, CO0S —, Sel —. ..., COS —, Sen —, . . .
) L M) L ) L b L ) ) L ) L )

¢ ortogonal.

Demonstracao: Como as fungooes do conjunto ‘B, exceto a primeira, sao fungoes cujas pri-
mitivas sao periddicas de periodo igual a —, entao a integral de —L a L destas funcoes ¢ igual
n

a zero e portanto elas sao ortogonais a funcao constante 1.

nrt mrt L nmt  mwt L [
cos —,sen—— ) = cos —sen —dt = — cosns senmsds
L L _I L L T )

L s
= 5 [sen(m +n)s + sen(m —n)slds =0
™ —T

Para m # n, temos que

nmt mmt L nmt mmt L [T
COS —,C08S —— ) = coS 7 cos —dt = — cosns cosmsds

L L . L T )
L ™
= 5 [cos (m +n)s + cos (m —n)slds =0
™ —T
L " L B
p—t _— —_ p— O
SO ) sen (m +n)s B + ol = n)sen (m—n)s =0

nmt mat L nmt  mwt L [T
sen—,sen—— ) = sen —sen —dt = — senns senmsds
L L _I L L T

L ™
= on [~ cos (m +n)s + cos (m — n)s]ds = 0
™

—Tr

—Tr
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Convergéncia

Podemos estender a CP[a, b] o conceito de convergéncia de sequéncia de nimeros reais.

Definigao 2.3  a) Uma sequéncia de fungoes f,, = fi, fay.. ., fm,... de CPla,b] converge
para uma funcao f de CPla,b] se

lim | fn — fIl = 0.
m—o0
Neste caso, escrevemos lim f,, = f.
m—0o0

b) Uma série de fungoes Z fm de CPla,b] converge para uma funcao f de CPla,b] se o limite
m=0
da sequéncia das somas parciais converge para f, ou seja,

dm > fn=t

Proposicao 2.5 Se uma sequéncia de fungoes f,, de CPla,b] converge para uma fun¢ao f de

CPla,b], entdo esta func¢ao € unica a menos dos seus valores em um nimero finito de pontos.

Demonstracao: Vamos supor que existam duas fungoes f e g tais que lim = f e lim = g,
m—ro0 m—r0o0

entdo pela desigualdade triangular (Proposicao 2.1 na pagina 11) temos que

If =gl < f = full + g = fnll-

Passando ao limite obtemos que ||f — g|| = 0 o que implica que f = ¢ a menos de um nimero

finito de pontos. ]

Proposicao 2.6  a) Se uma sequéncia de fungoes f,, de CPla,b] converge para uma fungao
f de CPla,bl], entao para todo vetor g em CP|a,b] a sequéncia de nimeros reais (fm, g) converge

para (f,g). Ou seja, se lim f,, = f, entdo
m—ro0
lim (f,,g) = < lim fm,g>.
m—00 m—00

b) Se uma série de func¢oes y - fm de CPla,b] converge para uma fungao f de CPla,b],
entdo, para toda fun¢do g de CPla,b],

i<fm>g> = <i fm>g>'

m=0
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Demonstracao: a) Seja f = lim,, o fr. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

que

[(frmr9) = (o)l = [ = Fo)] < N = Fllll1L

Passando ao limite obtemos que llrn [{fm,9) — (f,9)] = 0. O que implica que lim (f,,,g) =
m—0o0
{f.9)

b) E uma consequéncia imediata do item anterior. |
2.2 Séries de Fourier

Proposicao 2.7 Seja CPla,b], o espaco das fungoes continuas por partes do intervalo [a,b].

Seja go, g1, 925 - -+ s G,y - - - um subcongunto de CPla,b] de vetores ortogonais nao nulos. Se

f = Z CmGm
m=0

entao
Cm = <||f’g“2> ,para m=10,1,2,...
Demonstracao: Seja f = Zcmgm. Fazendo o produto escalar de f com g,, para n =
m=0

0,1,2,... obtemos que

f = Z Cmdm
m=0

.f gn Zcmgmagn Zcm<gmagn> = CannH27
m=0

pois como os vetores g,, sao ortogonais (gm, gn) = 0, se m # n. Assim,

_ (f, 9n)

" llgal®

para n=0,1,2,...

Exemplo 2.2 Seja L um niamero real maior que zero. Seja CP[—L, L] o conjunto das fungoes

continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido por

fg/f
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Ja mostramos no Exemplo 2.1 que o conjunto

mt mt 27t 2rt nmt nmt
B = {1,COS—,S€H ,Cos—,senT, e ,cos—,senT, e }

L L L L

¢ ortogonal.

Vamos aplicar a Proposicao 2.5 a este exemplo. Para tanto, vamos calcular as normas

dos seus elementos.

1) = /Ldt=2L

-L
nmt nmt Lo nmt L [T L [7
(cos 7T ) /_Lcos 7 7T/_Wcos nsds 277/_7r[ + cos 2ns|ds
t nmt L t L (" L [T
(sen %, %> = / seHQ%dt = —/ sen®nsds = 2—/ [1 —cos2nslds = L
—L T J_n T J -z

Assim, para toda fungao f € CP[—L, L] que possa ser escrita como a série
ag > mmt > mmt
t) = — + m COS —— + b,,sen ——, 2.7
0=+ 3 o S ™ 27)

teremos que os coeficientes da série serao dados por

, cos Tt 1 [F t
w= i = 1 [ e ™t para m=0,1,2,... 28
| cos 24| LJ_p L
= _
, sen ™t 1 [t t
b, = <f—m7rtL2> = — f(t)senmdt,pam m=1,2,... (2.9)
[sen =22 L J_ L
= _

A série (2.7) com os coeficientes dados acima é chamada Séries de Fourier.

2.3 Foérmulas Especiais

Definicao 2.4 Uma fungao f : R — R € periddica, se existe um nimero real p € R tal que,

para todo x € R:
fx+p)=[f(z),
o numero p € chamado de periodo fundamental de f, ou simplesmente periodo de f.

Se uma func¢ao tem periodo p, dizemos que esta funcdao € p-periodica e denotamos este

fato por f(z) = f(z +p).



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

O nicleo de Dirichlet

O nitcleo de Dirichlet de ordem n, é o polinomio trigonométrico

1
D,(t) = §+cost+cos2t+...+cosnt.

Obviamente, D, (t) é uma funcao 2r-periédica que satisfaz a formula

/_ w Dy(t)dt =

Como D,,(t) é par, segue-se as férmulas:

L[ 1 I 1
—/ D)t =+ e —/ Dy (t)dt = +
T Jo 2 T ) . 2

Sendo

a = l/ f(t) cos ktdt e by = —/ f(t)senktdt,com f e CP[—L

LR T J %

Sn(z) = % + Z(ak cos kx + bysenkx)

k=1

Proposicao 2.8 (Férmula de Dirichlet)
1 K
= —/ flx+t)D,(t)dt, feCP[-L,L|, 21 — periddica
™ —T
Demonstracao: Por construcgao

Sp(z) = % + Z(ak cos kx + senkzw)
k=1

™

1
27r

21

(2.10)

(2.11)

L]

(2.12)

= f dt—{—z / f(t)coskt coskzdt + — / f(t)senkt senlmdt] =

1 [7 1
— —/ f(t) [5 + Z(cos kt coskx + senkt sen kzx)} dt

™

—Tr

— 1 f [%—f—Zcosk:t—:E /f W (t — x)dt

Fazendo a substituicao ¢ — x = u devemos ter:

Su(z) = + / " e+ ) Dy (u)du

—TT—

= /fm+u (u)du

f = 2m-periddica.
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Proposicao 2.9 Para o nucleo de Dirichlet vale a formula:

1
sen <n + =

)t
D,(t) = 2/ 440, £27, +dr7, ... (2.13)

t
2sen 5

Demonstragao: A partir da definigdo de D,,(t) obtemos
t t t t t
D, (t) (28611—) = sen — + 2 costsen — + 2 cos 2tsen - + ... + 2 cos ntsen —.
2 2 2 2 2
Aplicando a identidade

2 cosasen § = sen (a + ) — sen (o — f3),

teremos:
D, (t) <2sen£> = SenE +
2 2
+ sen(t—i—f) —sen(t—£>
2 2
(2t + f) — sen (2t - f)
+ sen 5 5
t t 1

+ sen <nt + §> — sen (nt — 5) = sen (n + §>t

Eliminando os termos opostos, obtemos a igualdade. [ ]

Definigao 2.5 Sea € R e f = f(x) € 2L-periddica, entao devemos ter que

/{:ZL flz)dz = /_LL f(z)dx

Proposicao 2.10 (Férmula de Riemann-Lebesgue)

A—00

b
lim / f(t)senAtdt =0, feCP[-L,L], —ococ<a<b<oo. (2.14)

Demonstracao: Como f é continua por partes, o problema se resume a provar 2.14 em caso

em que f é continua em [a, b]. Assim escrevemos:
b
I(\) = / f(t)sen Atdt =

h_m
= / Xf(u—i—§>Sen()\u+7T)alu,zf:u—i-ﬁ,
a=3%

A
= —/ab_; f(u—l— §>sen)\udu

= _/a f(u + §>Sen)\udu — /b’i f<u+ ;)sen)\udu.
a—% a
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Por outro lado,

b
I\ = /f(u)sen)\udu:

bz b
— / f(u)sen Audu + / f(u)sen Audu.
a b—

s
A

Somando membro a membro, teremos:

a b
2I(\) = — / f<u + §>sen Audu + / f(u)sen Audu +
a—% b—%

b—T -
+ / [f(u)—f<u+x>}sen)\udu—>0, se A — 00.
que é evidente no caso das duas primeiras integrais, ja que f é limitada. E no caso da ultima

integral, é devida a continuidade uniforme de f em [a, b]. n
oo
Na Proposicao 2.5 fizemos a suposicaoo de que a série Z cm¢gm convergia para a fungao

m=0
f. Vamos considerar o problema inverso. Dada uma fungao f € CP[—L, L] podemos calcular

os coeficientes a,, e b, usando (1.9) e (1.10) e nos perguntar se a série obtida converge ou nao.
O teorema seguinte, afirma que para toda fungao f continua por partes em [—L, L], a série de

Fourier de f converge.

Teorema 2.1 (Teorema de Convergéncia de Fourier) Seja L um nidumero real maior que
zero. Para toda fungao f pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, CP[—L, L],

a série de Fourier de f

ag > mrt > mt
5 + mE_O Ay, COS I + mg_l b,sen A
em que

1 [t t
am:Z/Lf(t)cosmTﬂdt,para m=0,1,2,...

I t
by, = E/Lf(t)senm%dt,pam m=1,2,...

L

1
converge para f na norma || f|| = (/ (f(t))th) *. Ou seja, podemos escrever

—L

- t t
f(t) = %+mz_lamcosmT7T+mz_1bms.ean7T
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Agora, provaremos o Teorema 2.1 que representa um dos principais resultados sobre as

Séries de Fourier.

Definicao 2.6 (Limites laterais) Usaremos a notagdo

lim f(x),

r—b

para nos referimos ao limite, quando x — b, da restrigao de f aos pontos do seu dominio que

estao em [a,b].

Nos termos desta notagdo, introduziremos o limite pela esquerda, f(b—), e o limite pela

direita, f(b+), de f em b, como se seque:

f(b—) = lim f(z), quando x < b, x tende a b pela esquerda

r—b—

f(b+) = lim f(z), quando x > b, x tende a b pela direita

x—bt

Se ambos limites f(b—) e f(b+), existem e sao finitos e diferentes, dizemos que b € um

ponto de descontinuidade de salto de f.

Defini¢ao 2.7 (Valor médio de uma fungdo em um ponto) Quando a fun¢io nao estd
definida no ponto x = b mas existem os limites laterais a esquerda e a direita de b, podemos
definir a fung¢ao neste ponto como sendo o valor médio (média aritmética) dos limites laterais

a esquerda e a direita no ponto b, isto é:

F(b) = 37 (04) + 5/ (6-)

Se f = f(x) é uma funcio continua no ponto x = b, entio f(b+) = f(b—) = f(b) = f(b)

Daqui em diante iremos nos referir apenas a funcoes continuas por partes que satisfagam

a seguinte condicao

o) = %[f(x—) + f@1)], =€ Domf (2.15)

A condicao (2.15) se satisfaz automaticamente nos pontos de continuidade de f, entéo

basta-nos prova-la nos pontos de descontinuidade.
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Para que a igualdade no Teorema 2.1 seja satisfeita, basta que f seja derivavel por partes

e 2m-periddica. A seguir passaremos a provar o teorema 2.1.

Demonstragao: Suponhamos que f seja derivavel por partes e 2m-periédica. Segundo a

férmula de Dirichlet (2.12), vélida para fugoes continuas por partes e 2r-periddicas, teremos:

=2 [ s opawir : [ s+

1 1
—flz—) + if(x—i-), temos que, de acordo com as férmulas (2.11)

2
= %/i flz—)D,(t)dt + % /07T flz—)D

subtraindo estas duas igualdades, temos:

Como f(x) =

S0 = 1@ = 1 [ U+ = eI+ - [+ = farlDa o
= /f$+t fl@ )sen<n+%)tdt+

QSen L

Tflx+t)— f(x >en<n

1
+ —)tdt — 0+ 0 =0, quando n — oo,
QSen— 2

pela formula de Riemam-Lebesgue, uma vez que as fungoes

flx+1) = flz=)

t
2sen 5

flx+1) = flzt)

t
2sen 5

¢x:t_> s wzit—>

?

sao continuas por partes nos intervalos —m <t <0 e 0 <t < 7, respectivamente.

De fato, as descontinuidades de ¢, no intervalo semiaberto —7m < ¢ < 0 coincide com as

de f(z +t), enquanto que ¢, é continua em ¢t = 0, j& que

f($+t)—f(x_):f(x"‘t)_f(x_)_ t t—>f/($_)’

t
2sen 5 t 2sen 3

quando t — 0, t < 0.

Do mesmo modo, as descontinuidades de v, no intervalo semiaberto 0 < ¢ < 7 coincide

com as de f(x +t), enquanto que 1), é continua em ¢t = 0, ja que

fla+t) = flat)  flaot+t) = fla+) ¢ L ),

- —
2sen 5 t 2sen 5

quando t — 0, t > 0.

Concluimos entao, que:
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ou seja,

lim S,(z) = f(z), zeR. (2.16)

n—oo

Mas, para demonstrar o Teorema, temos que provar a convergéncia da Séries de Fourier
para a fungao f no intervalo —m < x < 7. Para tanto, definiremos uma funcao 2w-periédica ¢
tal que

o(z) = fz), —m<z<m,

e, analogamente, demonstra-se a convergéncia da série para a funcao ¢. Pois, ao restringir a ¢

ao intervalo —7m < x < 7 podemos escrever

NE

o(z) = % + » (a,cosnz +b,sennz), x€R.

1

3
Il

Logo, como por definicao ¢(x) = f(x), teremos
f(z) = % + ;(an cosnz + bysennz), —m<xz<T,

o que prova o Teorema. [

Observagao 2.1 A partir da série de Fourier para fungoes 2m-periodicas podemos obter a série

s’

de Fourier para fungoes periddicas com periodo 2L. Basta tomar a mudanga de varidvel x = 7

para obter a nova fungao, agora dependente da varidvel t, que serd 2L-periodica e integrdvel no

intervalo simétrico [—L, L].

Paridade das fungoes

Se uma funcado f € CP|—L, L] é par, isto é, f(—t) = f(t), para todo t € [—L, L], e pode

ser escrita com a série
= T t
ft) = % ~|—mzlamcosmT7T +mzlbmsean7T,
entao os coeficientes do Exemplo 2.2 sao dados por:
1 [ mmt 2 [k mmt
m = = t) cos —dt = = t) cos ——dt, =0,1,2,...
a L/_Lf()cos 7 L/o f(t) cos 7 dt.para m

1 [t t
by, = Z/Lf(t)senm%dt:(),param:1,2,...
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Analogamente, se uma funcao f € CP[—L, L] é impar, ou melhor, f(—t) = —f(t), para

todo t € [—L, L], e pode ser escrita como a série

+ Zamcos— + Z bmsen—
entao os coeficientes obtidos no Exemplo 2.2 sao dados por:
I t
= —/ f(t)cosmTﬂdt =0,para m=0,1,2,...

t L t
by = /f snmidt /f(t)seanﬂdt,pammzl,Z,...
0

Para fungoes f que sao continuas por partes em [0, L] podemos prolonga-las de forma que

elas se tornem par ou fmpar no intervalo [—L, L].

Corolario 2.1 Seja L um nimero real maior que zero. Para toda funcao f pertencente ao
espago das fungoes continuas por partes, CP|0, L],

a série de Fourier de cossenos de f

o
ao mmt
3 T2 s
m=1
a série de Fourier de senos de f

Z b,sen m_mf

em que
2 [* t
Ay = Z/ f(t)cos%dt,pamm:O,1,2,...

2
by, = —/ f(t seantpammf12...

L 1
convergem para f na norma || f|| = </ (f(t))%it) *. Ou seja, podemos escrever
0

—|— Zamcos— = mesenm—ﬂt
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Exemplo 2.3 Seja L um nimero real maior que zero. Considere a func¢ao fc<70d) [0, L] — R

dada por

1, secl <t <dL
0) _ ’
fc,d _ .
0, caso contrdrio.

para ¢ e d fixos satisfazendo, 0 < c < d < 1.

4. . 0 ;.
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e cossenos de f, C( d) . Para a série de cossenos

temos que

2 dL 2 dL
ag = —- f(t)dt——/ dt = 2(d — ¢),

L cL L L
9 dL ¢ 2 dL t 2 mmd
an = T . f(t)co s%dt L/CL cos %dt ——sens mm,pammzlal---

Assim, a série de Fourier de cossenos de f é

mrt 2 <X senmmd — senmc mrt
oS —— = (d — el E .
f —|— E Ay, COS (d—rc)+ = - cos —

m=1

;. . ~ . 0
Observe que a série de Fourier de cossenos da funcao constante igual a 1, fé 1), tem
somente o primeiro termo diferente de zero que ¢é igual a 1. Para a série de senos temos que
param=1,2,...,

2 [ t 2 [ t 2 md
b = — f(t )seanﬂdt 17 /CL seanﬂdt ———coss|

cL

. - . 0 4
Assim, a série de Fourier de senos de fc( d) ¢ dada por

msen— = — sen

T m L
m=1

Z b mrt 2 <~ cosmmc — cos mad mrt

~ . 0 , . ~ . .
Observe que para a funcao constante igual a 1, fo( 1) os termos de indice par sao iguais a zero e
. 0) 4
neste caso a série de senos de fél) é dada por
o0

(0) 4 1 (2m— 1)7Tt
fo 1) = W;Zm—lsen L




Capitulo 3

Aplicacoes as Equacoes Diferenciais

Parciais

3.1 Equacao do Calor em uma Barra

Em fisica, a equacao do calor é um modelo matematico para a difusao de calor em sélidos.
Este modelo consiste em uma equagcao de derivadas parciais que muitas vezes é também chamada

de equagao da difusao (térmica).

Suponha que tendo-se uma funcao u a qual descreve a temperatura em uma determinada
posi¢do (z,y,z). Esta funcdo ird alterar-se com o tempo na medida em que o calor se dissipa
através do espaco. A equacao do calor é usada para determinar a alteracao na funcao u no
tempo. Outra interessante propriedade é que se u tem uma descontinuidade em um tempo
inicial ¢ = to, a temperatura torna-se de perfil suave (derivavel) assim que t > ty. Por exemplo,
se uma barra de metal tem temperatura 0 e outra tem temperatura 100 e elas estao colocadas
juntas uma na ponta da outra, entao muito rapidamente a temperatura no ponto de conexao é

50 e o grafico da temperatura é suavizado ao longo de 0 a 100.

Apesar da equacao do calor ser denotada em vérias dimensdes, vamos nos concentrar
em deduzir e solucionar o problema do calor no modelo unidimensional, de modo que esses

procedimentos estarao baseados num sistema de coordenadas cartezianas t0Ox.

29
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3.2 Deducao da Equacao do Fluxo de Calor em um Fio

Considere-se um fio metalico, cilindrico, com drea da se¢ao reta transversal constante igual
a 0. Suponha-se que o fio coincida com o eixo dos x de um sistema de coordenadas cartesianas

ortogonais t0x. Seja p a densidade do material, constante, sendo o fio suficientemente fino.

A quantidade de calor necessaria para aumentar de um grau a temperatura de uma
unidade de massa do material do fio denomina-se calor especifico ¢ do material. Suponha-se o
fio compleramente isolado do meio ambiente, de modo a nao haver trocas de calor com o exterior.
Admita-se um fluxo de calor no fio; deseja-se estudar a variacao da temperatura ao longo do
fio. Seja  um ponto do fio e represente-se por u(z,t) a temperatura de sua segdo no ponto x,
no instante ¢. Calcula-se a quantidade de calor em um segmento [z, z+ Ax] do fio. Faga-se uma
decomposigao desse segmento através dos pontos x = xg < 11 < 23 < ... < T, < T, = r+Ax.
A quantidade de calor no segmento [x;_1, z;] dessa composicao é aproximadamente, no instante

t, isto é,
opc(x; — vi—1)u(&i, t),

sendo &;, um ponto do intervalo (x;_1,x;). Estd se supondo que a temperatura u(z,t) seja duas
vezes continuamente derivavel em relacao a x e uma vez continuamente derivavel em relagao a

t. A quantidade de calor no segmento [x,x + Ax] serd, aproximadamente,

Z apc(xz- - xi—l)u(fm t)a
i=1

no instante t. Logo, obter-se-4 uma melhor aproximacao quando se fizer a amplitude maxima
dos intervalos (x;_1, ;) tender para zero. Representando-se por Q(t) a quantidade de calor no
instante ¢, no segmento [z, z + Az], o limite do somatério, quando méximo (x; — x;_1) tende a

zero, existe, devido as hipdteses sobre u(zx,t), obtendo-se
rz+Azx
Q= [ opeute. .

A lei de Fourier sobre transferéncia de calor diz que a variacao do fluxo de calor através da

secao reta do fio é proporcional ao gradiente da temperatura u(zx,t) no ponto x considerado. O
ou

gradiente neste caso unidimensional, ¢ —. O calor flui das temperaturas altas para as baixas e

oz

o gradiente tem a direcao apontando para o intervalo dos valores maiores da funcao. Portanto,
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pela Lei de Fourier, pode-se concluir que o calor flui através da secao reta em x, na proporcao

de

ou
—/{ZU%(I7 t)u

sendo k uma constante prépria do material, denominada condutividade térmica. Analogamente,

a proporcao em que o calor flui no ponto z + Ax é

ou
—ko— Az, t).
kaax(:c + Az, t)

A quantidade de calor no segmento [z,x + Az] é a diferenca entre o que flui em = + Az
e o que flui em x, devendo ser igual a variacdo da quantidade de calor no segmento inteiro

[z, x + Ax]. Formalmente, tem-se

0Q ou ou
isto é,
AT Oy ou ou

Dividindo-se ambos os menbros por Az, tomando-se o limite quando Az tende a zero, observando-

se que o integrando é uma funcao continua de &, obtém-se

ou(z,t) . 0*u(x,t)
o M Tae

poc

em cada ponto z do fio. Fazendo-se a? = %, obtém-se

ou 0%

o~ o2

para todo ponto x do fio.

3.3 Extremidades a Temperaturas Fixas

Nesta secao trataremos problemas com temperaturas fixas nas extremidades.

o _ an
ot~ ¢ oa2

u(z,0) = f(x),0<z <L (3.1)
w(0,t) = Ty, u(L,t) = Ty
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Vamos analizar e resolver o problema inicialmente com T} = T, = 0, que chamamos de

condigoes homogéneas.

Condicoes Homogéneas

Ou _ ,0%u

ot " or2

w(z,0) = f(z),0 <z <L (3.2)
w(0,t) = 0,u(L,t) =0

Utilizaremos agora, um método chamado de separacao de wvaridveis, que consiste em
procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma funcao de ¢, ou

melhor,

u(z,t) = X(x)T'(t) (3.3)

Derivando e substituindo-se na equacao inicial obtemos
? X" (2)T(t) = X (2)T'(t) (3.4)

que podemos reescreve-la como
X"(x) 1T'(t)
X(z) a2 T(t)

Observemos que o primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo membro depende

(3.5)

apenas de t. Isto sé é possivel se eles forem iguais a uma constante.

X' 1T
X)) 2T (36)

Obtemos assim, duas equacoes diferénciais ordinarias

X"(x) = AX(2) =0,X(0) =0,X(L) =0
T'(t) — ®>XT(t) = 0

A primeira equagao pode ter as seguintes solugoes:

Se A > 0 entdo X (z) = C1eV™ 4+ Che~ VA7,

Se A =0 entao X (z) = C + Caz;

Se A < 0 entdo X (z) = Ci(senv/—Az) 4+ Cy(cos v/ —Ax).
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As condigoes de fronteira X (0) = 0 e X (L) = 0 implicam que A < 0, mais que isso A tem que

ter valores dados por
n’n?

A=

n=123,.. (3.8)
ou seja, a primeira equacao com as condig¢oes de fronteira tem solugao

X(x) :Clsenn—zx,n: 1,2,3, ... (3.9)

Assim, a segunda equagao diferencial tem solucao
012’!'1,271'2
T(t)=Coe™ 2 " n=1,23 .. (3.10)
Portanto, o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condigoes de fronteira possue

solugoes da forma
2.2 2

un(z,t) = X(2)T(t) = cpsen ?e_%t (3.11)
Além disso, combinacoes lineares dessas solugoes, sao também solucoes
u(z, t) = iu (x,t) = iv:c sen@e_ﬁz#t (3.12)
, n=1 h n=1 ' L |
Mais que isso, pode-se provar que também séries
3 3 ITE =g 3.13
= = —_— L .
u(zx,t) nz:lun(a:,t) ;cnsen 7€ (3.13)
sao solugoes.
Mas, para satisfazer a condigao inicial u(z,0) = f(z), temos que ter
%
f(z) = u(z,0) = c,&en? (3.14)
n=1

Esta é a série de Fourier de senos de f(x). Assim, pelo Coroldrio 2.1 se a funcao f(x)
pertencente ao espaco das fungoes continuas por partes, CP[0, L], entdo os coeficientes sao

dados por

) L
Cp = E/o f(a:)sen?dx,n =1,2,3,...
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Condicoes Nao Homogéneas

Ou _ 0

ot~ " a2

u(z,0) = f(x),0 <z <L (3.15)
u(0,t) = Ty, u(L,t) = Ty

Observe que uma funcao somente de x tal que a segunda derivada é igual a zero satisfaz

a equacao do calor. Assim,
(> =) -

u(z,t) =T + 7
satisfaz a equagao do calor e as condigoes de fronteira u(0,t) = T} e u(L,t) = T;. O que sugere

como solugao do problema inicial

2,22

(T, —T7) - nmx

. 9 — 11 —atnonty

u(x,t) 7T1+—L x—i—chsen—L e =
n=1

Agora, nestas condigoes, analizemos o comportamento da funcao para 0 < x < L no

problema.

Para satisfazer a condigao inicial u(z,0) = f(z), temos que ter

B (T, = T1) = nwx
flz) =T+ —7 2 + ;cnsenT

ou

(T; —T) Oo nmx
flx) =T, — %= chsenT

n=1

To—T . L.
%x. Assim, pelo colorério 2.1 na

Esta é a série de Fourier de senos de f(z) — T} —
pégina 13, se a fungao f(x) pertence ao espaco das fungoes continuas por partes, CP|0, L],

entao os coeficientes sao dados por

2 [ Ty — T,
anz/o [f(g;)—Tl—(2—Ll)x sen?daj,nzl,?,&--.

Observe que quando ¢ tende a mais infinito a solu¢ao do problema tende a seguinte solugao

(T3 —Tl)m

v(x,t) =T, — 7

chamada solucao estaciondria.
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Exemplo 3.1 Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos lados, com
coeficiente o = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10° C e 30° C e tal que a

temperatura tnicial € dada por

1042z, se0 <z <20
70 —x, se20<x<40

flx) =

Temos que resolver o problema

o _ o
ot 0x?
u(z,0) = f(z), 0 <x <40

u(0,t) = 10, u(40,t) = 30

A solugao é entao

o 2.2
u(l’, t) =10+ g + Z cpsen 71—71(-)11@7 1600 ¢
n=1

3.4 Barra Isolada nos Extremos

o _ a0

ot @ 0x?

u(z,0) = f(z),0<ax <L (3.16)
ou ou

8_13(0’15) - 07 %(Lat) =0

Vamos procurar uma solugao na forma de um produto de uma fungao de x por uma funcao

de t, ou seja,

u(z,t) = X(x)T(t)
Derivando e substituindo-se na equacao obtemos

? X" (2)T(t) = X (2)T(t)

que pode ser reescrita como

X"(x) 11T'(t)

X(z)  a2T(t)

O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de ¢. Isto s6 é

possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(z) _ 11'(@1) )
X(z) a?T(t)
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Obtemos entao duas equacoes diferenciais ordinarias

X"(z) — AX(x) =0, X'(0) =0, X'(L) =0
T'(t) — a®XT(t) =0

A primeira equagao pode ter como solucoes,

Se A>0: X(z) = CreV™ + Che Ve,
SeA=0:X(z)=Cy + Cax.

Se A< 0: X(x) = Cysen (v—=Ar) + Cy cos(v/—Ax).

As condigoes de fronteira X'(0) = 0 e X'(L) = 0 implicam que A < 0, mais que isso, A tem que

ter valores dados por

n?m?

)\:—?,n:O,l,Q,?),...

ou seja, a solugao da primeira equagao com as condi¢oes de fronteiras tem solucao

X(x) zclcos%,nzo,l,l?),...

Assim a segunda equacao diferencial tem solucgao

T(t) == 026_ L2 t,para n:O717273""

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condigoes de fronteira tem

solucoes da forma
up(x,t) = X(x)T'(t) = ¢, cos ?e* 1z !

Além disso, combinagoes lineares dessas solugoes sao também solucao

N N nmx O¢2n2ﬂ'2
u(z,t) = Zun(xat) = ch cos Te_ iz
n=0 n=0

Mais que isso, pode-se provar que também séries de 0 até o infinito, ou seja,

et i nmwx a2n2ﬂ'2
u(@,t) =Y un(z,t) =Y c,cos - t

sao solugoes.
Mas para satisfazer a condigao inicial u(z,0) = f(z), temos que ter

nmx

f(z) = uy(z,0) = icn CO8 ——
n=0
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Esta é a série de Fourier de cossenos de f(z). Assim pelo Corolario 2.1 na pagina 13
se a fungao f(x) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, CP[0, L], entao os

coeficientes sao dados por
1 [t 2 [*
co = Z/o flz)dz, e, = E/o f(z) cos?dm,n =1,2,3,...

Observe que a solugdo tende a v(z,t) = ¢y, quando t tende a mais infinito, ou seja,
a temperatura da barra vai tender a ficar constante e igual ao valor médio da temperatura

inicial.

3.5 Equacao da Onda

Em fisica, uma onda é uma perturbacao oscilante de alguma grandeza fisica no espaco
e periédica no tempo. A oscilacao espacial é caracterizada pelo comprimento de onda e a
periodicidade no tempo é medida pela frequéncia da onda, que é o inverso do seu periodo.

Estas duas grandezas estao relacionadas pela velocidade de propagacao da onda.

Ondas podem ser descritas usando um numero de variaveis, incluindo: frequéncia, com-

primento de onda, amplitude e periodo.

A amplitude de uma onda é a medida da magnitude de um distirbio em um meio durante
um ciclo de onda. Por exemplo, ondas em uma corda tém sua amplitude expressada como
uma distancia (metros), ondas de som como pressao (pascals) e ondas eletromagnéticas como
a amplitude de um campo elétrico (volts por metro). A amplitude pode ser constante (neste
caso a onda é uma onda continua), ou pode variar com tempo e/ou posi¢ao. A forma desta

variacao ¢ o envelope da onda.

O periodo é o tempo T de um ciclo completo de uma oscilagao de uma onda. A frequéncia
f é o periodo dividido por uma unidade de tempo (exemplo: um segundo), e é expressa em
hertz. Veja abaixo:
f 1
T
Quando ondas sao expressas matematicamente, a frequéncia angular (6mega; radianos por

segundo) é constantemente usada, relacionada com frequéncia f em:
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Quando uma corda é deformada, a perturbacao propaga-se por toda a corda, refletindo-
se nas suas extremidades fixas. Da interferéncia das varias ondas pode resultar uma onda
estacionéria, ou seja, um padrao de oscilagao caracterizado por sitios (os nodos) onde nao ha
movimento. As frequéncias de vibragdo variam com o comprimento da corda e com as suas
caracteristicas (material, tensao, espessura), que determinam a velocidade de propagagao das

ondas. A frequéncia mais baixa a que a corda vibra chama-se frequéncia fundamental.
A equacgao universal da onda

A forma mais simples desta equacao é:
v=M\f

em que:
v: Velocidade da onda
A: Comprimento de onda

f: Frequéncia de onda

3.6 Deducao da Equacao da Onda

Por corda entende-se um fio fino e flexivel. Supondo-se que, em estado de equilibrio, a
corda coincida com o eixo dos x de um sistema de coordenadas cartesianas com origem num
ponto 0 do plano R?; limitar-se-a, aqui, ao estudo de pequenas oscilacoes transversais. Por
transversal entende-se a oscilagao que se realiza em um plano que contém o eixo dos x e em

que cada elemento da corda se desloca perpendicularmente a esse eixo.

Representa-se por u(z,t) o deslocamento de cada ponto de z da corda no instante ¢, a
partir de sua posicao de equilibrio. As hipdteses que se seguem sao necessarias para a funda-
mentacao das consideragoes posteriores.

a) Todas as forcas de atrito, tanto internas como externas, nao serao consideradas.

b) A intensidade das forgas gravitacionais é pequena quando comparada com as tensoes na
corda.

¢) As amplitudes u(z,t) das oscilagoes e suas derivadas sdo pequenas, de modo que seus qua-

drados e produtos nao sao considerados nos célculos quando comparados com a unidade.

Num instante t fixo, suponha-se que o perfil da corda seja o representado na Figura 1,
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—_—
onde o segmento T173 se deformou, ao movimento, no arco de curva M; M.

Ui

xXv

Figura 1: Segmento deformado.

O comprimento do arco M;Ms, no instante t, é dado por

2 ou\ 2
5= / 1+ (—) dx
o ox
Em virtude da hipétese (¢) de pequenas oscilagoes, obtém-se

So R Ty — Xy,

isto é, considera-se s igual a x5 — 1. Desse modo, quando se estudam pequenas oscilagoes, nao
h& variacao do comprimento do segmento Z175. Dali, pela Lei de Hooke, pode-se concluir que
a intensidade da tensao 7', em cada ponto, nao varia com o tempo, ou seja, que a variacao da
tensao durante o movimento nao ¢ levada em conta em presenca da tensao de equilibrio Tj.

Aqui, Ty é a tensao a que estd submetido o segmento Z7x3 na posicao de equilibrio.

Como por hipétese, o movimento é na direcao perpendicular ao eixo dos x e as forcas

. ’ . A . ~ 7 . . =

externas e de inércia tém direcao também perpendicular a esse eixo, deduz-se que o arco M; M,
nao possui aceleracao na direcao x, isto é, a resultante das forcas na direcao x é nula. Entao,
representando-se por « o angulo agudo que a direcao T' faz com o eixo dos x, no instante t,

tem-se

T(z3) cosa(xy) — T(z1) cosa(zry) = 0.

Da hipdtese de serem pequenas as oscilagoes vem

(z) 1 1 1
cosa(z) = = ~ 1,
1+ tg2a(x) L+ <8u>2
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resultando que T'(z5) ~ T'(z1) quaisquer que sejam x; e x5 da corda. Assim, 7" nao depende de

x e sera identificada com Tj para todo x e t. Vale a pena lembrar o Principio de d’Alembert:

Principio de d’Alembert:

"Num sistema material em movimento, as forcas nele aplicadas e as forcas de inércia se

equilibram”.

A equacao diferencial de pequenas oscilagoes de uma corda estd deduzida como aplicacao
desse principio. Para tanto, serao explicitadas as forcas que atuam na corda. Viu-se que, devido
as condicoes impostas, as forgas responsaveis pelo movimento sao as componentes das tencoes
na direcao dos deslocamentos u, as forcas externas e as forcas de inércia. Calculando-se essas
forcas, obtém-se:

a) resultante das tensoes na direcao u:

Fy = Ty[sena(zy) — sena(zy)];

sendo:
%
Sen()d(.’]f) _ thé(fE) — ax ~ @7
V1+tg2a(z) ou\2 O
1+(§>

conclui-se que

n=nl(G), - (50).) = ) e

1

Portanto, a componente das tensoes na direcao de u é dada por

x2 a2u

B=%] 5»

dx;

1

b) forgas externas represente-se por p(x,t) a distribui¢ao de forgas externas por unidade de

comprimento atuando sobre a corda, na diregao u. Resulta que a forga F» que atua sobre o

—

arco MM, sera

x2
ng/ p(z, t)dz;

1

c) forcas de inércia seja p(x) a densidade linear da corda. A massa do segmento Az da
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corda é p(z)Az e a forca de inércia sobre esse segmento sera

0*u
—p(x)AxW.

Portanto, a forca F3 sobre o arco J\m serda dada por

T2 82u
F3 = —/ p(x)ﬁdx.

Finalmente do Principio de d’Alembert obtém-se
2 a2u aZu
/:c1 [%ﬁ‘ﬂ(@ﬁ +p(z,t) |dz =0,

quaisquer que sejam xq, o € t > 0. Supondo-se o integrando uma funcgao continua, segue-se
que
0%u 0%u
To— — p(z)—=—5 +p(x,t) =0.
Oaxg 10( )atz p( )
Esta tultima ¢é a equagao diferencial de pequenas oscilagoes de uma corda flexivel, sob a agao de

uma for¢a externa p(z,t). Quando p(z) é constante (corda uniforme), obtém-se

0%u 0*u
@ :a2ﬁ+F($,t), (317)

_ (T gy = P(2)
a—\/Z,F( ,1) P

Quando nao hé forca externa atuando na corda, a equagao se reduz a seguinte:

sendo

Pu 0%

3.7 Corda elastica com extremidades presas

A equagao (3.18) da segao anterior é chamada de Equacdo diferencial de pequenas os-

cilagoes de uma corda flerivel, sem influéncia de forgas externas.

Nesta secao, nosso objetivo é desenvolver a solucao deste problema com as condigoes

dadas a seguir:

Pu_ 0%

ot? — 0x?’ 9

u(e,0) = f(x), 57 (2,0) = g(x),0 <z < L
u(0,t) = 0,u(L,t) =0
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A solucao deste problema é a soma das solugoes dos problemas com apenas uma das fugoes

f(z) e g(x) nao nulas.

Com Velocidade Inicial Nula

u_

o2~ " 922 5

u(zx,0) :f(x),a—?(x,(]) =0,0<z<L
u(0,t) = 0,u(L,t) =0

Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma funcgao
de t, ou seja,

u(z,t) = X(x)T'(t)
Derivando e substituindo-se na equacao obtemos
a?X"(x)T(t) = X (2)T"(t)

que pode ser escrita como
X"x) 1T
x(z)  a® T(t)

O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é

possivel se eles forem iguais a uma constante

X" (z) _ iT//(t) N
x(x) a? T(t)

Obtemos entao duas equacoes diferenciais ordinérias

X"(z) = AX(z)=0,X(0)=0,X(L)=0

T"(t) — a*XT(t) = 0,7'(0) = 0
A primeira equacao com as condigoes de fronteira foi resolvida no problema do calor em uma
barra e tem solucao somente se

n’n?

)\:?,nzl,Q,S,...

ou seja, a solugao da primeira equagao com as condicoes de fronteiras tem solucao

X(x) = Cisen -

A segunda equacao diferencial com a condigao inicial tem solugao

antt

L

T(t) = Cycos
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Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condigoes de fronteira tem

solucoes da forma

up(z,t) = X(2)T(t) = ¢ sen —— cos

Além disso, pode-se provar que também séries

e
=1

- t
u(zx,t) = Z Up(z,t) = Z Cpsen ? oS (MZT
n=1 n

sao solugoes.

Mas, para satisfazer a condigao inicial de u(x,0) = f(z), temos que ter

f(z) =u(z,0) = g; cnsenn—zx.

Esta é a série de Fourier de senos de f(z). Assim pelo Coroldrio 2.1 na pégina 13 se a
fungao f(x) pertencente ao espaco das fungoes continuas por partes, CP[0, L], entao os coefici-

entes sao dados por

L
Cn :/ f(x)sen@dx,n =1,2,3,...
0 L

2L
Observe que a solucao u(z,t) para cada z é periddica com perfodo —.
a

As solucoes

amrt} nmwx
sen —
L

n 7t:[
U (n,t) cos 7

UA UA UA

XV

x

nmwx
Figura 2: Modos naturais de vibragao sen < paran =1, 2, 3

anmt

podem ser vistas como senos com amplitude variando de forma cossenoidal An(t) = cos #7=

A~ . anm N . ~ p

com frequéncias I chamadas frequéncias naturais da corda. Para cada n a fungao sen “7* ¢é
. ~ , nm .

chamada modo natural de vibracao e o periodo T é chamado comprimento de onda do modo

natural.
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Com Deslocamento Inicial Nulo

Pu_ 0

or " ox2

u(z,0) =0, a—::(x,O) =g(z),0<z<L
u(0,t) = 0,u(L,t) =0

Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma funcgao
de t, ou seja,

u(z,t) = X(x)T'(t)

Derivando e substituindo-se na equacao obtemos
a?X"(2)T(t) = X (2)T"(t)

que pode ser escrita como
X"x) 111
x(x)  a? T(t)

O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de ¢. Isto s6 é

possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(x) 1T

- -\
z(z) a? T(t)
Obtemos entao duas equacoes diferenciais ordinarias
X"(z) = AX(z) =0,X(0)=0,X(L)=0
T"(t) —a*XT(t) = 0,7(0) =0

A primeira equacao com as condigoes de fronteira foi resolvida no problema do calor em uma
barra e tem solucao somente se

n?n?

)\:7,7121,2,3,...

ou seja, a solucao da primeira equagao com as condig¢oes de fronteiras tem solucao

X(x) = Clsenn—zx,para n=20,1,2,3,...

A segunda equacao diferencial com a condicao inicial tem solucao

anmt

T(t) = Cysen ,paran=0,1,2,3,...
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Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condigoes de fronteira tem

solucoes da forma
t
up(z,t) = X(2)T(t) = ¢psen ?sen arzr

Além disso, pode-se provar que também séries

o [e.e] t
u(z,t) = Z Up(z,t) = Z cpsen ?sen m”zr
n=1 n=1

sao solugoes.

ou
Mas para satisfazer a condi¢ao inicial —(z,0) = g(z), temos que ter

ot

ou =, anm nmx
g(z) = a(m,O) = Z — CnS€D——

Esta é a série de Fourier de senos de g(x). Assim pelo Coroldrio 2.1 na pagina 13 se a

fungao g(x) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, CP|0, L], entdo os coefici-

entes sao dados por

9 L
%cn = z/o g(x)senn—?dx,n: 1,2,3,...

2L

Observe que a solugao u(z,t) para cada x é periédica com periodo —.
a

Caso Geral

Pu_ 20
oz~ * Bg? 9
u(e,0) = f(x), 5 (@,0) = g(x).0 <z < L

u(0,t) = 0,u(L,t) =0

Como dissemos antes a solucao deste problema é a soma das solucoes dos problemas com

apenas uma das fungées f(z) e g(x) nao nulas, ou seja,

u(z,t) = u(z,t) + u'9(z,1)
Exemplo 3.2 Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nos lados, com
coeficiente a = 2, com deslocamento inicial f(z) e com uma velocidade inicial g(z) dados por

z,se 0 <z <20

40 — 2,5 20 < x < 40
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Temos que resolver o problema

Ou_

otz 0z’ 9

u(z,0) = f(x), (%(x 0) =g(x),0 <z <40
u(0,t) = 0,u(40,t) =0

A solugao é entao

nmwx nmt nmt
CpSen —— cos —— dnsen sen —
Z +Z 20

em que ¢, e 2= d,, sao os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectivamente, ou
q n 20 “n g ’ 14 ’

seja,
Cn = / flx sen@d:p
1608611 5
= W,nzl,l&...
nmw 1[4 nwT
—d, = — —d
20 20 ), IW@sen—gedu
160sen 5
= W,n:1,2,3,...
3200sen 5~
dn = T,n:1,2,3,...
n3m
Portanto, a solucao é dada por
(2.1) 160 x~ sen™™  nmgz  nnut N 3200 o~ sen™  nmx  nxt
u(x = — sen cos sen sen
’ 2 — n? 40 20 3 - n3 40 20
160 v~ (—1)" (2n+ Drz  (2n+ D)mt
= — 5 sen sen +
T = (2n+1) 40 20

3200 o= (—1)" Cn+ Vmz  (2n+ 1)wt
sen sen
m = (2n+ 1) 40 20
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