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Resumo

Nesta monografia fazemos um estudo bibliografico relativos ao problema de Sturm-
Liouville, seguindo as referéncias [2], [3], [4], [5] e [6]. Também daremos um exemplo que
ilustra a maneira como as equacoes de Sturm-Liouville aparecem na Fisica Matematica.
Para isso usaremos a descri¢ao das oscilacoes de uma corda com extremidades fixas em
dois pontos a e b. Apesar de sua simplicidade este problema levanta uma série de
questoes fundamentais da teoria de Sturm-Liouville, como a existéncia de autovalores

e a possibilidade de expansao de uma fungao em série de autofungoes.

Palavras chave: Problema de Sturm-Liouville; construcao da sequéncia de autovetores; equagao

da corda vibrante.



Abstract

In this monograph we make a relative bibliographical study to the problem of Sturm
- Liouville, following the references [2], [3], [4], [5] and [6]. We will also give an example
that illustrates the way as the Sturm-Liouville equations appear in the Mathematical
Physics. For that we will use the description of the oscillations of a string with fixed
extremities in two points a and b. In spite of her simplicity this problem lifts a series of
fundamental subjects of the theory of Sturm-Liouville, as the existence of eigenvalues

and the possibility of expansion of a function in eigenfunctions series.

Key word: Problem of Sturm-Liouville, construction of the eigenvalues sequence, equation

of the vibrant string.
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Introducao

Nesta monografia estudaremos algumas propriedades da equacao de Sturm-Liouville

(p()z") + (Ar(t) + q(t))z = 0, (1)

definida em um intervalo [a, b] onde p(z) > 0, e A € R.

Mostraremos o teorema da separacao de Sturm, que afirma que duas solucoes linearmente
independente de (1) tem zeros alternados e o teorema da comparacao de Sturm que diz in-
tuitivamente que quanto maior for ¢ em (1) mais rapidamente as solugoes de (1) oscilardo.
Também sabemos que o complemento ortogonal de conjuntos de funcoes em L?(a,b) surgem
naturalmente como solugoes de certas equacoes diferenciais lineares de segunda ordem sob
apropriadas condigoes de fronteira, comumente referidas aos problemas de Sturm-Liouville de
valor de fronteira, apés o matematico suico Jacques Sturm 1803-1855 e o matematico franceés
Joseph Liouville 1809-1882, terem estudado esses problemas e as propriedades de suas solugoes.
As equagoes diferenciais consideradas aqui surgem diretamente como modelos matematicos de
movimento de acordo com a lei de Newton, mas frequentemente como resultado de uso do
método de separacao de variaveis para resolver as equagoes diferenciais parciais classicas da

fisica, como equacao de Laplace, a equacao de calor, e a equagao de onda.



Capitulo 1

Fatos historicos

1.1 Jacques Charles Francois Sturm

Jacques Charles Francois Sturm nasceu em 29 de setembro de 1803, em Genebra, na Suica.
Seu pai era um professor de matematica. Quando Sturm tinha 16 anos, seu pai morreu e sua

familia caiu em uma situacao financeira dificil.

Na Academia de Genebra, a forte capacidade em matematica de Sturm foi reconhecida por
seus instrutores, de modo que, um dos seus professores, Jean-Jacques Schaub, se dispos apoia-
lo financeiramente para que ele pudesse frequentar a escola em tempo integral. Na Academia
de Genebra, Sturm conheceu Daniel Colladon, cuja amizade e colaboracao foi importante no

desenvolvimento de seus primeiros trabalhos em matematica.

Quando Sturm se formou na Academia, ele aceitou um cargo como tutor para o filho mais
novo de Madame de Staél, em 1823. Madame de Staél foi um escritor muito bem sucedido e

famoso francés que morreu em 1817.

Antes do final de 1823 a familia de Madame de Staél se mudou para passar seis meses em
Paris e Sturm, como tutor, naturalmente os acompanhou. A familia passava seis meses de cada
ano em Paris e Sturm foi capaz de se juntar a eles. Através da familia, ele foi capaz de encontrar
muitos dos luminares intelectuais da sociedade francesa, incluindo Dominique Francois, Jean
Arago, Pierre-Simon de Laplace, Denis Simeon Poisson, Jean Baptiste Joseph Fourier, Louis

Joseph Gay-Lussac, e Marie Andre Amperes, entre outros.

Em 1824, Sturm e Colladon tentaram ganhar um prémio oferecido pela Academia de Paris

sobre a compressibilidade da dgua. Os resultados nao foram os esperados e Colladon gravemente



feriu a mao. Tentaram novamente em 1825. Neste tempo Sturm comegou um trabalho de tutoria
ao filho de Arago e consequentemente, tinha acesso ao laboratério de Ampere e recebeu apoio
e conselhos de Fourier. Com toda essa ajuda, mesmo nao sendo remunerado, eles fizeram uma

melhoria significativa face ao ano anterior.

No ano seguinte, ambos Sturm e Colladon trabalharam como assistentes de Fourier. Além
disso, eles continuaram seus experimentos sobre a compressabilidade da agua e, desta vez, eles
ganharam o Grande Prémio da Academia de Ciéncias. O dinheiro do prémio foi o suficiente

para que eles pudessem permanecer em Paris e se dedicarem a sua pesquisa.

Um dos trabalhos mais famoso de Sturm foi publicado em 1929: Memorial sobre a re-
solugao das equagoes numeéricas. Nele é considerado o problema de determinar o nimero de
raizes reais de uma equacao em um determinado intervalo. O problema era famoso com uma
longa historia, por ter sido considerado por Descartes , Rolle , Lagrange e Fourier. O primeiro
a dar uma solucao completa foi Cauchy, mas seu método era pesado e pouco pratico. Sturm
alcancou a fama com seu trabalho, que, usando idéias de Fourier, deu uma solucao simples. A

respeito deste trabalho Hermite escreveu:

7 Teorema de Sturm teve a sorte de tornar-se imediatamente um classico e de encontrar
um lugar no ensino que iria realizar para sempre. Sua demonstragao, utiliza apenas consi-

deragoes elementares, e ¢ um raro exemplo de simplicidade e elegancia.”

Apesar do trabalho ter sido bem recebido, Sturm teve dificuldade para encontrar trabalho
até a revolucao de 1830. Com a ajuda de Arago, Sturm se tornou professor de matematica no
Colégio Rollin. Trés anos mais tarde, tornou-se um cidadao frances e trés anos depois é que ele

foi admitido na Académie des Sciences.

Ele iria fazer contribuicoes significativas para equacgoes diferenciais relacionadas com a
teoria de Poisson do Calor. Hoje, esse trabalho junto com o trabalho feito por Liouville forma
o que ¢ conhecido como Teoria de Sturm-Liouville. Mais tarde em sua carreira, ele foi professor
na Ecole Polytechnique. Ele fez contribuicoes a geometria infinitesimal, geometria projetiva,

geometria diferencial e éptica geométrica.

Em 1851 sua saide comecou a falhar. Ele foi capaz de voltar a lecionar durante sua longa
enfermidade, mas ele faleceu em 18 de Dezembro de 1855, em Paris. O nome de Sturm faz

parte da lista de 72 nomes gravada na Torre Eiffel .



1.2 Joseph Liouville

Joseph Liouville nasceu em 24 margo de 1809 em Saint-Omer na Franca. Seu pai era um oficial
do exército de Napoledo, assim, seus primeiros anos, ele viveu com seu tio. Somente quando

Napoleao foi derrotado, seu pai retornou e a familia viveu juntos em Toul na Franca.

Em Paris, Liouville estudou matematica na Faculdade de St. Louis. J& nesta época, ele

mostrou interesse e talento em tépicos avancados de matematica.

Em 1825, quando tinha 16 anos, entrou para a Ecole Polytechnique. Na Ecola Poly-
technique, ele assistiu a palestras de André Marie Ampere e Francois Jean Dominique Arago.
Mesmo nao assistindo nenhuma palestra de Augustin Louis Cauchy, ele foi muito influenciado
por ele. Dentre seus examinadores, quando ele se graduou, podemos citar Gaspard de Ponei e

Simeon Denis Poisson.

Ele se formou em 1827 e entrou na Ecole des Ponts et Chaussées, com a intencao de se
tornar um engenheiro. Os projetos de engenharia naqueles tempos eram fisicamente exigentes
e Liouville encontrou sua saude seriamente afetada. Ele teve algum tempo de folga e retornou
a Toul. Ele casou-se com Marie-Louise Balland e decidiu pedir demissao em 1830 da Ecole des

Ponts et Chaussées.

Em 1831, ele aceitou uma posi¢ao académica na Escola Politécnica. Foi assistente de
Claude Louis Mathieu. Ao fazer isso, Liouville desenvolveu uma reputacao enfocada em temas

avangados.

Muitas vezes, Liouville tentou melhorar sua posicao na Ecole Polytechnique, sem sucesso.
Ele também estava frustrado com a qualidade dos periédicos de Matematica na Franca na
época. Em 1836, comecou a sua prépria revista de matematica, Jornal de Mathematiques
Pures et Appliquées, que também era conhecido como o Journal de Liouville. Por essa época,
ele tinha desenvolvido uma reputacao internacional baseada em seus trabalhos que publicou
no Jornal de Crelle. A revista foi um sucesso e publicou muitos trabalhos significativos de

matematicos franceses.

Em 1838, tornou-se Professor de Analise e Mecanica da Escola Politécnica. Em 1840, ele
foi eleito para a Académie des Sciences em Astronomia e ele também foi eleito para o Bureau

des Longitudes.

Liouville tornou-se amigo intimo de Arago e chefe do Partido Republicano na Franga.

Liouville foi encorajado a concorrer a um cargo. FEm 1848, Liouville foi eleito para a Assembléia



de Organizacao, infelizmente, sua carreira politica nao durou muito tempo. Isto teve um grande

impacto sobre seu espirito como foi observado por um de seus bidgrafos.

Lioville teve uma producao matematica fenomenal escreveu mais de 400 trabalhos matematicos.
Mais de 200 trabalhos, foram sobre a teoria dos ntimeros. Outros trabalhos abrangeram uma

série de topicos, incluindo a fisica matematica, a astronomia, assim como a matematica pura.

Ele introduziu o calculo fracionado como parte de sua analise do eletromagnetismo, foi
também o primeiro a provar a existéncia de numeros transcendentes, nimeros que nao €
algébrico (isto é, nao pode ser uma solugao para uma equagao polinominal nao constante
com coeficientes racionais). Fez um trabalho muito importante sobre os problemas de valor de
contorno com equagcoes diferenciais, no que hoje é chamado de Teoria de Sturm-Liouville e um

trabalho importante em mecanica estatistica e teoria da medida.

Talvez, o seu impacto mais importante na matemaética foi a descoberta das memorias
por Evariste Galois. Em 1843, ele anunciou a Academia de Paris que tinha descoberto muito
"insights” brilhantes por Galois. A Meméria de Galois foi entao publicada em 1846 que iria
introduzir a teoria dos grupos e Galois teria o lugar entre os matematicos mais célebres da
historia.

Liouville morreu em 08 de Setembro de 1882. Muitos historiadores o consideraram o

maior matematico de seu tempo. A cratera de Liouville na Lua é nomeado em sua honra.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo descreveremos os pré-requisitos necessarios para provarmos o problema se

Sturm-Louville.

2.1 A Equacao diferencial auto-adjunta de segunda or-

dem

Nesta se¢ao, estamos preocupados (formalmente)com a equacao diferencial auto-adjunto de

segunda ordem
(p(t)2") + q(t) = h(t)
Suponhamos que p, g e h sdo continuas em um dado intervalo I e p(t) > 0 em I.
Seja
D := {x: x e px’ sao continuamente diferencidveis em I}.

Definimos, entao o operador linear L em D por

Lz (t) = (p(t)2'(t))" + q(t)(t),

paratodot € I. Entdo, a equagao auto-adjunta pode ser escrita resumidamente como Lx = h(t).
Se h(t) = 0, obtemos a equagao diferencial auto-adjunta homogénea Lx = 0, caso contrario,

dizemos que a equagao diferencial Lz = h(t) é ndo-homogénea.

Definicao 2.1.1 Se x € D e Lxz(t) = h(t) para todo t € I, dizemos que x é uma solugio de
Lz =h(t) em I.



Exemplo 2.1.1 Neste exemplo, mostraremos que as equacgoes diferenciais lineares de sequnda

ordem da forma

pa(t)2" (1) + pr()2'(t) + po(t)x(t) = 9(t), (2.1)

onde suponhamos po(t) #0 em I e p;, i =0,1,2, e g sdo fungoes continuas em um intervalo

I, pode ser escrita na forma de uma equacao auto-adjunta.

Solugao: Com efeito, seja x uma solucao de (2.1). Entao

pa(t)” + p1(t)z’ + po(t)r = g(t).

Como pa(t) # 0,

t t t
p2(t) p2(t) p2(t)
OF
para todo t € I. Multiplicando os dois membros da equagao acima pelo fator integrante el 2“)
obtemos
of By PO raGa gy Pl puGa gy o pGa 90
pa(t) pa(t) pa(t)
isto é,
/
et + 20ty - S0 sz
pa(t pa(t) )
Assim, obtemos que z é uma solucao da equacao auto-adjunta
!/
(p()2’) +a(t)z = h(t).
onde
p(t) =e Z;Ezgdt > O, (t) = po(t) ef gggdt’ h(t) = &e ?ggdt

p2(t) p2(t)
para todo t € I. Note que p,q e h sao continuas em I. Na verdade p é continuamente

diferenciavel em I. Em muitos estudos sobre equagao diferencial auto-adjunta, supoe-se que p
é continuamente diferenciavel em I, mas vamos supor que p é apenas continua em I. Neste

caso a equacao auto-adjunta Lx = h(t) é mais geral que a equagao diferencial linear (2.1).

Exemplo 2.1.2 FEscreva a equagao diferencial
t2x" 4 3tz + 6x = t4,

para t € I :=(0,00) na forma auto-adjunta.



Solucao: Dividindo os dois membros por t?, obtemos

3 6
'+ 2+ —x =12
t t2

Assim,

3 1 3
eftdt _ e3ftdt — 3t _ nt? _ 43

é um fator de integracao para os dois termos da equagao acima. Multiplicando a 1ltima equacao

pelo fator integrante ¢2, obtemos a equacao auto-adjunta
32" + 3t%2" + 6tr = 15,

isto é,

(t*2] + 6te = t°.

Teorema 1 Suponha que a funcdo matriz A de ordem n xn e a funcao vetor b de ordem n x 1

sao continuas em um intervalo 1. Entao, o PVI
x' = A(t)x + b(t)
l'(tg) = X,

onde tg € I e xo € um vetor constante de ordem n X 1 dado, tem uma unica solucao e essa

solucao existe em todo intervalo I.

Teorema 2 (Existéncia e Unicidade) Suponha que p, g € h sdo continuas em I e p(t) >0

em I. Sea € I, entdo o problema de valor inicial (PVI)

Lz = h(t),
z(a) = xo,
x'(a) = 1,

onde xy e x1 sao constantes dadas, tem uma unica solucao no intervalo I.

Demonstragao: Primeiro escreva Lx = h(t) como uma equagao de vetores equivalentes. Seja

x uma solugao de Lx = h(t) e defina

Entao



Além disso, como z é uma solugdo de Lz = h(t), isto é,

L (x(t)) = (p(t)2'(t)) + q(t)a(t) = h(t).

Assim,

entao z é uma solucao da equacao matricial

J = A(t)z + b(t),

onde
0 5 0
Al) = ML b =
—q(t) 0 h(t)
Na forma vetorial
' (t) _ 0 ﬁ x(t) N 0
y'(t) —q(t) 0 y(t) h(t)

Note que a funcao matriz A e a funcao vetor b sao continuas em I. Por outro lado, é facil ver

que se

define uma solucao da equagao vetorial
2= A(t)z + b(t),

entdo, z é uma solugao da equacgao escalar Lz = h(t) e y(t) = p(t)2’(t). Pelo Teorema 1 existe

uma unica solucao z do problema de valor inicial

2= A(t)z + b(),
X )
z(a) = " =2
Y1
em [. Mas, isto implica que existe uma unica solu¢ao de Lz = h(t) satisfazendo

z(a) = xg, pla)’(a)=y1 = 2'(a)= Z% = 11,



e esta solucao existe em todo intervalo I. Daqui, segue que o problema de valor inicial

L(x(t)) = (p(t)2' (1)) + q(t)x(t) = h(t),
z(a) = xo,
2'(a) =z,

tem uma unica solucao em 1.

Observacao 1 Alguns autores preferem chamar as condi¢oes z(a) = xy, p(a)r’(a) = y; de

condigoes iniciais, mas para nos, as condigoes iniciais serao x(a) = xg, x'(a) = x1.

Definicao 2.1.2 Suponha que x, y sao funcgoes diferencidveis em um intervalo I, entao defini-

mos o Wronskiano de x e y por

para todo t € I.

Teorema 3 (Identidade de Lagrange) Se xz,y € D, entdo
y(t)La(t) — x(t) Ly(t) = {y(t);2(t)},
para todo t € I, onde {y(t);x(t)} € a chave de Lagrange de y e x que € definida por
{y(t);z(t)} == p(t)wly(t), =(1)],

para todo t € I, onde wly(t),z(t)] é o wronskiano de y e .

Demonstracao: Sejam x,y € D e considere
{y();z(t)} = {p(t)wly(t), z(t)]}
= {y()p(t)2'(t) — =(t)p(t)y' (1)}

= y@)[(p()2' (1) + )z (D)) — =(O)[(p@)y' (1)) + q()y ()]
= y() La(t) — 2(t) Ly(t),

para todo t € I que é o que queriamos provar. ]

10



Corolario 1 (Férmula de Abel) Se z ey sio solugoes de Lz =0 em I, entdo

C

wlz(t), y(t)] = o0

para todo t € I, onde C' € uma constante.

Demonstracao: Suponha que z e y sao solugoes de Lz = 0 em . Pela Identidade de Lagrange,

(1) Ly(t) — y(t) L (t) = {x(t); y(1)},

para todo t € I. Como x e y sao solugoes de Lx = 0 em I, obtemos

para todo t € I. Assim,

isto é,

para todo t € I, o que mostra a formula de Abel. [ ]

Definigao 2.1.3 Se x e y sao continuas em |a,b], definimos o produto escalar de x ey por
b
(@) = [ ooy
Corolério 2 (Férmula de Green) Se [a,b] C I e x,y € D, entao

(y. L) — (Ly,x) = {y(t);z(t)}o,

onde {F(t)} := F(b) — F(a).

Demonstracao: Sejam z,y € D, entao pela identidade de Lagrange,

y(t)La(t) — (1) Ly(t) = {y(t); x()},

para todo ¢t € I. Integrando os dois lados da igualdade acima de a até b, obtemos o resultado

desejado

(y, Lz) — (Ly, =) = {y(t); =(t)}..

11



Corolario 3 Se u,v sao solugoes de Lx =0, entao

(a) wlu(t),v(t)] # 0 para todo t € I, ou

(b) wlu(t),v(t)] =0 para todo t € I.

Demonstracao: Suponha que u,v sao solucoes de Lxr = 0. Entao pela féormula de Abel

C
p(t)’

C # 0, entao a parte (a) deste teorema ¢ valida, entretanto se C' = 0, a parte (b) deste teorema

(Coroléario 1), tem-se que wlu(t),v(t)] = para todo t € I, onde C' é uma constante. Se

é valida. -

Observagao 2 O caso (a) ocorre se u,v sao solugdes linearmente independentes em I, e o

caso (b) ocorre se u,v sio solugoes linearmente dependentes em I.

Mostraremos que a equacao diferencial Lx = 0 tem duas solugoes linearmente indepen-

dentes em I. Para ver isto, basta considerar a € I e admitir que u seja solugao do PVI

Lu =0,

u(a) =1,

u'(a) =0,
e admitir que v seja solucao do PVI

Lv =0,

v(a) =0,

v'(a) = 1.

Como o Wronskiano destas duas solugoes em a é diferente de zero, segue que, estas duas solugoes

sao LI em I, pelo Corolario 3.

Teorema 4 Se x1, x5 sdo solucdes linearmente independentes de Lx = 0 em I, entdo
T = 121 + Calo (2.2)

€ a solugao geral da equacao Lx = 0.

Demonstracao: Suponha que x1, 2 sao solucgoes linearmente independentes de Lz = 0 em [.

Seja = da forma de (2.2). Entao

Lz = L(cixy 4 cox9) = Leyzy + Legws = ¢ Ly + co Ly = 0,

12



logo, x é uma solucao de Lx = 0. Por outro lado, suponha que x é solucao de Lz = 0 em I.
Seja ty € I e consideremos

zo :=x(to) e x1:=12'(ty).

Seja
y(t) = crz1(t) + caxa(t).

Mostraremos agora que podemos escolher constantes ¢y, co tais que
y(to) = wo, ¥'(to) = 1.

Estas duas equacoes sao equivalentes as equacgoes
c1z1(to) + cowa(to) = o,

Cll‘/l (to) + CQI’Q(t(]) =T1.

O determinante dos coeficientes para este sistema ¢é

wlzy, z2](to) # 0,

pelo Corolario 3, uma vez que, x; e x9 sao LI. Sejam ¢, ¢y as tnicas solucoes deste sistema.
Entao

Y = C1x1 + C2T9,

¢ a solugao de Lx = 0 satisfazendo as mesmas condigoes iniciais de = em ?y. Pela unicidade de

solucoes do PVI, = e y sdo as mesmas solugoes. Assim, obtemos
T = C1X1 + C2Z2,

que ¢é o resultado desejado. ]

Observacao 3 Por isto dizemos que toda funcdo desta forma é uma solucao de Lx = 0.

Reciprocamente, toda solugdo de Lx =0 é de forma (2.2).

2.2 Um Exemplo Interessante

Nesta secao indicamos como o Teorema 2 pode ser usado para definir fungoes e como podemos

usar isto para derivar as propriedades destas funcoes.
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Definicao 2.2.1 Definimos s e ¢ como sendo as solu¢oes dos PVI,

s"+s5=0, " +c=0,
s(0) =0, c(0) =1,
S,<O) =4 C,<O) =0,

respectivamente.

Teorema 5 Sejam s e ¢ solugoes dos PVI acima. Entdao:

i) §'(t) = c(t), d(t)=—s(t);

ii) s%(t) + A(t) = 1;

iii) s(—t) = —s(t), c(—t) =c(t)

iv) s(t+ ) = s(t)c(a) + s(a)c(t), c(t+ a) = c(t)c(a) — s(t)s(a);

v) s(t —a) = s(t)c(a) — s(a)e(t), c(t —a)=-c(t)c(a)+ s(t)s(a),
para todo t,a € R.

Demonstragao: i) Como ¢ e s’ sao solugoes do mesmo PVI

para todo t € R. Analogamente, —s e ¢ sao solu¢oes do mesmo PVI

2 +x=0,
z(0) =0,
2'(0) = —1.

Pelo Teorema de unicidade das solugoes, temos

¢(t) = —s(t),
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para t € R.

ii) Pelo Teorema de Abel o Wronskiano de ¢ e s é uma constante, isto ¢,

ct) s@) | | sO | |1 0] )
c(t) s(t) ¢(0) (0) 01|
Do item i), tem-se que §'(t) = ¢(t) e ¢(t) = —s(t). Dai e da igualdade acima, obtemos:

0 s |
—s(t) c(t)

Y

o que implica

2 (t) +A(t) = 1.

iii) Como s(—t) e —s(t) sao solugbes do mesmo PVI

2+ =0,
z(0) =0,
2(0) = —1,

temos pelo Teorema de unicidade das solugoes que

s(=t) = =s(1),

para todo ¢ € R. Analogamente, como ¢(—t) e ¢(t) sdo solu¢oes do mesmo PVI

2 +x=0,
z(0) =1,
2'(0) =0,

temos pelo Teorema de unicidade das solugoes que

iv) Como s(t + a) e s(t)c(a) + s(a)c(t) sao solugdes do mesmo PVI

2 +x=0,
2(0) = s(a),
#(0) = e(a),

temos pelo Teorema de unicidade das solugoes que

s(t+ a) = s(t)e(a) + s(a)c(t),

15



para t € R. Analogamente, como c(t + a) e ¢(t)c(a) — s(a)s(t) sao solugoes do mesmo PVI

2 +x=0,
z(0) = c(a),
2'(0) = —s(a),

temos pelo Teorema de unicidade das solugoes que
c(t + o) = c(t)c(a) — s(a)s(t),

para t € R. Finalmente, usando os itens (iii) e (iv), podemos provar a parte (v). [

2.3 Funcao de Cauchy e Férmula da Variacao das Con-

stantes

Nesta secao iremos obter a férmula da variacao das constante para equacoes diferenciais

auto-adjunta de segunda ordem nao-homogéneas.
Lz = (p(t)a') + q(t)x = h(t), (2.3)

onde supomos que h é uma funcao continua em /.

Teorema 6 Se u ev sdo solugoes linearmente independentes da equacao diferencial homogénea

Lr=0em I ez é uma solugao da equagio diferencial nao-homogénea Lx = h(t) em I, entdo
T = Clu+ cv + 2,

onde ¢ e ¢y sdo constantes, é a solugao geral da equagao diferencial nao-homogénea Lz = h(t).

Demonstracao: Sejam u e v solugoes linearmente independentes da equacao diferencial ho-

mogénea Lr = 0 e seja z uma soluc¢do da equagao diferencial ndo-homogénea Lx = h(t). Defina
T i=Clu+ CcU + 2,
onde ¢ e ¢y sao constantes. Entao

Lr=clu+clv+Lz=c0+c0+Lz=Lz=h.
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Assim, para quaisquer constantes c; e co, T := ciutcov+2z, é uma solucao da equacao diferencial
nao-homogénea, Lx = h(t). Por outro lado, seja xg uma solugdo da equagao diferencial nao-
homogénea Lz = h(t) e defina

Tri=xy— 2.

Entao

Lx=Lxg—Lz=h—h=0.

Como x é uma solugao da equacao diferencial homogénea Lz = 0 e pelo Teorema 3 existem
constantes c; e ¢y tal que

T = C1U + Cov.

Portanto, usando o fato que x = xg — z, obtemos

To = U + CoU + Z.

Definigao 2.3.1 Define-se a func¢io de Cauchy xz(-,-) para Lx =0 como sendo a fung¢do

x: I x I — R tal que para cada s € I fixo, x(-,s) € a solugdo do problema de valor inicial

Lx =0,
z(s) =0,

Exemplo 2.3.1 Encontre a fun¢io de Cauchy para (p(t)x’) = 0.

Solugao: Para cada s fixo, temos:
(p(t)a'(t,s)) =0, tel.

Daqui,
p(t)'(t,s) = afs).

A condigao 2'(s,s) = Iﬁ implica a(s) = 1. Implicando que

(s) = -
Z'(t,s) = o0

Integrando de s até t e usando a condigao z(s, s) = 0, obtemos

z(t,s) = / t ]%dr.
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Exemplo 2.3.2 Encontre a funcao de Cauchy para

(e7?'2") + 6e "'z = 0.

Solugao: Desenvolvendo essa equacao e simplificando, obtemos a equacao equivalente
2" — 52" + 62 = 0.

Daqui resulta que a fungao de Cauchy é da forma

z(t,s) = as)e* + B(s)e*.
Usando o fato que p(t) = e~ e as condigoes

x(s,8) =0, 2'(s,8)=——=¢",

obtemos o sistema

afs)e* + B(s)e** =0

2a(s)e* + 30(s)e = .

Resolvendo, o sistema temos

Portanto,

Teorema 7 Se u,v sdo solucoes linearmente independentes de Lx = 0, entao a funcao de

Cauchy para Lx =0 € dada por

para t,s € I.
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Demonstragao: Como u, v sao solugoes linearmente independentes de Lx = 0, o Wronskiano

destas duas solugoes é sempre diferente de zero, pelo Corolério 3, por isso, podemos definir
u(s
u

)
() w(t)
(

2

u'(s) v'(s)
para t,s € I. Como para cada s fixo em I, a fungao y(-,s) é uma combinagao linear de u e
v, logo, pelo Teorema 4 a func¢ao y(¢,s) é uma solugdo de Lx = 0. Além disso, y(s,s) = 0
e y'(s,s) = }%. Assim, temos pela unicidade de solu¢oes do problema de valor inicial que

y(t,s)=xz(t,s) para t € I e para cada s fixo em I, o qual da o resultado desejado. [ ]

Exemplo 2.3.3 Use o Teorema 7 para encontrar a funcdao de Cauchy para
(p(t)z")" = 0.

Solugao: Seja a € I, entao u(t) := 1, v(t) = f: ﬁdr definem solugdes linearmente indepen-

dentes de (p(t)x’)" = 0. Assim, pelo Teorema 7, a fungao de Cauchy é dada por

s 1
1 fa md’r

1 [fLar t
x(t,s) = Js o) :/ ——dr.
o) L o7
O

Exemplo 2.3.4 Use o Teorema 7 para encontrar a funcdao de Cauchy para
(e7?'2") + 6e "'z = 0.
Solucgao: Do Exemplo 2.3.2
ut) =e*, vt)=¢e* teR
definem solucgoes linearmente independentes da equagao
(e7®2') +6e 'z =0, t€R.

Assim, pelo Teorema 7, a funcao de Cauchy é dada por

623 633

2t 3t

e e 3t 2s 2t ,3s

ee —ee
ZL‘(t,S) _ o — = = _ €3t628 2t635.
025 B8 e55(3e% — 2¢%)
6755
2623 3633
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Para o que segue necessitaremos do seguinte resultado.

Lema 1 Suponha que f(-,-) e a sua derivada parcial fi(-,-) de primeira ordem sdo fungoes

continuas em I x I ea € I. Entao

d [t t
E/a f(t,s)ds:/a fe(t, s)ds + f(t, 1),

para t € I.

Demonstragao: Considere a mudanga de variaveis r = r(t) e u = u(t). Entao, usando a regra

da cadeia e a mudanca de variaveis, obtemos:

i/tf@ﬁ)ds:i/rf(u,s)ds:
5o ([ stwsas) G 5 ([ stwsias) G =

0
:/a fu(%S)dSa—i‘f(U,?")a—z

Fazendo, r(t) =t e u(t) = t, obtemos

d [t !
E/a f(t,s)ds:/a Jit, s)ds + f(1,0), Vi € T.

Teorema 8 (Férmula da variagao das constantes) Suponha h continua em I e a € 1.

Entao a solucao do problema de valor inicial

Lz = h(t),
z(a) =0,
x'(a) =0,

€ dada por
t
x(t) :/ x(t,s)h(s)ds, tel,

onde z(+,-) € a funcao de Cauchy para Lx = 0.

Demonstracao: Seja



para t € I. Note que z(a) = 0. Suponhamos
' (t,8) == x4(t, s).
Entao, pelo Lema 1 e do fato que z(t,t) = 0 temos:

T (t) = / Z'(t, s)h(s)ds + x(t, t)h(t)

Portanto, 2'(a) =0 e t
P00 = [ ple)e' (e s)hs)ds

Dai, segue-se novamente do Lema 1 e do fato que 2/(¢,t) = oL

O @) = [ (022, Bs)ds + (0’1, OA0

t
= [ o't (s)as + )
Portanto, da tltima igualdade e da definicao de x, obtemos
Lz (t) = (p(t)' (1)) + q(t)x(t)

t

= [ {p®)2'(t,5)) + q(t)x(t, 5)} h(s)ds + h(t)

a

:/th(t,s)h(s)derh(t)
= h(t),

para todo t € I, uma vez que z(+,-) é a fungdo de Cauchy para Lz = 0. A unicidade segue do

Teorema 1. ]

Corolario 4 Suponha h continua em I e a € I. A solu¢ao do problema de valor inicial

Lz = h(t),
z(a) = a,
'(a) = B,

onde o e 3 sao constantes, € dada por
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parat € I, onde u é a solucao do PVI

Lu =0,
u(a) = a,
u'(a) =,

e, (+,+) € a fung¢ao de Cauchy para Lz = 0.

Demonstracgao: Seja
t
x(t) == u(t) +/ x(t, s)h(s)ds,

onde u, x(+,), e h estao definidas no enunciado do teorema. Entao
z(t) = u(t) + v(t),

onde

Entao pelo Teorema 8, tem-se:

Dai, segue que

2'(a) = u'(a) +v'(a) = 3
Portanto,
La(t) = Lu(t) + Lo(t) = h(t),
para t € I.

Exemplo 2.3.5 Use a formula da variagao de constantes para resolver o PVI

(6_5tl‘/)/ + 66_5tl‘ — et’
z(0) =0,
2'(0) =0,
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Solugao: Pelo Exemplo 2.3.2, temos que a fungao de Cauchy para (e >'x’) + 6e "'z = 0 é

dada por

.I'(t, S) — €3t€25 _ €2t€38,

para t,s € I. Assim, a solucao desejada é dada por

x(t):/O x(t, s)h(s)ds

:/t(e3t625_62t63s>65d8
0
t t
:e?’t/ e3sds—62t/ e*ds
0 0
se (1 a1 o (Lo 1
‘ (36 3) ‘ (46 4>

_ 1€6t_163t_166t+162t

3 3 4 4
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Capitulo 3

Problema de Sturm-Liouville

3.1 Problema de Sturm-Liouville

Nesta secao estaremos preocupados com a equacao diferencial de Sturm-Liouville
(p(t)2") + (Ar(t) +q(t))z =0 (3.1)

Além das hipoteses ja citadas sobre as funcoes p e ¢, suponhamos também que A é um parametro

real e r(t) > 0 em I. Note-se que a equagao (3.1) pode ser escrita na forma
Lz = —Xr(t)x.
Nesta segao estamos preocupados com o problema de Sturm-Liouville (PSL)

Lz = —\r(t)x,
az(a) — pa'(a) =0, (3.2)
yx(b) + 02’ (b) = 0,

onde «, 3,7, d sao constantes satisfazendo
A+ 3 >0, ¥+6°>0.

No que segue apresentaremos alguns definicoes que serao importante para compreenssao

do que segue.

Definigao 3.1.1 Dizemos que Ao € um autovalor para o PSL (3.2) quando o mesmo tem uma
solugao nao-trivial xo com X = X\g. Sendo assim, dizemos que xy é uma autofuncao correspon-

dente a Ao € que Ao, zo € um auto par para o problema PSL (3.2).
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Definicao 3.1.2 Dizemos que Ao € um autovalor simples quando existe apenas uma autofuncao

linearmente independente correspondente a Ag.

Observagao 4 Note que se \g,xog € um autopar para o problema PSL (3.2) e, k é qualquer
constante diferente de zero, tem-se que Ao, kxg também € um autopar para o problema PSL
De fato,

L(kxo) = kL(x¢) = k(=Xor(t)xo) = —Aor(t)(kxo)

Exemplo 3.1.1 Encontre autopares para o problema de Sturm-Liouville

==\,
z(0) =0, (3.3)
z(m) =0.

Solugao: A forma para uma solucao geral de (3.3) é diferente para os casos A < 0, A =0¢e
A > 0, por isso, no intuito de encontrar autopares para o PSL (3.3) consideraremos trés casos
separadamente.
1° Caso: Suponha X < 0. Neste caso, seja A = —p?, onde u > 0. Entao a solucao geral de
(3.3) é definida por

x(t) = ¢y cosh(ut) + cosenh(ut), t € [0, 7.

Para satisfazer a primeira condi¢ao de contorno z(0) = 0, somos obrigado a tomar ¢; = 0. A

segunda condicao de contorno da
x(m) = cosenh(um) = 0,
o que implica ¢; = 0, e portanto, quando A < 0 o PSL (3.3) possui apenas a solugao trivial.
Logo, o PSL (3.3) nao possui autovalores negativos.
2° Caso: Quando A = 0 a solucao geral de (3.3) é dada por
x(t) = et + co.
Como z(0) = 0, temos ¢z = 0. Entao a segunda condigao de contorno nos dar

z(m) = cm =0,
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o que implica ¢; = 0. Assim, quando A\ = 0 a unica solu¢ao do PSL (3.3) é a solucao trivial, e

portanto, A = 0 nao é um autovalor.

3° Caso: Suponha que A > 0, entao A = p? > 0, onde p > 0. Assim, a solugio geral de (3.3)
¢é dada por
x(t) = ¢y cos(ut) + casen(ut), t € [0,7].

Dai, a condigao de contorno x(0) = 0 implica que ¢; = 0. A condigdo de contorno z(mw) = 0,
implica
cosen(pm) = 0.

Esta itima equagao ¢é verdadeira para p = u, :=n =1,2,3,---. Dai resulta que os autovalores
do PSL (3.3) sao
)\n:nza n = 172737"'7

pois A = p?. Assim, as autofuncoes correspondentes sao definidas por
z,(t) =sen(nt), n=1,2,3,---

para t € [0, 7]. Portanto,

A =02, z,(t) =sen(nt), n=1,2,3 -
sdo autopares para o PSL (3.3).
Definicao 3.1.3 Suponha que r : [a,b] — R € continua e r(t) > 0, mas nao identicamente
nula em |a,b]. Definimos o produto interno com respeito a fungdo peso r das funcgoes continuas
x ey em [a,b] por

b
@), = [ oo

Dizemos que x ey sao ortogonais com respeito a funcdo peso v no intervalo [a, b], quando
b

Exemplo 3.1.2 As fungées definidas por z(t) = %, y(t) = 4—>5t, para t € [0,1] sdo ortogonais

com respeito a funcao peso defenida por r(t) =t em [0, 1].

Solucao: De fato,
1 5
t
—5_
0 )

1
=0.
0

t4

(z,y), = /abr(t)x(t)y(t)dt = /01 tt?(4 — 5t)dt = /01 A dt — /01 Sttdt = 47
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Lema 2 Se Ay, zo € um autopar do PSL (8.2), entdo X\, To também é um autopar do PSL

(3.2).

Demonstracao: Seja A\g,xy um autopar do PSL (3.2). Suponha que \g = a + i, onde
a,f € Rexy=u+vi com u(t),v(t) fungoes reais. Como Mg, xy um autopar do PSL (3.2),

tem-se Lzg = —A\or(t)xo, ou seja,
L(u+ vi) = Lu + Lvi

= —(a+ Bi)r(t)(u+ vi)
= —r(t)[au + awvi + fui — Fu]
= —r(t)[au — Bv] — r(t)[av + Buli.

Daf, Lu = —r(t)[au — Bv] e Lv = —r(t)[aw + Bu]. Mostremos que \g = a — (i, Ty = u — vi
também é um autopar do PSL (3.2). Com efeito, da linearidade de L e das expressoes definidas

de Lu e Lv, obtemos:

LTy = L(u — vi)
= Lu— Lu
= Lu+ Lu — (Lu + Lvi)
=2Lu — (Lu+ Lvi)
= 2{=r(t)au = pu]} — {=r(®)av - fv] —r(t)av + Suli}
= —r(t)lou — o] + r(t)|ov + Bui
— —r(t)[(au — Bv) — (aw + Bu)i]
= —r(t)[a — Bil[u — vi]
= —Xor(t)To.

Portanto, A, Tp ¢ um autopar do PSL (3.2). |

Teorema 9 i) Autofuncoes correspondentes a autovalores distintos do PSL (3.2) sdo ortogo-

nais com respeito a uma fungao peso r em [a,b);

ii) Todos os autovalores do PSL (3.2) sdo reais e simples;
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iii) Para cada autovalor, existe uma autofun¢ao de valor real correspondente.

Demonstragao: i) Suponha que A\j, 1 e A2, 22 s@o autopares do PSL (3.2). Pela identidade

de Lagrange (Teorema 3),temos:
w1(t) Laa(t) — w2(t) Lo (t) = {p(H)wlz1 (1), z2(1)]},
para todo t € [a,b]. Assim, por (3.2), obtemos
— a1 () Aar (B)a(t) + 22()Mr(E)21 (1) = (A — A)r(B)as (£)aa(t)

= {p()w(z:(t), z2(1)]},
para todo t € [a,b]. Integrando ambos os lados de a até b e usando a definigao de produto

interno com respeito a fungao peso r, obtemos
(A1 = Ao) (w1, wa)y = {p(t)wlwa (1), 2o(1)]},-
Usando o fato de que x; e x5 satisfazem as condig¢oes de contorno do PSL (3.2), segue que

omi(a) ~ Arh(@) =0 = (@) = 2t (a)

azz(a) — fry(a) =0 = x9(a) = gxé(a).
Assim,
wlas (), 22(1) @) = 21 (a)aa) — ra(a)y () = Daf (a)ah(a) ~ Daf (a)ata) = 0
Analogamente,

wlz (£), 22(8)] () = 0.
Daf, temos que
(A1 = o) (w1, w2)y = pla) {wlw1(t), 22(8)](0) — wla1(t), 22(t)](a)} = 0,
isto é,
(A1 — o) (1, 2), = 0. (3.4)

Como A; # Ao, por hipétese, obtemos (z1,z5), = 0. Portanto, x; e xs sdo ortogonais com

respeito a fungao peso r em [a, bl.
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ii) Suponha que Ay e 2y é um autopar do PSL (3.2). Do Lema 2, obtemos que A, Ty ¢ um
autopar do PSL (3.2). Podemos, supor que \g = a + bi e A\g = a — bi, com a,b reais ¢ i a

unidade imagindria. Do item i) e de (3.4), para os autopares \g, T € Ao, Zg, obtemos
(AO - X0)<I0,f0>r =0.

Como {xg, To), > 0, segue que \g— g = 0, isto é, a+bi—(a—bi) = 2bi = 0 o que acarreta b = 0.
Logo, A\g é real. Agora, suponha que )y é um autovalor e x1, x5 sao autofungoes correspondentes.

Desde que z1, z2 satisfazem a condigao de contorno ax(a) — fz'(a) = 0, temos
wlry(t), 2(t)](a) = 0.

Como x; e x5 satisfazem a mesma equacao diferencial Lx = Agr(t)z, obtemos que 1 e x5 s@o
linearmente dependentes em [a, b, isto é, x1 = kxs, onde k é uma constante. Assim, todos os
autovalores do PSL (3.2) sao simples.

iii) Sejam A, 2, um autopar do PSL (3.2), com 2y = u + iv, onde u, v sdo fungdes reais sobre
[a, b]. Provamos anteriormente que se todos autovalores do PSL (3.2) sao reais, entdo \g ¢ real.

Entdo, pelo Lema 2, A, Ty também é um autopar do PSL (3.2). Assim,

Ly = —Xor(t)xo = —Aor(t)[u(t) + iv(t)]

LTO = —X()T‘(t)fo == —X()T(t)[u(t) — ZU(t)]
Como A é real, obtemos:

Lo = Lu(t) + iLv(t) = —Aor(t)[u(t) + iv(t)]

LTy = Lu(t) —iLv(t) = —Aor(t)[u(t) — iv(t)].

Somando as duas tultimas equagoes, obtemos:
2Lu(t) = —2Xor(t)u(t) = Lu(t) = —Aor(t)u(t),

isto é, u é uma autofuncao real correspondente a . [

Exemplo 3.1.3 (Separagao de varidveis) Neste exemplo, usaremos separagao de varidveis

para mostrar como podemos obter as solucoes em duas dimensoes para equacao de Laplace,
Uggy + Uyy = 0.
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Solugao: Procuramos por solugoes da forma
u(z,y) = X(@)Y (y).
A partir da equacao de Laplace, obtemos
X"Y + XY" =0.

Separando as varidveis e supondo X (x) # 0,Y (y) # 0, obtemos

X// Y//
X Y

Como o lado esquerdo desta equacao depende apenas de = e o lado direito depende apenas de

Y, temos que
X'@) _Y'y)
—X(z) Y

onde A é uma constante. Donde, obtemos as equagoes de Sturm-Liouville

X" = -A\X (3.5)

V" = \Y. (3.6)

Dai, segue que se X é uma solugao da equacao diferencial (3.5) e Y é uma solucdo da equacao

diferencial (3.6), entao
u(z,y) = X(@)Y(y)

é uma solucao da equacao diferencial parcial de Laplace. Notemos que, se considerarmos
u(z,y) = X(@)Y(y),

nao trivial e satisfazendo as condig¢oes de contorno

au<a7 y) - ﬁuz<a7 y) = 07 ’yU(b, y) + (5U$(b, y) = 07

entao, basta considerarmos X satisfazendo a condi¢ao de contorno

aX(a) — BX'(a) =0, vX(b)+6X'(b) =0.

Teorema 10 Se q(t) <0 em [a,b], af >0 ey > 0, entao todos os autovalores do PSL (5.2)

540 Nao neqativos.
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Demonstragao: Suponha que \g é um autovalor do PSL (3.2). Pelo Teorema 9, existe uma

autofuncao xy de valor real correspondente a \y. Entao

(p()a (1)) + (Aor(t) + q(t))zo(t) = 0,

para t € [a,b]. Multiplicando ambos os lados por z((t) e integrando de a até b, temos

[ oy [ oo [ oo =o
isto é, , , ,

o /a r(t)xd(t)dt + /a q(t)zi(t)dt = — /a xo(t) (p(t)x)(t)) dt.
Como ¢(t) < 0 em [a, b], obtemos

o [ rada =~ [ a0 o)

Integrando por partes, resulta

a

%l%@ﬁ@ﬁz—@@m@%@y+4%@hWWﬁ

Dai, temos

b

o [ rit)ztde = ~{pOan®} = -pOn)no - pom@a@). 6

a

Agora, usaremos o fato que x satisfaz a condigao de contorno az(a) — fz'(a) = 0 do PSL (3.2)

para mostrar que
pla)zo(a)zh(a) = 0.
Se 3 =0, entao zg(a) = 0 e consequentemente
p(a)zo(a)zo(a) = 0.

Por outro lado, se 3 # 0, entao

p(a)zo(a)rg(a) = %p(a) [zo(@)]* >0 = —p(a)zo(a)zy(a) < 0.

Analogamente, usando o fato que xg satisfaz a condigao de contorno vx(b) + d2'(b) = 0 do PSL

(3.2) e o fato que v0 > 0, segue-se que
p()zo(b)h(b) < 0.
Destas duas tltimas desigualdades e de (3.7), obtemos
b
/ r(t)zi(t)dt > 0.
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O exemplo a seguir é importante nos estudos das temperaturas na placa infinita, 0 < x <
1, —00 < y < 00, onde a margem esquerda em x = 0 € isolado e ocorre transferéncia de calor

na margem direita da superficie em £ = 1 em um meio com temperatura zero.

Exemplo 3.1.4 Encontre autopares para o PSL,

X" = )X,
X'(0) =0, (3.8)
hX (1) + X'(1) = 0,

onde h é constante positiva.

Solugao: Como ¢(t) =0<0em [0,1], af=0>0e vJ = h > 0, temos pelo Teorema 10 que
todos os autovalores do PSL (3.8) sdo néo negativos. Se A = 0, entdo X(z) = 1z + ¢o. Dali,

X'(0) = 0,implica, ¢; = 0. Além disso,
hX(1)+ X'(1) =coh =0

implica que ¢ = 0 e assim X é uma solucao trivial. Logo, zero nao é um autovalor do PSL
(3.8). Em seguida suponha que A = p? > 0, onde x> 0. Entdo a solugdao geral da equagao
X" =—XAX do PSL (3.8) é dada por

X(z) = ¢y cos(uzx) + casen(pz), x € 10,1].

Entao

X'(0) = cop =0,

implica que ¢y = 0,pois u > 0 e assim
X(x) = ¢y cos(px), x€]0,1].
Dai, segue que
hX (1) + X'(1) = hey cos(p) — persen(p) = 0. (3.9)
Para termos uma solugao nao-trivial X devemos ter ¢; # 0 e dai p deve obedecer a equagao

c1[h cos(p) — psen(p)] = 0.
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Se, porém, cos(u) = 0, entao sen(u) # 0 e (3.9) ndo se satisfaz. Portanto, podemos admitir

cos(p) # 0. Assim,

h  sen(u)
po cos(p)
Por isso, podemos escolher p > 0 tal que
h
tg(p) = —.
i
Sejam 0 < py < pg < pg < - - - nimeros positivos satisfazendo

h
tg(pn) = —, n=1,2,3,---.

n

Entao
2
A = K,
Sa0 0S8 autovalores €

Xn(x) = cos(pnx)

sao as autofungoes correspondentes.

3.2 Construcao da sequéncia de autovalores

Nesta secao estudaremos o comportamento das ocilagoes das solucoes nao-triviais da equagao

diferencial

y' +q(z)y =0, (3.10)

onde ¢(z) é uma funcao positiva. Iniciamos com alguns resultados importantes, entre eles,
um teorema que, em geral, descarta a possibilidade de uma solucao nao-trivial oscilar infinitas
vezes num intervalo fechado. Apresentaremos também, o Teorema da Separagao de Sturm e o

Teorema da Comparacao de Sturm.

A seguir mostraremos que se ¢(z) < 0 em (3.10), entao as solugoes desta equagdo nao

oscilam.

Lema 3 Cosidere a equacao
y"+ P(z)y + Q(x)y = R(x), (3.11)

onde P(x),Q(z) e R(x) sao fungées continuas sobre [a,b]. Se xy € qualquer ponto em [a,b] e
se Yo e Yy sao numeros quaisquer, a equagdo (3.11) tem uma unica solugao y(x) no intervalo

tal que y(zo) = yo € y'(z0) = Yo-
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Teorema 11 Se g(z) < 0 e y(x) é uma solucao nao trivial de (3.10), entdo y(x) tem no

Mmarimo um zero.

Demonstragao: Seja xy um zero de y(x), isto é, y(xg) = 0. Como y # 0 entao y'(xg) # 0,
pelo Lema 3. Sem perda de generalidade, podemos supor que y/'(z9) > 0, de modo que y(z) é
positiva sobre algum intervalo a direita de z5. Como ¢(z) < 0, entao y"(x) = —q(z)y(z) > 0
sobre o mesmo intervalo. Isto implica que ¢'(z) é uma fungao crescente, assim y(z) nao pode
ter um zero a direita de x, e usando argumentos similar mostra-se que y(x) nao tem um zero

a esquerda de x(, o que completa a prova. [ |

Teorema 12 Seja y(x) uma solu¢io ndo trivial da equagao (3.10) sobre o intervalo [a,b].

Entao, y(z) tem no mdzimo um nimero finito de zeros neste intervalo.

Demonstragao: Suponhamos o contrério, a saber que y(x) tem um nimero infinito de zeros
em [a,b]. Segue-se a partir dai e do Teorema de Bolzano-Weierstrass que existem em [a, 0]
um ponto oy e uma sequéncia de zeros x,, # xy tal que z,, — xy. Como y(z) é continua e

diferenciavel em xq, temos

y(zo) = lim y(z,) =0

Tp—T0
e
Tn—T0 Tp — X

Pelo Lema 3, segue que y(z) é uma solugao trivial da equagao (3.10), o que é uma contradigao,

e esta condi¢ao completa a prova. [

A seguir, o Teorema da Separacao de Sturm nos informa que os zeros de duas solugoes
nao-triviais de (3.12) quaisquer coincidem ou ocorrem alternadamente, dependendo apenas se
estas solugoes sao linearmente dependente ou independente. Assim, todas as solugoes de (3.12)
oscilam com essencialmente a mesma rapidez, no sentido que num dado intervalo o niimeros de

zeros de qualquer solucao nao pode ser diferente do niimero de zeros de qualquer outra solugao.

Teorema 13 (Teorema da Separacao de Sturm) Sejam yi(x) e ya2(x) sdo duas solugoes

linearmente independentes de
y'+ P(z)y' + Q(z)y =0, (3.12)

onde P(x),Q(z) e R(z) sdo fungdes continuas, entdo os zeros destas fungoes sao distintos e
ocorrem alternadamente, no sentido que y,(z) € igual a zero uma vez entre quaisquer dois zeros

sucessivos de ys(x), e reciprocamente.
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Demonstracao: Como y; e y» sao LI, entao o Wronskiano

W = Wiy, gol(2) = y1(2)ys(x) — ya()yr () # 0

e portanto, como a fungdo W é continua, tem sinal constante. Afirmagao: y;(z) e yo(x) nao
tem zero comum. De fato, se y; e yo possuisse um zero comum entdao Wy, y2] = 0, o que é
impossivel. Assumimos agora que x; e T Sa0 zeros sucessivos de s e mostraremos que y; tem
um zero entre x, e xo. Para tanto, basta mostrar que y; tem sinais opostos entre z; e x5. Se
x1 < T3 8a0 zeros sucessivos de yo, entao W(xy) = y1(1)ys(x1) e W(xe) = yr(x2)ys(xs). Além
disso, yh(x1) e yh(zs) tem sinais opostos, pois se supormos y, crescente em xp, segue que Yy
serd decrescente em x5, e vice versa. Como o Wronskiano tem sinal constante, y;(z1) e y1(z2)
tem sinais opostos, e portanto por continuidade, y;(x) anula-se em algum ponto do intervalo
(x1,22). Note que y; ndo pode se anular em mais do que um ponto entre x; e x5, pois se fosse,
entao usando o mesmo argumento mostra-se que s se anula entre os zeros de y;, o que contradiz

a hipdtese original que z1 e x5 sao zeros sucessivos de 5. ]

Lema 4 Sejam y(z) e z(x) duas solug¢des nao-triviais de y" + q(z)y = 0 e 2" +r(x)z = 0
onde q(x) e r(x) sio fungoes positivas. Se xy < Ty sdo zeros sucessiwos de z(x), isto €,

2(z1) = z(x2) =0 e z(x) € diferente de zero em (x1,x2), entdo

Wly, z)(z1) = y(21)Z' (1) = 0

Wy, 2)(w2) = y(w2)z'(72) < 0.

Demonstracao: Suponha que y(z), z(z) > 0 em (z1,z2) e seja

Como y é continua em (z1,x9), existe uma sequéncia (z,) C (z1,x2) tal que z, — x; e pela
continuidade de y, temos

y(x1) = lim y(z,) > lim 0 > 0.

n—o00 n—o0
Por outro lado, 2/(x1) > 0, pois se 2/(z1) < 0, como z’ é continua em 1, existe § > 0 tal que
Z'(x) <0em I5 = (x1 — d, 21 + 0) e dai, z é decrescente em I5 e como z(z1) = 0 existe Ty com
Ty > xp com Ty € I5 C (1, 72) e 2(T2) < z(x1) = 0, o que contradiz o fato de z ser positiva em

(x1,x9). Portanto, 2’'(z1) > 0 e, consequentemente,

Wly, 2)(z1) = y(x1)z'(21) > 0.
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Analogamente, mostra-se que y(z3) > 0. Mostremos agora que z’'(z5) < 0. Se nao fosse, isto é,
2'(z9) > 0, como 2’ é continua em x5 e z # 0, existe 0 > 0 tal que 2’(x) > 0 em Is = (x9—0, x2+3)
e dai, z é crescente em I;. Como z(z5) = 0, podemos escolher Ty € I5 C (z1,25) com Ty < T3
tal que z(ZT2) < z(z1) = 0, o que contradiz o fato de z ser positiva em (z1,z2). Portanto,

2'(x9) < 0 e, consequentemente,

Wy, 2](z2) = y(22)2'(x2) < 0.

O seguinte resultado, o qual é conhecido como Teorema da Comparacao de Sturm, diz

que quanto maior for ¢(x) em (3.10) mais rapidamente as solugoes de (3.10) oscilarao.

Teorema 14 (Teorema da comparagao de Sturm) Sejam y(x) e z(x) duas solugdes nao-
triviais de

y' +q(z)y=0

2 +r(x)z=0

onde q(x) e r(x) sdo fungoes positivas tal que q(x) > r(x). Entdo y(x) se anula pelo menos

uma vez entre dois zeros sucessivos de z(x).

Demonstragao: Sejam x; < x5 zeros sucessivos de z(z), isto é, z(x1) = z(z2) = 0 e z(x) é
diferente de zero em (1, x2). Suponha que y(z) ndo pode ser zero sobre (z1,xs), € provaremos
o teorema por contradi¢do. Suponhamos, sem perda de generalidade, que y(z) e z(z) s@o

positivas sobre (z1,x2). Note que o Wronskiano

¢ uma funcao de z e escrevendo W(z) em vez de Wly(x), z(x)], obtemos

dW (x)
dx

/"

=y2" — 2y

=y(-rz) — 2(—qy)

=(qg—r)yz>0

sobre (x1,23). Agora integrando ambos os lados da desigualdade acima de z; a x2, obtemos
W(.TQ) — W(.’L’l) > O,
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isto é,

W(xe) > W(zy). (3.13)
Por outro lado, pelo Lema 4,
Wi(x1) >0
e
Wi(zy) <0
Portanto,
W(x2) <0 < W(x),
o que contraria (3.13). n

3.3 Aplicacao do Teorema da Comparacao de Sturm

Nesta secao faremos uma aplicacao do Teorema da Comparacao de Sturm.

Considere a equagao,

y' +q(x)y =0, (3.14)

onde g(x) > k* > 0. Segue-se a partir do Teorema da Comparacao de Sturm, que se tivermos
q(x) > k* > 0 na equagdo (3.14), entao qualquer solucao nao-trivial y; de (3.14) se anulard

pelo menos uma vez entre qualquer dois zeros sucessivos da solucao

y(x) = sen(k(x — xy)),

da equacao y” + k?y = 0, ou seja, y; serd nula pelo menos uma vez em qualquer intervalo de
1 s
comprimento .

Com efeito, y tem um zero em x; = xy € 0 proximo zero ¢ em xy = xo+ 7. Portanto, ro—x1 = T.

Existem varias consequéncias importante do Teorema da Comparagao de Sturm. Como

Veremos a seguir,

Lema 5 Sejam y(z) e z(x) solugdes nao triviais das equagoes

y' +q(x)y =0

2" +r(x)z =0,
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respectivamente, onde q(x) e r(x) sdo fungoes continuas e positivas tais que q(x) > r(x).
Suponha que y(x) e z(x) sdo ambas nulas em um ponto by, e que z(x) tenha um nimero finito
ou infinito de zeros sucessivos by, ba, ... by, ... a direita de by. Entao, a solugcdo y(x) tem pelo
menos tantos zeros como z(x) sobre todo intervalo fechado [by,b,|, € se 0s zeros sucessivos de

y(x) a direita de by sdo ay,as,...,an,..., entdo a, < b, para todo n.

Demonstragao: Pelo Teorema da comparacao de Sturm, y(x) tem pelo menos um zero em
cada intervalo aberto (bg,by), (b1,b2),...(by_1,b,). Portanto, se denotarmos estes zeros por

ai,0a9, ..., 0,, temos: a; < by,as < by, ..., a, < b,, o que demonstra o teorema. [ ]

Lema 6 Seja q(x) uma funcao continua que satisfaz as desigualdades
0<m?<q(z) < M?
sobre o intervalo [a,b]. Se y(x) € uma solug¢ao nao trivial da equagao

y' +q(x)y =0

sobre |a,b] e se x1,xq sdo dois zeros sucessivos de y(x), entdo

m T

Além disso, se y(x) é nula em a e b, e em (n — 1) pontos do intervalo (a,b), entdo

m(b—a) <n< M_ (3.16)

s T
Demonstragao: Para mostrar (3.15), comparamos a equagao dada com a equagao
2+ mPz = 0.
Uma solucao nao trivial desta equacao que se anula em x; é
z(z) = sen|m(z — z1)].

Como o proximo zero ¢ xy + -, o Teorema da Comparagao de Sturm garante que zp ocorrerd
antes deste, isto ¢, xo < 1 + -, ou seja,

m
To —T1 < —.
m

Para provar a outra desigualdade em (3.15), comparamos a equagao dada com a equagao
2+ M?z2 = 0.
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Observe que z(x) = sen[M(z — x1)] é uma solugdo nao-trivial desta equagdo que tem um zero
em z; = 21 € 0 proximo em 2z, = 1 + 77. Como x; e 2, sdo zeros sucessivos de 3" 4 q(z)y = 0,
e por hipétese M? > q(z), pelo Teorema da Comparacao de Sturm, z, deve ocorrer antes de
To. Dai, temos

+ L
T - X2
M ’

isto é,
— < To — X1.
Portanto,

™ < < ™
— To — X1 —.
M m

Para provar (3.16), primeiro observe que existem n subintervalos entre n 4 1 zeros, assim por

(3.15), temos

n+1
™
b—a:Z(xj—xj,l) <n<a),
=2
pois,
T .
Tj— Tj—1 < E’ i :2,3,...,7’L—|—1.
Logo,
m(b— a)

<n.
™

Utilizando um raciocinio andlogo, e utilizando a primeira desigualdade de (3.15), obtemos

7r
b—a>n <M> ,
isto é, )
M —a
Portanto, )
m( . a) e M(b7T a).
|
Teorema 15 Seja q(x) uma func¢ao continua positiva e considere a equagao diferencial
Y’ + A\q(z)y =0, (3.17)

sobre o intervalo [a,b]. Para cada A, seja yy(x) a unica solugdo da equagao (3.17) as quais
satisfazem as condigoes iniciais yr(a) = 0 e yi(a) = 1. Entao, existe uma sequéncia crescente
de niumeros positivos

A< A<...< )\, < ...
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tal que

lim A, = oo,

e tem a propriedade de que yy(a) = 0 se, e somente se, A € igual a um dos \,. Além disso, a

fungao yy, (x) tem exatamente (n — 1) zeros no intervalo aberto (a,b).

Demonstragao: Pelo Teorema 11, temos que y, () nao tem zeros a direita de a quando A < 0.
Nosso objetivo é observar o comportamento das oscilagoes de yy(z) com A crescente a partir do

0. Pela continuidade de ¢ em [a, b] existem nimeros positivos m e M tais que
0<m?<q(z) < M? Vax¢€la,bl.

O que implica

0 < Mm? < A\g(x) < AM?,  Vz € [a,b].

Assim, y,(z) oscila mais rapidamente do que as solugoes de
Y+ dmPy =0,

e menos rapidamente do que as solugoes de
y' + AM?*y = 0.

Pelo Lema 6, quando A é positivo e pequeno (de modo que \/§M > b — a) a fungao y,(z) nao

tem zeros em [a,b] & direita de a e quando A cresce para o ponto onde ﬁ < b — a, entao

yx(z) tem pelo menos um tal zero. Analogamente, quando A cresce para oo, o numero de
zeros de yy(z) em [a,b] tende para co. Segue-se a partir do Lema 5 que os n zeros de yy(z) a
direita de @ movem-se para a esquerda quando A cresce, e tomamos ele para admitir (e pode ser
provado) que este zero move-se continuamente. Consequentemente, como A inicia em 0 e cresce
ao infinito, existem infinitos valores A1, Aa, ..., A,,... para o qual um zero de y,(x) atinge b e
posteriormente entre seus intervalos, de modo que vy, () anula-se em a e b e tem (n — 1) zeros
em (a,b). Para mostrar que a sequéncia (\,),en tende para oo, recorremos as desigualdades

em (3.16), as quais, neste caso, tornam-se:
VA.m(b — a) VAM (b — a)

<n< T 7

ou seja,
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isto é,

m2(b — a)? _ 1 M*b—a)?

n?m? An n?m2
Portanto,
n?m? -\ < n?m?
M2(b— a)? " m2(b—a)?’

Agora quando n — oo, decorre desta desigualdade que

lim A, = oco.

n—oo

|
A equagao (3.17) é o caso especial da equagao de Sturm-Liouville
d dy
— —_— A pu .1
&[]+ xata =0 (3.18)

com p(z) = 1. Assumimos aqui que p(z) e ¢(z) sdo fungdes continuas positivas sobre [a, b], e
que p(z) tem derivada continua sobre [a,b]. Se mudarmos a variavel independente em (3.18) a

partir de x para a nova variavel w definida por

w<x>=/:]%,

dw 1

temos

dr  p(x)

dy dydw 1 dy

dr ~ dwdr  p(z)dw’

o que implica

dy s
dw Py
Entao (3.18) toma a forma
d*y

onde ¢;(w) é positiva e continua sobre o intervalo transformado
0<w<c=wb).

Agora aplicando o Teorema 15 a equagao (3.19), obtemos a seguinte afirmagao sobre a equagao

(3.18).
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Teorema 16 Considere o problema de fronteira

o] + xata =
y(a) =0, (3.20)
y(b) =0,

onde p(x) e q(x) satisfaz as condig¢des estabelecidas acima. Entao existe uma sequéncia cres-
cente de numeros positivos

DVID VU W

tal que

lim A\, = o0

n—oo
e tem a propriedade de que (3.20) tem uma solugdo nao trivial se, e somente se, \ € igual a um
dos N\,. A solugao correspondente a A = \,, € unica exceto por um fator constante arbitrdrio, e

tem exatamente (n — 1) zeros no intervalo aberto (a,b).
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Capitulo 4

O Problema da Corda Vibrante

Neste capitulo daremos um exemplo que ilustra a maneira como as equagoes de Sturm-
Liouville aparecem na Fisica Matematica. Para isso usaremos a descricao das oscilacoes de uma
corda com extremidades fixas em dois pontos a e b. Apesar de sua simplicidade este problema
levanta uma série de questoes fundamentais da teoria de Sturm-Liouville, como a existéncia de

autovalores e a possibilidade de expansao de uma fungao em série de autofuncoes.

Se as oscilagoes sao suficientemente pequenas, elas podem ser descritas por meio de uma
funcao y(x,t),t > 0,a < x < b, pois nesse caso é rasoavel supor que o movimento de cada

ponto da corda é vertical, ou seja, as oscilagoes sao transversais.
Figura 4.1: Corda Vibrante

Consideremos agora um elemento Al da corda correspondentes aos pontos entre x e x+Ax.
Como as oscilagoes sao transversais, a resultante F' de todas as forgas que agem sobre Al é

vertical. Pela segunda lei de Newton F' é dada por

0%y

onde p(xz) > 0,a < x < b, é densidade linear de massa da corda. Suponhamos agora que a
oscilacao da corda é devido unicamente a tensao que atua sobre ela pelo fato de suas extrem-
idades estarem fixas e que esta seja constante, digamos 7. Em cada ponto, T" age segundo a

tangente a corda (pois esta é flexivel), dai

F=Tsen6, — T senb,.
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Como as oscilagoes sao muito pequenas podemos fazer as aproximagoes

A
senf; ~ tgf, = (A—y)
T x

A
sen 92 ~ tg 92 = (A_f:) s
T+Ax

F=T (%) 7 (%) ,
AQZ’ r+Ax Az T

Ay
NE)

A [(Ay\ 0%y
T&(zﬁ—M@af

que por passagem ao limite nos da a equacao da corda vibrante

%y plx) 0%y
ox2 T o2’

donde segue que

dai

Usando (4.1) obtemos

(4.2)

Se no instante ¢t = 0 a corda estd em repouso na posicao descrita por uma fungao f(z) de classe

C? entdo o seu movimento para ¢ > 0 é obtido resolvendo-se (4.2) com as condigoes

yla,t) =y(b,t) =0 £=>0

%(w,O) =0 a<x<bd (4.3)
y(z,0) = () a<z<b

Deixemos de lado, por enquanto, a condi¢ao y(x,0) = f(z) e apliquemos o método das

variaveis separdveis, isto é, procuremos solugoes de (4.2) da forma

y(e,1) = ule)o(x).

Agora, substituindo em (4.2) obtemos

1 u'(z) _ 1v()
p(0) ul@) ~ T olt)

Como cada um dos lados é funcao de uma variavel diferente, segue-se que ambos devem ser

iguais a uma constante que denotaremos por —A\.

Dai, u e v devem satisfazer

(4.4)



v+ XNTv =0
v'(0) = 0.

(4.5)

Pelo Teorema 15 o problema de Sturm-liouville (4.4) admite uma sequéncia crescente
infinita de autovalores 0 < \g < A; < ... < A, < ... (mostramos no capitulo anterior que

Ao > 0). Sabemos também que as autofungoes correspondentes ug, U, . . ., Uy, . . . satisfazem

/ U () Uy () p(x)dx = 0,

isto é, u,, e u, s@o ortogonais com relac¢do a fungao p(z) e podemos supor que elas sao ortonor-
mais, ou seja,

/ ()2 p(x)dr = 1.

Para cada n a solu¢do de (4.5) com A = )\, é multiplo de v,(t) = cos(v/\,Tt). Dali,

segue-se que as fungoes
Yn(t) = up(x) cos(v/ A\, T)

sao solugoes da equagao (4.2) e verificam as duas primeiras condigoes em (4.3). Como isso
também é valido para as combinagoes lineares dessas fungoes, procuramos uma solugao de (4.2)

que satisfaca todas as condi¢oes em (4.3) na forma de uma série

y(@,t) = anun (@) cos(v/ATt) (4.6)

n=0

onde a, € R. Se isso é possivel, da condi¢ao f(z) = y(x,0) resulta

y(z,t) = Zanun(as) (4.7)

e como a sequéncia uy, U, . .., Uy, ... € ortonormal em [a, b] em relagdo ao peso p(z) devemos

ter

b
an:/ f(@)u,(z)p(z)de. (4.8)
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