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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar um relato histérico sobre aspectos relevantes
sobre o0 surgimento, as principais caracteristicas e definicdes sobre a matematica, a geometria
espacial e os poliedros. Pensando nisso comentaremos um pouco sobre a historia que €
perspectiva importante de qualquer ciéncia, a necessidade, pontos essenciais e
particularidades do desenho para a matematica, pois este € um dos pontos chaves para o
aprendizado de um conteldo na matematica e principalmente na geometria. Sabendo de tudo
isso, apresentaremos no referencial tedrico algumas defini¢des e teoremas sobre a derivada, as
regras de derivacdo, maximos e minimos absolutos e estratégias para resolver problemas, 0s
quais sdo pré-requisitos para o célculo do volume méximos dos solidos e sdo partes
fundamentais desse. Por fim nas aplicacdes apresentaremos a maneira de como obter o
volume maximo de um solido através das demonstrac6es de cada poliedro e concluiremos que
todos chegam a um mesmo resultado. O célculo de volume maximo é imprescindivel nao
apenas para a matematica, mas essas aplicacdes sdo indispensaveis para a engenharia e outras

ciéncias exatas.

Palavras-Chave: Derivada, Geometria, Maximos e Solidos.



ABSTRACT

This work aims to present a historical account of relevant issues on the rise, the main
characteristics and definitions of the mathematical, spatial geometry and polyhedra. Thinking
about this will comment a bit about the history that is important to any science perspective,
the need, essentials and particulars of the design for mathematics because this is a key point
for learning content in mathematics and especially geometry. Knowing all this, we will
present the theoretical framework some definitions and theorems on the derivative, rules of
derivation, maximum and minimum absolute and strategies to solve problems which are
prerequisites for the calculation of the maximum volume of solids and are key parts of .
Finally we present applications in the way of getting the maximum volume of a solid through
the statements of each polyhedron and conclude that they all come to the same result. The
calculation of maximum volume is indispensable not only for mathematics, but these

applications are indispensable for engineering and other sciences.

Keywords: Derivative, Geometry, Maxima and Solids.
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Introducéo

Tendo em vista que a disciplina de matematica tem toda uma complexidade que requer
dos estudantes uma préatica de exercicios e atividades, a geometria que é uma corrente da
matematica vai abordar dentro deste o calculo de volume de sélidos. O interesse por esse
assunto surgiu mediante a curiosidade de como obter o volume méaximo de solidos, ou seja,

quais estratégias, formas e formulas utilizadas de encontra-los.

Nos primeiros capitulos mostraremos uma abordagem histérica sobre o surgimento do
numero qual a linguagem utilizada, quais aspectos foram salientes, quem foram os primeiros
povos, quais as formas de medicdo, quem foram os primeiros matematicos e quais as
contribui¢Ges para aquele momento vivido e o que atualmente pode ser aplicado nos nossos
estudos. A geometria também teve grande valor no conhecimento matematico, dentro deste
comentaremos um pouco sobre o papiro de Rhind e o de Moscou que sdo sem duvida o mais
precioso documento egipcio relativo a matematica e ainda o porqué a geometria nao era vista
como um conhecimento importante. Relataremos um pouco sobre o contetdo de poliedros o
qual surgiu mediante a necessidade dos povos primitivos em obter figuras geométricas através

de modelos diferentes, ou seja, figuras triangulares, quadrangulares, pentagonais e etc.

Continuando o nosso pensamento a geometria espacial é o estudo da geometria no
espaco em que estudamos as figuras que possuem mais de duas dimensdes. Essas figuras
recebem o nome de solidos geométricos ou figuras geométricas espaciais. A geometria teve
origem provavel na agrimensura ou medicdo de terrenos segundo o historiador grego
Herotodo (séc. V a.C.) em tempos recuados a geometria era uma ciéncia empirica uma
colecdo de regras e praticas para obter resultados aproximados. Geometria € uma palavra que
resulta dos termos gregos “geo.’’(terra) e “metron” (medir), o qual significa atribuir

propriedades relacionadas com o lugar e forma de objetos no espaco.

O desenho é sem davida uma ferramenta essencial, pois foi através dele que tomamos
conhecimento sobre 0 modo de vida e a forma de comunicacdo utilizada. Ele é imprescindivel
nas aulas de matematica, pois auxiliam na percep¢do e é um instrumento facilitador na

aprendizagem.

Portanto, no referencial tedrico comentaremos sobre algumas definicdes, regras de
derivacdo, maximo absoluto e minimo absoluto, ponto critico e algumas estratégias para

resolver problemas de maximo e minimo.
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Por fim teremos a conexdo de contetdos onde veremos como calcular o volume
méaximo dos sélidos a partir de formulas de areas e volumes utilizando a derivada na obtencao
do mesmo, no qual tentaremos mostrar de forma clara e objetiva quais as estratégias e

maneiras utilizadas de como encontrar.
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1. Apresentacdes histéricas da matematica.

Neste capitulo abordaremos sobre a historia da matematica e um pouco do surgimento
da geometria. A palavra matematica origina-se do seguinte conceito: numero, grandeza e
forma. Esses trés conceitos sdo localizados nos primeiros povos e essas informacoes
matematicas sdo observadas no seu modo de vida. Darwin observou que a capacidade de
raciocinio e de seres pensantes sdo caracteristicas ndo apenas dos seres humanos, mas de
outros animais como 0s corvos e isso tem relacdo com a compreensdo dos matematicos com

configuracdo e semelhanca na observacao e percep¢do das figuras geométricas.

No século XIX a matemaética pura apresentou-se além dos obstaculos sugeridos por
lembretes da natureza. A matematica apareceu da vida cotidiana do homem; a perseveranga
do homem pode ter relacdo com a ampliacdo dos conceitos matematicos. As primeiras nocdes
de numero, grandeza e forma podiam estar ligadas com contrastes; (entre um animal e muitos)
mais do que com similaridades. A partir dessas nogdes surgiu a matematica, isso ndo foi de
repente, mas foram anos de dedicacdo e observacdo para que o conhecimento fosse
aprimorado. Da mesma forma observa-se uma relacéo entre os pares que podem ser colocados
numa correlagdo um a um. As méos podem ser relacionadas com os pés, os olhos e as orelhas
ou as narinas, isso apresenta uma grande conquista. Mesmo nos dias atuais muitos povos

ainda contam elementos configurando-os em grupos de dois. (BOYER, 1996, p.1)

O pensamento de namero, possivelmente difundiu-se na linguagem dos sinais, que foi
0 modo de expressar as suas precisdes. Os dedos das médos podem indicar elementos como
um, dois, trés, quatro ou cinco elementos; com as duas maos podem ser simuladas colecGes de
até vinte elementos. Quando os dedos eram improprios usavam pedras para mostrar uma
ligacdo com elementos de outro conjunto. Como Aristoteles observou h&d muito tempo, 0 uso
hoje difundido do sistema decimal € apenas o resultado do acidente anatdmico de que quase

todos n6s nascemos com dez dedos nas maos e nos pés. (BOYER, 1996, p. 2)

Para Boyer, Tais descobertas arqueoldgicas mostram simulacfes de que o pensamento
de nimero é muito mais antigo do que progressos tecnoldgicos como o uso de metais ou de

conducgBes com rodas.

O homem foi indispensavel para que aparecesse a ideia de matematica abstrata. No
entanto o0 pensamento de ndmero surgiu pausadamente; se a dificuldade da linguagem nao

fosse algo tdo complexo talvez sistemas adversarios do decimal tivessem feitos maiores
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avancos; As linguagens modernas séo edificadas quase sem excegdo em volta da base dez. A
intencdo da lingua de se ampliar do concreto para o abstrato pode ser observada em muitas
das medidas de grandeza em uso atual. (BOYER, 1996 p. 3).

A matematica possivelmente apareceu em replica as precisdes préaticas, mas estudos
antropologicos apresentam a possibilidade de outra origem. Foi indicado que o método de
contar apareceu em vinculagdo com rituais religiosos antigos e que a aparéncia ordinal
antecedeu o conceito quantitativo. Caso sejam corretas as hipoteses que ddo procedéncia
cerimonial & contagem, o conceito de nimero ordinal pode ter antecedido o de nimero
cardinal. Esse ponto de vista, apesar de estar longe de ser confirmado, estaria em
conformidade com a divisdo cerimonial dos inteiros em impares e pares, 0S primeiros

apresentados como masculinos e os ultimos, como femininos. (BOYER, 1996 p. 4).

A definicdo de nuamero inteiro é 0 mais remoto na matematica e sua ascendéncia se
perde nas memorias da antiguidade pré-historica; O conhecimento de fragdo racional, porém
apresentou-se relativamente mais tarde. Para obriga¢Oes quantitativas a criatura experta pode
indicar unidades satisfatoriamente pequenas para extinguir a necessidade de usar fracoes.
(BOYER, 1996 p. 4)

O conhecimento a respeito das primeiras civilizacdes dependeu das explicacdes
baseadas nos poucos itens que restaram de destaques fornecidos pela moderna antropologia, e
de extrapolacdo retroativa, conjectural, a partir das informacdes que restaram. Existem duas
proposicoes de Aristoteles e Herddoto em relacéo aos principios da matematica: o primeiro da
necessidade da pratica e o segundo no descanso sacerdotal e cerimonial. A indicacdo de os
gedmetras egipcios serem &s vezes chamados de agrimensores pode ser tomado como apoio
de qualquer um dos principios. Nao podemos contestar com seguran¢a nem Herodoto nem
Aristételes em relacdo a motivacdo que causou a matematica, mas € claro que ambos
desdenharam a idade do assunto. O individuo neolitico pode ter tido pouco repouso e pouca
obrigacdo de medir terras, porém suas representacdes e pinturas sugerem uma inquietacdo
com as relagOes espaciais que conduzem para o estudo da geometria; seus potes, acolchoados

e balaios mostram exemplos de congruéncia e simetria. (BOYER, 1996 p. 4 e 5).
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1.1. Um Pouco da Histéria da Geometria Espacial

A ampliacdo da geometria pode ainda ter sido incentivada por necessidades praticas de
construcdo e contorno de terras, ou por sentimentos estéticos em relacdo a formas e ordem.
(BOYER, 1996 p. 5).

A geometria € um ramo milenar da matematica e tem grande relevancia para a
sociedade, pois € aplicado na construcdo de objetos, na engenharia na construcdo de pecas,

seu valor cultural e patrimonial nas grandes civilizacdes e ainda na agricultura e pecuaria.

Compreendemos que a Matematica é a mais antiga das ciéncias e que a sua origem
esconde-se nas areias das antigas culturas egipcias. O estudo da geometria espacial pelos
povos da mesopotamia (regido situada no Oriente Médio, no vale dos rios Tigre e Eufrates) é
datado desde, aproximadamente, dois mil anos antes de Cristo e todo o conhecimento que
temos hoje se baseia em documentos que denominamos papiros. Dentre 0s principais

podemos citar o “papiro de Rhind” e o “papiro de Moscou”.

Conhece-se muito pouco sobre a intencdo do papiro. Se ha indicagdes de que poderia
ser um documento com inten¢des pedagdgicas ou mesmo um simples caderno de notas de um
aluno, para outros historiadores representa um guia das matematicas do antigo Egito, pois € o

melhor texto de matematica.

O papiro de Rhind intitula-se como instrugdes para conhecer todas as coisas secretas e
é, sem duavida, o mais precioso documento de quantos existem relativos aos conhecimentos

matematicos dos egipcios.

Em 1855, um advogado e antiquario escocés, A. H. Rhind (1833 - 1863) viajou, por
razbes de salde, ao Egito em busca de um clima mais ameno, e |4 comecgou a estudar objetos

da Antiguidade. Em 1858, adquiriu um papiro que continha textos matematicos.

Este papiro € composto por problemas e suas respectivas solugoes, ele ainda apresenta
0s seguintes conteudos: regra de trés, fracdes, equacdes, volumes, progressdes aritmética,
calculo de &rea e trigonometria. Veremos a imagem do papiro de Rhind o qual é um grande
documento que representa a historia da matematica e que certamente mostra a ansiedade e o
progresso do povo antigo egipcio por querer aprender e descobrir contetdos novos e aplica-

los as suas necessidades.
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Figura 1 O papiro de Rhind.

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/inicio.htm
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O Papiro de Golonishevou de Moscou é uma estreita tira de 5,5 m de comprimento por

8,0 cm de largura, com 25 problemas. Encontra-se atualmente em Moscou. Foi datado

aproximadamente no ano 1850 a.C. e nada se sabe sobre o seu autor.

Imagem do papiro de Moscou:
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Figura 2 O papiro de Moscou

Fonte: http://jonasportal.blogspot.com.br/2010/02/0-papiro-de-moscou-ou-papiro

golonishev.html

Segundo Boyer (1996), os documentos historicos revelam que os egipcios antigos ja

calculavam areas geométricas. Para a constatacdo disso ele assegura que ha exemplos de

triangulos, trapézios, retangulos e quadrilateros. De acordo com ele, as pessoas calculavam a

area de quadrilateros fazendo o produto das medidas aritméticas de seus lados opostos.

Fundamentando em situacdes geométricas particulares, as pessoas buscavam solucgdes gerais

que pudessem determinar todos os problemas de origens parecidas. A técnica utilizada era o

que hoje chamamos de método indutivo.
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Os pesquisadores acreditavam que a geometria era uma ciéncia de observacao e exame
feita pelos antigos incidindo na maneira como era vista 0 mundo que o cercava, seus objetos e
as medidas de um deles. Apesar de sua importancia esses conhecimentos ndo apresentavam
veracidade cientifica, portanto a geometria apresentava-se com nog¢fes construidas

intuitivamente e discordantes, ou seja, sem uma organizacao logica.

As férmulas e os métodos dos antigos pesquisadores ja ndo eram suficientes para
calcular as areas e os volumes da grande quantidade de objetos que estavam sendo
pesquisados, levando o homem a procurar um método que comprovasse e confirmasse as

propriedades por meio de entendimentos matematicos 16gicos e coesivos.

Para Boyer (1996), os primeiros a utilizarem o método dedutivo, foram os gregos
Tales de Mileto e Pitdgoras de Samos que ofereceram uma nova forma de interpretar a
Geometria. De acordo com ele, se atribui a Tales os teoremas de que, o didmetro € a bissetriz
de um circulo, em um triangulo isésceles os angulos da base séo iguais, na interceptacao de
duas retas os angulos opostos formados séo iguais e ainda, dois tridngulos sdo congruentes se

dois angulos e o lado comum aos angulos de ambos sdo iguais.

Pitagoras é considerado o grande inventor do teorema do tridngulo retangulo, hoje
enunciado, no triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos
catetos.

Outro personagem de destaque na Geometria é Platdo. Atribui-se a ele a descoberta
dos poliedros regulares, que por tal motivo, também sdo conhecidos como poliedros de
Platdo. Com base no site (Wikipédia) Platdo foi um filésofo e matematico do periodo classico
da Grécia Antiga, autor de diversos didlogos filosoficos e fundador da Academia em Atenas.
Um de seus destaques na matematica e na ciéncia foi que ele ajudou a fazer a distin¢éo entre a
matematica pura e a matematica aplicada, ampliando o foco na "aritmética”, agora chamada
de teoria dos numeros e "logistica”. A matematica pura €, entretanto o que aparentemente €
abstrato e ndo aplicavel em algo, mas acaba por muitas vezes sendo Util as diversas disciplinas
que "bebem dessa fonte". A Matematica aplicada trata da aplicacdo do conhecimento
matematico em outros dominios tais como: Programacdo linear, calculo numérico,

biomatematica e dentre outros ramos de estudo.

A Geometria Espacial igualmente chamada de Euclidiana é uma area da matematica

que estuda os componentes espaciais (componentes em trés dimensdes) e suas propriedades. E
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vista como uma ampliacdo da geometria plana que por sua vez estuda componente somente

em duas dimensoes.

Em 1669, Isaac Newton desenvolve o “Calculo Diferencial e Integral” que
possibilitava a obtencdo da area e do volume de qualquer figura geométrica, sem importar o

seu formato”.
1.2. Alguns Aspectos Relativos a Poliedros

O homem adquiriu conhecimento que respostas retilineas eram mais poupadas, logo,
aprendeu a mexer com figuras regulares e fazer divisdes que sdo simples de construir. Certos
objetos regulares, como piramides e prismas, talvez por serem mais poupados, foram sendo
mais utilizados. Ja por volta de 1000 a.C. monumentos imensos como piramides j& tinham
sido erguidos. (ALLAN, 1997, p.301-3011).

Os poliedros regulares deslumbraram os povos primitivos como marco de perfeicao da
natureza. Os Pitagodricos ja sabiam que existia trés dos cinco poliedros regulares: o cubo, 0
tetraedro e o dodecaedro. J& eram conhecidos os cubos e os tetraedros pelos Egipcios e
Babildnios. Os Etruscos por cerca do ano 1000 a.C. formaram um dado em formato de um
dodecaedro. Estes poliedros foram bastante analisados pela Escola de Platdo que formaram
uma hipotese filosofica baseada neles, comparando-os com os cinco objetos da natureza. Um
poliedro é invaridvel se todos os seus Vértices tem o mesmo forma. (ALLAN, 1997, p. 301-
311).

Um poliedro é a unido de poligonos regulares tais que cada lado de um deles seja
comum a dois desses poligonos. Estes poligonos regulares depois de unidos sdo formados
por: vértices, faces e arestas. (ALLAN, 1997, p. 301-311).

Personagens como filésofos e matematicos destinaram a sua vida terrena a pesquisa da
geometria. Enquanto a escola pitagdrica tinha como lema “Tudo sdo nimeros”, a escola de

Platao tinha escrito sobre a porta, “Nao entre aqui ninguém que nao seja gedmetra”. Ha

! Retirado de: http://oqueeh.com.br/geometria-espacial-conceito-e-origem. Acessado 4s: 11h08min em
29/09/2014.
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proeminéncias de que os povos neoliticos que existiram na Escdcia tinham esculpidos alguns

destes sélidos 1000 anos antes. Seguem abaixo alguns destes modelos conforme 2

FIG. 3- Modelo Neolitico dos So6lidos Platonicos.

Platdo (350 a.C.) foi o primeiro a demonstrar que existem apenas cinco poliedros
regulares: o cubo, o tetraedro, o octaedro, o icosaedro e o dodecaedro. Ele e seus seguidores
estudaram esses solidos com tal intensidade, que ficaram conhecidos como ‘‘Poliedros de

Platio>” 4,

2 http://www.pucrs.br/edipucrs/erematsul/minicursos/descobrindoospoliedros.pdf. Acessado &s: 16h23min em
24/11/2014.

® http://www.math. ist.utl.pt/~ppinto/plato5.htm. Acessado &s 16h15 min. Em 07/10/2014.

* http://www.pucrs.br/edipucrs/erematsul/minicursos/descobrindoospoliedros.pdf. Acessado &s 17h20 min. Em
07/10/2014.
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2. A importancia do desenho geométrico no ensino da matematica

Vamos mostrar um pouco da importancia do desenho geométrico na construcdo de
figuras e alguns aspectos relativos sobre o seu surgimento nos primérdios € como chegou ao

Brasil, bem como, sua importancia para a “ciéncia matematica”.

O principio do desenho inicia-se com a historia da origem do homem. O desenho
apareceu na pré-historia construida pelos homens primitivos como forma de ilustracdes para
comunicar-se antes mesmo da linguagem, ou seja, o desenho foi uma ferramenta facilitadora
para a comunicagdo. Com o decorrer dos anos foram sendo utilizados os desenhos
geomeétricos, isto é, descri¢des e formas mais definidas (SOUZA, 2014 apud FARIA 2009).

O desenho foi importante para a civilizagdo, assim como, o uso de instrumentos que 0
aperfeicoaram, melhorando a qualidade das imagens. Entre os instrumentos utilizados por
todas essas civilizagdes, podemos citar: os dedos, pedacos de madeiras e 0ssos, argila, tintura
vegetal, carvdo, penas até chegar as canetas esferograficas (SOUZA, 2014 apud FARIA,
2009).

Os desenhos no Renascimento receberam aspectos mais realistas tendo énfase na
anatomia humana valorizando mais a realidade dos mesmos. Na revolucdo industrial, os
desenhos eram ligados a projecdo de maquinas e equipamentos industriais ao contrario das
reproducdes feitas na pré-historia (SOUZA, 2014 apud FARIA 2009).

Um acontecimento marcante para a historia do desenho foi pelo meio da ideia das
histérias em quadrinho (também conhecido como HQ), inventadas no fim do século passando
por empresas jornalisticas norte-americanas. Logo, o primeiro quadrinho o Yellow Kid
(moleque amarelo) apareceu para verificar a cor amarela nas impressoes de jornais (SOUZA,
20014 apud LUYTEN, 1985).

Portanto o desenho foi aperfeicoando-se através de novas técnicas, modelos e formas,
com o decorrer dos tempos. Surgiram também novos instrumentos e materiais para que esses

desenhos fossem tornando-se mais proximos do real.

Segundo o dicionario Ruth Rocha (1996) o desenho é a arte de representar objetos por
meio de linhas e sombras ou delineamento ou tragado de um quadro. Desenho geométrico
pode ser esclarecido como um conjunto de técnicas e processos utilizados para 0s mecanismos

de formas geométricas.
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Desenho geométrico: € o estudo dos padrdes e normas do desenho em duas dimensoes,
voltado & representacdo plana dos elementos geométricos para exibicdo ou resolucao

geométrica de problemas de Matematica.

Os desenhos sdo ferramentas imprescindiveis nas aulas de Matematica, uma vez que,
eles contribuem na ampliacdo do raciocinio, ajudando na conexdo de concepcdes e
argumentos para o entrosamento de enunciados, explicagOes, demonstracdes, perspectiva
(FILHO, 2007).

...usando desenhos, é possivel auxiliar e muito, a demonstracdo de varios
resultados; essa préatica tem sido assim por milénios, entre as mais diversas
civilizagbes que usaram ou desenvolveram a matematica (FILHO, 2007, p.
163).

O desenho € uma ferramenta essencial para o ensino da matematica principalmente no
ramo da geometria, facilitando ou identificando a constru¢cdo do conhecimento em uma

quantidade significativa de conteidos geométricos.

Vejamos alguns fatores que contribuiram para que a disciplina de desenho fosse
extinta dos curriculos escolares aqui no Brasil: um deles foi que ela deixaria de ser obrigatéria
e passaria a ser optativa e o outro foi a ndo obrigatoriedade dos desenhos geométricos com a

utilizacdo de régua e compasso nos vestibulares de engenharia e arquitetura da década de 70.

Na década de 70 como o desenho foi extinto dos curriculos escolares, o ensino de
geometria embora seja colocado nos livros por certas editoras, muitas instituicdes néo
abordaram o contetdo aceito que se pautavam na lei 5692/71 da LDB, que estabelecia o

desenho geométrico como disciplina optativa (SOUZA, 2014).
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3. A Derivada

Consideremos algumas informacdes sobre derivadas. Definimos o coeficiente angular

de uma curva y = f(x) no ponto onde x = x, como:

i T 06 )= ()

h—0 h

Denominamos esse limite como sendo a de derivada de f no ponto x,. Agora,

estudaremos a derivada como uma funcdo derivada de f, chamando o limite em cada ponto do

dominio de f.

Na definicdo, usamos a notacao f(x) para enfatizar a variavel independente x & qual
estamos derivando. O dominio de f ' é o conjunto de pontos no dominio de f para o qual o
limite existe. Ele pode ser igual ou menor que o dominio de f. Se f ' existe para determinado
valor de X, dizemos que f é derivavel em x. Se f ' existe em qualquer ponto no dominio de f,

chamamos f derivavel.

Se escrevermos z=Xx+h, entdo h=z—-x, e h tende a 0 se e somente se z tende a

x. Logo, uma definigcdo equivalente da derivada é a seguinte:

f(2)-f(¥)

Z—X

Coeficiente angular da secante;

y="1(x) Q(z, 1(2))

P(x, (X))
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A Derivada de f em x é:

0=ty

f(x+h)—f(x)
h
_ i 1@ =10
Z—>X Z—X
Calculando a derivada a partir de sua definicao

O método para calcular uma derivada é chamado derivagdo. Para enfatizar a ideia de

que a derivacdo é uma operacao realizada na funcao y = f (x), também usamos a nota¢ao:

d

— f(x

o &)

Para indicar a derivacdo f '(x).

Aplicando a definicéo:

Derive f(x)= Ll

Temos que: f(x) = Ll

(x+h)

Dai,
(x+h)-1

f(x+h) =

00 = f(x+hr)‘— f(x)

x+h_x
Xx+h-1 x-1
h

= lim
h—0

— lim 1 (Xx+h)(x=1) = x(x+h-1)
0 h (x+h-1)(x-1)

= lim =- —h
o h - (X+h—1)(x-1)

= lim -1 = _12
-0 (X+h-1)(x-1) (x-1)
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3.1. Regras de Derivacéo

Vejamos alguns principios de derivagdo, que nos possibilitard derivar uma

multiplicidade de funcdes.
Principio 1- Derivada de uma funcéo constante

Se f tem o valor constante f(x) = c, logo:

df d
—=—1/(c)=0
dx dx()

Principio 2- Potenciagdo para inteiros positivos

Se n for um inteiro positivo, logo:

Principio 3- Multiplicacao por constante
Se u é uma funcéo derivavel de x e ¢ uma constante, logo:

d du
—(cu)=c—
dx( ) dx

Principio 4 - Derivada da soma

Se u e v sdo funcBes derivaveis de X, entdo a soma das duas, u + v, é derivavel em

qualquer ponto onde ambas sejam derivaveis. Nesses pontos;

d du dv
—U+Vv)=—+—
dx dx dx

Principio 5 - Derivada do produto

Se u e v sdo derivaveis em x, logo o produto u.v também ¢, e,

d dv  du
— (V) =u—+v—
dx dx  dx
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Principio 6 - Derivada do quociente

Se u e v sdo derivaveis em x e se v(x) # 0, logo o quociente u/v ¢ derivavel em x e,

Jdu | dv
i(ﬂ} __dx dx
dx\ v v2

Em notagéo de funcdo:

g{f(x)}z g f () - F(99'(X)
dx| g(x) 9%(x)

Principio 7- Potenciacdes para inteiros negativos

Se n € um inteiro negativo e x # 0, logo:

d g™ n-1
—€" =nx
dx « -

3.2. Maximo Absoluto e Minimo Absoluto

Neste capitulo veremos como encontrar e identificar valores extremos de uma funcéo a
partir de sua derivada. Logo apds essa primeira etapa, podemos resolver uma série de

problemas de otimizagdo. Maximo e minimo s&o chamados de extremos absolutos.
Definicdo 1- Maximo Absoluto e Minimo Absoluto

Seja f uma funcdo de dominio D. Entdo f tem um valor maximo absoluto em D em

um ponto ¢ se f(x) < f(c) para qualquer x em D e um valor minimo absoluto em D no ponto

cse f(x)> f(c)para qualquer x em D.
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Teorema 1- O teorema do valor extremo

Se f é continua em um intervalo fechado b , entdo f assume tanto um valor
maximo M como um valor minimo m em |,b . Ou seja, h4 nimeros x, e x,em |,b_tais

que f(x)=me f(x,)=Mem< f(x) <M para qualquer outro valor de x em |,b .

Pontos de Maximo e Minimo interior

(X;, m)

Maximo absoluto O
maior valor de f.
Também é um

.. o maximo local.
Maximo local ndo ha

na vizinhanga valor de
f maior que este.

Minimo local Néo
ha na vizinhanga
valor de f menor
que este.

Minimo
absoluto o
menor valor
de f também é
um minimo
local.

[ i S e

x
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Defini¢do 2- Maximo Local, Minimo Local.

Uma fungdo f tem um valor maximo local em um ponto interior ¢ de seu dominio se
f (x) < f(c) para qualquer x em um intervalo aberto que contenha ¢. Uma funcdo f tem um
valor Minimo local em um ponto interior ¢ de seu dominio se f(x)> f(c) para qualquer x

em um intervalo aberto que contenha c.
Teorema 2- Teorema da derivada para valores de extremos locais

Se f possui um valor maximo ou minimo local em um ponto c interior de seu dominio

e se f [ ¢ definida em c, entdo f [J (¢) = 0.
Definicéo 3- Ponto critico

Um ponto interior do dominio de uma fungdo f onde f (1 € zero ou indefinido é um

ponto critico de f.

Na maior parte das buscas por valores extremos, é indispensavel determinar os
extremos absolutos de uma fungdo continua em um intervalo fechado e finito. O teorema 1
mostra que esses valores existem, e o teorema 2 nos diz que eles s6 sdo adquiridos em pontos
criticos e extremidades. Muitas vezes, podemos simplesmente listar esses pontos e calcular os

valores adequados da funcéao, descobrindo assim os valores maior e menor e sua localizacao.

3.3. Como determinar os extremos absolutos de uma funcéo continua f em um intervalo

fechado e finito

1- Calcule f em todos os pontos criticos e extremidades.

2- Tome o0 maior e o menor dentre os valores obtidos.



26

3.4. Estratégia Para Resolver Problemas de Maximos e Minimos

Passo 1- Compreendendo o problema. Leia o problema atentamente. Identifique as
informacdes necessarias para resolvé-lo. O que € desconhecido? O que é dado? O que é

pedido?

Passo 2- Desenvolva um modelo matemético para o problema. Desenhe figuras e
indique as partes que sdo importantes para o problema. Introduza uma variavel para
representar a quantidade a ser maximizada ou minimizada. Utilizando essa variavel, escreva

uma funcao cujo valor extremo forneca a informacéo pedida.

Passo 3- Determine o dominio da funcdo. Determine quais valores da variavel tem

sentido no problema. Se possivel, esboce o gréafico da funcéo.

Passo 4- ldentifique os pontos criticos e as extremidades. Determine onde a derivada €
zero ou ndo existe. Utilize aquilo que vocé sabe sobre a forma do grafico de uma funcéao e
sobre a fisica do problema. Use a primeira e a segunda derivada para identificar e classificar
pontos criticos (onde f = 0 ou n&o existe).

Passo 5- Interprete a solucdo. Traduza seu resultado matematico de volta para a
linguagem original do problema e decida se o resultado tem sentido ou ndo. (SILVA, 2010
apud FINNEY, 2002, p. 275).



4- Conexoes de Conteludos

4.1. Triangulo

Obter um prisma de volume maximo a partir de um triangulo equilatero.

A partir da férmula da area de um triangulo temos:

A_azx/§
-4
A=x€—2x3§

A=x6€’ —4ax+4x2>T/§

A= €@*x — 4ax? +4x3\—/§

—~

Fazendo A'(x) = 0, obtemos:

A'(X) = a* —8ax+12x>

T ¢8a . ¢8a’-4.12.a°
B 2.12

8a++/64a° —48a°

B 24
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‘= 8a++16a’

24
8at4a
X =
24
a
Xl :E
a
X, :E

V'(X) = a® —8ax+12x>
Derivando novamente temos;

V"(x) = —8a+ 24x

a a
Para X = o temos V"(Ej = 4a > 0 ndo convem, pois € o valor minimo.

a a
Para X, = 6 temos V"(E] =-4a <0 logo é o valor maximo.

L. - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando E'

4.2. Quadrado

Obter um prisma de volume maximo a partir de um quadrado.

28



A partir da férmula do volume do sélido temos:
v(x)=ad

v(X) =(a—2x)-(a—2x)-x

v(x) = (a—2x)* - x

v(X) = (a2—4ax+4x?) - x

V(X) = a2x — 4ax? + 4x3

V'(X) =12x2 —8ax + a?

. —(-8a) ++/(-8a)? —4-12- a2
- 212

= 8a++/64a2—48a?
24

. Bazxi6a?
24

8at4da
X =
24

V'(x) = a® —8ax +12x>
Derivando novamente temos;

V"(X) = —8a+ 24x

a a
Para X1 = P temos V"(EJ = 4a > 0 ndo convém, pois é o valor minimo.
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a a
Para X; = 6 temos V"(E] =-4a <0 logo é o valor maximo.

L. - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando E'

4.3. Pentagono regular

Obter um prisma de volume maximo a partir de um pentagono regular.

A partir da férmula da area de um pentagono regular temos:

_ 512
4tan(36)

Logo temos substituindo | por (a—2x) de forma andloga temos;

_ 2
A_5(a 2X) x

4 tan(36)

_ 5(a?—4ax+4x?)
4 tan(36)

_ 5(a2x —4ax? + 4x3)
4tan(36)

Logo;
A(X) = a2x — 4ax +4x3

A'(X) =12x% —8ax + a?

30



De forma anéloga obtemos;

a
Xl:E

a
Xzzg

Derivando novamente temos;
V"(x) = —8a+ 24x

Consequentemente;

a
V"(E) = 4a >0 (minimo) e

a
A (E) = - 4a < 0 (méximo)

.. - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando E'

4.4. Hexagono Regular

Obter um prisma de volume méaximo a partir de um hexégono regular.

A partir da férmula da area do hexagono regular temos:



_ 3a%/3
2

A

:3(a—2x)2\/§.x
2

A

_ 3(a?—4ax+ 4x2)4/3 X
2

A

_ 3(a2x —4ax+ 4x%)/3
2

A

Logo;
A(X) = a2x — 4ax +4x3
A'(X) =12x2 —8ax + a2

De forma anéloga obtemos;

a
Xl:E

« - a
26
Derivando novamente temos;

V"(x) = —8a+ 24x

Consequentemente;

a
V"[E = 4a >0 (minimo) e

a
V"(g = - 4a < 0 (maximo)

L. - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando .
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4.5. Heptagono Regular

Obter um prisma de volume maximo a partir de um heptagono regular

A partir da férmula da area do heptagono regular temos:

AT €-2xC
4 tan 25,71

Logo;
A=a?—4ax® +4x°
A'(X) =12x% —8ax + a?

De forma analoga obtemos;

a
Xl:E

a
XZZE

Derivando novamente temos;

V"(x) = —8a+ 24x



Consequentemente;

a
V"(EJ = 4a >0 (minimo) e

a
A (E) = - 4a < 0 (mé&ximo)

L. - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando E'

4.6. Octogono Regular

Obter um prisma de volume maximo a partir de um octégono regular.

A partir da férmula da area do octdgono regular temos:

2
Ao 8€—2x
4tan 22,5

€ - dax+4x2
tan22,5

Logo,

A(X) = a?x — 4ax + 4x3



A'(X) =122 — 8ax + a2

De forma anéloga obtemos;

a
Xl:E

a
XZZE

Derivando novamente temos;
V"(x) = —8a+ 24x

Consequentemente;

a
V"(Ej = 4a >0 (minimo) e

a
V" (gj = - 4a < 0 (maximo)

, . - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando .

4.7. Enedgono Regular

Obter um prisma de volume méaximo a partir de um eneagono regular.

35



A partir da férmula da area do enedgono regular temos:

_ e
4tan(18°j
9
oy
A= M X
4tan 20

9€2—dax+4x2_
4tan20

Logo;
A(X) = a2x — 4ax + 4x3
A'(X) =12x% —8ax + a?

De forma anéloga obtemos;

a
Xl:E

a
Xzzg

Derivando novamente temos;
V"(x) = —8a+ 24x

Consequentemente;

a
V"(Ej = 4a >0 (minimo) e

a
A (E) = - 4a < 0 (méximo)

, . - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando E'
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4.8. Decagono Regular

Obter um prisma de volume maximo a partir de um decagono regular.

A partir da férmula da area do decagono regular temos:

__ e

4tan(180 j
10

2
Ao 5(a —2x) %
2tanl18

A 5(a2x — 4ax + 4x3)
2tanl8

Logo;
A(X) = a?x — 4ax + 4x3
A'(X) =12x2 —8ax + a2

De forma analoga obtemos;

a
Xl:E

a
Xzzg

Derivando novamente temos;



V"(xX) = —8a+ 24x

Consequentemente;

a
V"(E) = 4a >0 (minimo) e

a
A (gj = - 4a < 0 (méximo)

L. - a
Portanto obtemos o volume maximo do s6lido tomando .
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5. Considerac0es Finais

Como foi visto, construir Prismas com volumes méaximos a partir de poligonos
regulares, foi o tema escolhido para ser desenvolvido em um determinado espaco de tempo e
consequentemente, vir a ser 0 nosso Trabalho de Conclusédo de Curso.

Em principio, uma tarefa relativamente facil de ser realizada, e realmente é facil, desde
que as etapas a serem executadas estejam devidamente identificadas e que seus executores
tenham dominio dos diversos contetidos envolvidos, bem como habilidade para utiliza-los.

Nesse sentido, faz-se necessario realcar que o sélido a ser confeccionado, ndo € um
Prisma qualquer e sim, o Prisma que detenha o volume maximo dispondo da matéria prima
oferecida (papel, cartolina, madeira, metal, vidro, dentre outros) todos com formatos de
poligonos regulares.

Podemos afirmar que, em nosso trabalho, esse momento de obrigatoriedade em
atender essa especificidade, provocou uma queda no ritmo dos trabalhos, porém foi
extremamente importante, pois proporcionou reflexdes e discussfes que contribuiram de
forma significativa na correcdo de rumos e consequente retomada das atividades.

Embora exista uma sensacdo discreta de mudanga no comportamento docente, o que
representa um aspecto positivo, esse conflito se faz notar em salas de aulas dos diversos
periodos do curso, pois reflete diretamente 0 modelo de ensino adotado em boa parte dos
Componentes Curriculares a serem cursados, ou seja: focalizam apenas o seu contetdo, e ndo
se preocupam em proporcionar uma discussdo juntamente aos contetdos de outras disciplinas
quer sejam em sua area ou outras areas de conhecimento.

E foi exatamente essa perspectiva, de interligar conhecimentos, que permitiu extrair da
sequéncia de atividades, resultados mais significativos.

Para cumprir com a proposta inicial, se fez necessario refletir sobre:

Modelagem — Légica — Geometria Plana — Geometria Espacial — Calculo — Desenho
Geométrico — Trigonometria.

Em nosso estudo, uma ferramenta foi de extrema utilidade em cada uma das etapas
descritas ou sejam: na configuracdo, na compreensdo, nas figuras planas, nos solidos, na
interpretacdo dos resultados vindos do Célculo, em razdes trigonométricas ou tridngulos
quaisquer, essa ferramenta foi 0 Desenho Geométrico.

Entendemos também que dentro das atividades previstas para o periodo, existam
espacos destinados a abordagens sobre a histdria dos contetdos a serem ministrados, bem

como a suas aplicacdes.
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Ao final, feliz por procurar atender aos ritos do Trabalho de Concluséo de Curso, fica
a certeza de que devemos melhorar cada vez mais, desenvolvendo habilidade de percepcédo no
tocante a visualizacdo e criacdo de novas formas e ideias e relaciona-las com o ensino de

Matematica.
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Fotos obtidas no laboratério de Matematica.
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