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Capitulo 1

Introducao

Fatos historicos

Para demonstragdo do Teorema da Aplicagdo Aberta e do Teorema do Gréfico
Fechado, faremos uso do Teorema de Banach-Steinhaus. Stefan Banach foi um matematico
nascido em Cracévia, império Austro-Hangaro, hoje na Polonia, é considerado um dos
fundadores da andlise funcional moderna, contribuiu com o desenvolvimento da teoria
topoldgica do espago vetorial e também é considerado o fundador da escola polonesa de ma-
temdtica. O teorema de Banach-Steinhaus, também conhecido como principio da limitagdo
uniforme, que é um importante resultado da andlise funcional, o teorema foi originalmente
publicado em 1927 por Stefan Banach e Hugo Steinhaus, um matematico de uma familia de
intelectuais judeus, que nasceu na regido da Galiza, numa cidade chamada Jaslo, que ficava
préxima das cidades de Cracévia e Lvov (hoje onde fica a Austria). Depois de terminar o
ensino secundério, Banach foi para Lviv (hoje na Ucrania) e ingressou na faculdade de enge-
nharia na Universidade Técnica da cidade, teve que se manter virando tutor. Ele se graduou
em 1914, mas por causa da Primeira Guerra Mundial, Banach acabou saindo de Lviv. Ele
também passou um tempo em Cracévia dando aulas em escolas, em 1916 uma grande opor-
tunidade teria grande impacto na vida dele. Hugo Steinhaus, que estava servindo o exército,
iria pegar uma correspondéncia em Lviv e teria que andar pelas ruas desta cidade para ir até
a Universidade. Neste caminho Steinhaus teria ouvido as palavras “medida de Lebesgue
”. Era Banach com seu amigo, Otto Nikodym. Entdo Steinhaus passou a ter contato com
eles regularmente e acabou por fundar com os dois amigos uma ”sociedade matemaética ”.

Steinhaus contou-lhes sobre um problema no qual estava trabalhando sem sucesso. Depois



de um tempo Banach teve uma idéia para o contraexemplo requerido e contou a Steinhaus,

e eles realizaram um trabalho em conjunto, porém a guerra acabou atrasando a publicacdo.

Em 1919 a Sociedade Matemadtica de Cracdvia foi estabelecida por iniciativa de
Steinhaus. Banach ministrou palestras nessa sociedade e continuou a produzir trabalhos
matemadticos. Em 1920 essa Sociedade se tornou Sociedade Matematica da Poldnia e foi
oferecido a Banach um cargo de assistente de Antoni Lomnicki na Universidade Técnica de
Lviv, 14 ele fez palestras relacionadas 4 matematica e tentou submeter a sua tese de doutorado
sob a supervisdo de Lomnicki. Em 1922 a Universidade Jan Kazimierz em Lviv deu a Banach
a sua habilitacdo (grau académico semelhante ao de livre docente no Brasil) pela tese sobre
teoria da medida. Em 1924 foi promovido a professor titular e passou o ano académico 1924-
1925 em Paris. No entre-guerras continuou a produzir importantes trabalhos, escrevendo
livros didaticos de élgebra, geometria e aritmética para o ensino secundério. Ele também
contribuiu para a divulgacdo da matemadtica, em 1929 juntamente com Steinhaus langou
o jornal Studia Mathematica, tornando-se os dois os primeiros editores, que tinham como
politica o foco em analise funcional e tépicos relacionados. Em 1939, conseguiu a presidéncia
da Sociedade Matemadtica da Polonia. Quando a Segunda Guerra Mundial estourou, as
tropas soviéticas invadiram Lviv, mas como Banach tinha boas relagdes com os matematicos
da Unido Soviética, indo os visitar algumas vezes, ele conseguiu se manter no cargo, e a
guerra ndo mudou muito a vida dele, pois continuava com suas pesquisas, escrevendo seus
livros didéticos, dando palestras e indo a cafés. Porém a ocupagdo nazista de Lviv em
Junho de 1941 fez com que a vida de Banach ficasse dificil por 14, durante esta época muitos
académicos poloneses foram mortos, em um dia de massacre - 3 de Julho de 1941. Banach
chegou a ser preso sob suspeita de traficar moeda da Alemanha, mas foi solto um tempo
depois. Ele pretendia ir a Cracévia depois da guerra para se tornar o presidente da drea de

matematica na Jagiellonian Universit, mas morreu em Lviv em 1945 de cancer de pulmao.

Entre os varios trabalhos de Banach destacam-se a sua contribui¢do para a teoria
das séries ortogonais e inovagdes na teoria da medida e integracdo, mas a sua contribuicdo
mais importante foi na analise funcional. Dos trabalhos publicados por ele, O Théorie des
opérations linéaires, é o mais importante. Também considerada de grande importancia na
época, a Théorie de Sept Reverse, acabou sendo considerada incompleta na década seguinte.
Banach também introduziu o conceito de espagos vetoriais normados, também chamados
Espaco de Banach, além de provar varios teoremas dessa drea. Suas aplica¢des ajudaram em

muitos estudos na andlise funcional por um longo tempo. Entre os teoremas que tém o seu
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nome, encontram-se:

¢ Teorema de Hahn-Banach

¢ Teorema de Banach-Steinhaus
¢ Teorema de Banach-Alaoglu

o Teorema de Banach-Schaude.

Quanto a Steinhaus foi um dos membros da Escola de Matematica de Lviv, estu-
dou matematica na Universidade de Lviv e na Universidade de Gottingen, onde doutorou-se
em 1911 com a tese Neue Anwendungen des Dirichlet’schen Prinzips. Habilitou-se em 1917
em Lviv. Em 1918 publicou o artigo Additive und stetige Funktionaloperationen. Em 1920
foi professor da Universidade de Lviv. Em 1945 foi professor de matematica na Universidade
de Wroctaw. Em 1952 foi eleito membro da Academia de Ciéncias da Polonia. Steinhaus
publicou cerca de 250 artigos, entre os quais Kalejdoskop matematyczny (1938), traduzido
em 10 linguas. Em co-autoria com Leo Moser desenvolveu a notagdo de Steinhaus-Moser

para nameros de grande magnitude.
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Capitulo 2
Espacos Métricos

Definicdo 2.0.1 : Um espaco métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto nio vazio e d é uma

métrica em X , isto é, uma fungdo definida por:

d: X x X — R, definida por:
(x,y) = d(x, y) = |x — yl, onde para todos x,y e z tem-se:
i) dx,y)>0ed(x,y) =0 x=y
i) d(x, y) = d(y, x)
iii) d(x,y) <d(x,z)+d(y,z)

Exemplo 2.0.1 Vamos considerar o espago de sequéncias S: Que é o conjunto de todas as sequéncias

de niimeros complexos e munido da metrica definida por:

(o) 1 ,X
d(x,y) = Z T le (2.1)

onde x = (x;)) e y = (y;)

Para mostrar (iii), usaremos a auxilio de uma fungédo f definida em IR por:

f(t):m-

Temos:
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r.(1+t)—t(1+ty 1.(1+t)—-t1 1+t—t 1
"(t) = = ’ = = >0
F® (1+1)? (1+1t)? F® 1+1)?2 (1+1)?
Portanto, f ¢ monotona e crescente, consequentemente, como
la + b| < |a| + |b|, Ya,b € R (2.2)

logo
flla+bl) < f(lal + |b])

Aplicando, a defini¢do de f e a desigualdade triangular, temos:

a+bl _ _lal+ bl _ |al N |b| .l N 14
T+la+b  1+la+b]  1+lal+bl  1+la+b  1+1a 1+l

Na desigualdade acima, fazendoa = x;—z;e b = z;—y; , temos: a+b = x; —z; +z; = Y;i = X; — V;.

Dai, resulta

le- - y1| Ixz- - Zz'l |Zi - %|
<
T+i—yl  T+x—z) 14z —yi

(2.3)

1 . e
se multiplicarmos ambos os lados de ( 2.3) por i € Somarmos i de 1 até infinito, temos:

ou seja,
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
Portanto (X, d) é um espago métrico.
Exemplo 2.0.2 : Seja X = {x € R;|x| < 1} sobre este conjunto definimos a fungio:
d:XxX—R
da seguinte forma:
d(x, y) = lx =yl

A funcdo d satisfaz as condi¢gdes de métricas, portanto (X, d) é um espago métrico.
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Definicdo 2.0.2 : Seja d(x, y) um espago métrico, diremos que (x,), ¢ N € uma sequéncia de Cauchy
no espago métrico X se x,, € X para todo n € IN e ainda verifica-se que para todo € > 0 existe np € N

tal que:
n,m = nyg = d(x,, x,) <€,

quando essa sequéncia de Cauchy é convergente em X, dizemos que o espaco métrico é

completo.

Exemplo 2.0.3 : O conjunto dos niimeros reais com a métrica dada pelo valor absoluto é um espago

métrico completo.

2.1 Espagos normados

A estrutura de espago métrico é uma estrutura bdsica, onde isolamos o conceito de métrica,
para definir sobre ela uma convergéncia de seus elementos. Os espacos normados sdo es-
truturas mais ricas, isto é, sdo conjuntos ndo vazios que possuem duas operacdes fechadas
definidas sobre eles. Uma delas é a soma de vetores , e a outra é o produto por um escalar,

isto é, um espago normado é um espaco vetorial. Mais precisamente:

Definicao 2.1.1 : Diremos que um espago vetorial E é um espago normado, se existir uma fungio

N : E — R satisfazendo as sequintes propriedades:

i) Nx)>20,Vx€e EeN(x) =0 x=0;
ii) Nx+y) <N(x)+N(y), VY x,y€E;
iii) N(ax) = |a|.N(x),Ya € R,Vx € E.
Em particular todo espago normado é um espago métrico. Quando um espago normado E é
completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy é convergente em E, dizemos que E é um espaco
de Banach.

Lema(Baire): Seja X um espaco métrico completo ndo vazio. Consideremos uma sequéncia

(x,) de subconjuntos fechados de X tal que:
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X = Oxn.

n=0
Entdo, existe np € N tal que: intX,, # 0

Demonstrag¢ao: : Suponhamos que intX,, = 0 ¥n € IN.

seja X1 # X, com X — X; # 0, como todo conjunto aberto contém uma bola aberta, entdo
existe uma bola aberta B(x;,0;) € X — X7, com 0 < 0; < % Agora seja intX, = (), a bola
B(x1, %1) ¢ X,. Logo, B(xy, 6—21) — X, é um aberto ndo vazio e portanto B(xy, 62) C [B(x, 671) — X5]
com0 < 6, < i Pela hipotese tomada note que: B(x,-1,06,) C [B(x,-1, 6”2—’1) — X,,] e ainda
B(x,,6,) N x, = 0.

Agora, considerando m > n temos pela desigualdade tridngular que:

m—1
Ao, %) < Y (i, x)

por ( 2.1) resulta

1 [xis1 — xil
d(x,, x,) < Z Sl s 2 s L
(s ) e~ 201 + i — X

S |xip1 — xil 1 |xip — xil 1
Como |xj;1 —xi| <1+ |xj01 — x| implica, 0 < ————— < 1, edal, =————m— < —
| i+1 l| | i+1 l| P ’ 1+ |xi+1 _ xl‘l ’ % 21 + |Xi+1 — xl'l 21/
temos:
m—1 m—1
A(xXm, x,) = Zd(xiﬂ,xi) < 22‘1 — 0 se m,n— oo.
i=n i=n

Como X é completo, entdo x, — x € X, e desde que x; € B(x,, %”), Yk > n.

Dai, x € B(x,, 6,), Vn € N, o que é uma contradi¢do. Logo, existe 1y € IN tal que:

intXy, # 0.

2.2 Espacos Quocientes

Definic¢do 2.2.1 : Seja E um espago vetorial, e seja M um subespago de E. Diremos que x,y € E

sdo equivalentes médulo M, e escreveremos x = y(mod(M)), quando x — y € M. E claro que esta é

14



N o E . o
uma relagio de equivaléncia em E. Denotaremos por 3 ° conjunto de todas as classes de equivaléncia

médulo M. Para cada x € E, denotaremos a classe de equivaléncia que contém x por X . Sejam para

-_— _E > w E
todox,y € 2 A € R. Pode-se verificar que estas operagdes estido bem definidas, e que 31 Com essas

. . . . . . E
operagoes, é um espago vetorial. além disso, a aplicagido quociente é linear. O espago vetorial vk

chamado de espago quociente de E médulo M.

E
Proposicdo 1 : Sejam E um espago normado, M um subespago vetorial fechado de Ee 1t : E — i

a projegdo candnica. Entdo, a aplicagio,

E
||.||:M—>1R
x—=llxll=inf{ | x[l:n(x)=2x}

define uma norma.

Demonstracao:
i) Recorre da definagdo, que || x || > 0
i) [[Ax || =]l Ar(x) [| = |Al | x ||

_ _E _ . . —
iii) Seja x € i tal que || x || = 0. Entdo existe uma sequéncia (x,) em x tal que x, — 0 em
E.

Portanto, 0 € x e x = M.

iv) Sejam x,y € 5 esejam x, y € E tais que t(x) = xe n(y) = y.

Entdo, n(x + y) = X + i, donde segue que :
IZ+7I<lx+yl<lxl + Iyl
Logo, por propriedade de do infimo, obtemos:
Ix+yll < Ixll + Iyl

Observagao 1 : Usaremos o fato de que:

- _E .

X € é fechado em E, pois M é fechado em E.
Observacgdo 2 : Nas condigdes da proposigio acima:

I Xl =1m@x) [ <[lx][l ¥x€E.
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2.3 Transformagodes lineares limitadas

Sejam E e F dois espagos vetoriais normados, dizemos que uma aplicagdo T : E — F é

limitada se existe uma constante c > 0 tal que:

NT, |l <cllx|l, Vx€E
Proposicao 2 T : E — F é linear e limitada <= T é continua.

Demonstragdo: = | Suponhamos que a aplicagdo T : E — F é linear e limitada, entdo:
Tx+y)=T,+TyVx,yeE e T(Ax)=AT,VA€eR,x€E.
E também, existe k € Rtal que || Ty || <k x|, ondek € R,x € E . Logo,
I T =Ty I =T =y 1<k l[x =yl

Portanto, T é uma aplicacdo Lipschitziana e dessa forma é uniformemente continua. Entdo,
T : E — F é continua.
&= suponhamos que T nédo é continua em x = 0, entdo Yk € IN existe um ponto x; € E, com

x; # 0 tal que:

I T 1> KA1 2 I

1 1
Seja yx = %ﬁ, entdo || yx || = PR Osek — 0. Logo yx — 0O em E. Mas,
1 Xi 1
T, =T(+ = Ty,.
” kllxell” kel ™

Dai, obtemos:

1 1
T =— || T || > ——kl|lx || =1
T I = g I T > gl e
ou seja,
I Ty Il > 1V¥keN. (2.4)

Assim, || Ty, ||-» 0 e portanto T,, + 0. Dessa forma, T ndo é continua em x = 0.

Em (2.4) temos :
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1_

Il Ty, Il > 1:kk

kAl ye Il

ou seja,

Il Ty 1> Ky ll, Yk € N
Mostrando que T ndo é limitada . Logo se T é continua entao
I Ty Il < kAl ye Il Yk € N.

n
Denotamos por L(E, F) ao espaco das transformacdes lineares continuas de E em F, munido

da norma:

I T |l= supyuy <1 Il Tx |l

2.4 Teorema de Banach - Steinhaus

Teorema 1 ( Teorema de Banach - Steinhaus ou principio da limitacdo uniforme) : Sejam
E e F dois espagos de Banach, consideremos {T; : i € I} uma familia (ndo necessariamente enu-

merdvel) de transformagoes lineares continuas de E em F. Supondo que:

sup || Tix || < oo, VX €E,

iel

entao,

sup || Ti [l zep < 0,

iel

isto é, existe uma constante c > 0 tal que :
| Tix||<c ||x]|| Vx€ EeViel

Demonstragio: Paracadan >1,sejax, = {x € E:|| Tix || <n, Vi€ I}.
Mostremos que x§ é aberto em E.

Tome x, € x5, entdo existe iy € I tal que || Tjyxo || > n. Da continuidade de T;,, temos que
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existe r > 0 tal que || Tj,xo || > n, ¥x € B(xo,r), portanto xS é aberto, e dessa forma x,, é
fechado.

Mostremos agora que:

Oxn:E.

n=0

como x, C E,Vn € N segue que an C E. Agora, seja x € E e sejan € N tal que
n=0
n>sup || Ty, I
ie€kE
Temos por hipétese que || Tix || < oo, Vx € E. Logo || Tix || < n, Vi € I. Dai, temos que x € x,

implica x € U Xy

n=0
Assim E C an. Logo E = an.
n=0 n=0

Pelo Lema de Baire, existe ny € N tal que intx,, # 0. Tomando xy € E e r > 0 tal que

Blxo, ] C x,, temos:

|| Ti(xo +12) || <np, Viel e Yz € Blxg, 1] C xy,.

Entao,
|| Ti(xg +72) || <ny, Yiel e ¥z € Blxy,r].
Assim,
|| Ti(xo) + rTi(z) || < ng Viel e Yz € Blxy,r].

ou seja,

| Ti(xo) Il +7 Il Ti(z) | < mo, Yiel e ¥z € Blxg,r],
ou ainda,

I Ti(2) | < 7(no— Il Ti(xo0)), Vi € I e Vz € Blxo, 7].
Portanto,

I Ti llger < L(no— Il Ti(xo) ) Vi€,

18



isto é,
sup || Ti llgep < .

iel

Coroldrio 1 : Sejam E e F espagos de Banach e seja (T,,) uma sucessio em L(E, F) tal que para todo

x € E, (T,,x) converge para um limite denotado por T, entdo:

i) sup || Ty llger < oo
n €N

ii) T € L(E,F)
iii) | T llger < %EE}, inf || Ty ll 2 p)
Demonstracao:

i) Segue do Teorema, pois || T(x) || é convergente e portanto sup || T,,(x) || < oo, Vx € E.
nelN

ii) Pelo item i) T é limitada. Observe que T é linear, pois:
T(ax +y) = %1_{{)10 [Th(ax +y)] =« %1_1)’1;10 Tu(x) + %1_1%10 Tu(y) = aT(x) + T(y).

Como T é linear e limitada, segue da proposicdo 2 que T é continua. Dai, T € L(E, F).

iii) Seja c > 0, por definicdo :
Il Tn llzery = sup Thx,
llxdl < 1
de onde segue que:
I Tz <N Tullgerp ll x1l, Yx €E.
como || Tpx ||—|| T |I, segue que:

| Tell < Timinf || T, gy Vx € E.

Portanto:

19



IT I < liménf || T |l

Coroldrio 2 : Seja G um espago de Banach e seja B um subconjunto de G e suponhamos que para

todo f € G’ o conjunto (f,B) = U (f, x) é limitado em IR, entdo B é limitado.

xe€B

Demonstragdo: Vamos usar o teorema de Banach-Steinhaus com E = G, F =Re I = B. para
cada b € B, seja:
Ty, : G — R, definida por Ty(x) = (f, b). Como (f, b) é limitado em IR, entdo :

sup |Ty(f)l < oo Yf € G' e Vb € B, ou seja, existe uma constante ¢ > 0, tal que:
beB

K, <c |l fll VfeGe VbeB

oqueimplica sup [f,b)l<c, VbeB
feGlfli<1
do coroldrio 1, temos que || b || < ¢ Vb € B. Assim B é limitado. (]

Corolario 3 : Seja G um espago de Banach e considere B’ um subconjunto de G’. Suponhamos que
para todo x € G o conjunto (B’, x) = U (f, x) é limitado em R. Entdo, B’ é limitado.

fep
Demonstragdo: Apliquemos o Teorema de Banach-Steinhaus com E = G, F = Rel = B'.
Paracadab € B, sejaT, : G — R, definida por T;(x) = (b,x). Como (B’, x) é limitado em

R, entdo, sup |Tj(x)| < oo, Vx € G/, e pelo Teorema de Banach-Steinhaus existe uma constante

b e B
¢ > 0 tal que:

Kb, <cllx|,VbeB e VxeG= sup [(fb)| <cVbeB.

YeC <1

Portanto, || b ||[< ¢, Vb € B’ implicando que B’ é limitado. [ ]

2.5 Teorema da aplicacao aberta

Teorema 2 (Teorema da aplicacdo aberta) : Sejam E e F espacos de Banach e seja T € L(E,F)
uma transformagdo linear sobrejetora. Entdo existe uma constante ¢ > 0 talque: B(0,c) C T(B(0, 1))

e portanto T é uma aplicagdo aberta.
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Observagdo 3 : T leva aberto em aberto.

De fato, seja U C E um aberto e seja yo = Ty, € T(U). Sejar > 0 tal que:
B(xo,r) c U, isto é, xo + B(0,r) c U

entdo T(xo + B(0,r)) C T(U), implica que T(xo) + T(B(0,r)) C T(U), logo yo + T(B(0,r)) c T(U).
Mas B(0, cr) € T(B(0,r)) implica yo + B(0, cr) C yo + T(B(0, 1)). Portanto B(y,,rc) C T(U).

Demonstragiao: A prova desse teorema serd feita em duas etapas.

1% etapa: Mostremos que se T é uma transformagcéo linear sobrejetora de E em F, entdo existe
uma constante ¢ > 0 tal que B(0,4c) C T[B(0,1)].

De fato, seja x, = nT[B(0,1)],n = 1,2,--- . Temos que x,, é uma sequéncia de subconjuntos
fechados de F.

Mostremos agora que :

Oxn =F.

n=0

[o0]

E claro que U x, C F, pois x, C F. Devemos provar que F C U Xy
n=0 n=0
Dado y € F e seja x € F tal que y = Tx. Consideremos 1, € IN tal que:

x € B(0,np) => T, € T(B(0, n)) € T[B(0, 1)]) = noT[B(0, 1)] = xy,.

Logo y € x,, implica que y € U x,. Portanto U x, = F.
n=0 n=0
Segue do Lema de Baire que existe ny € IN tal que intx,, # 0, isto é,

int(nyT[B(0,1)]) # 0 = int(T[B(0,1)]) # 0.

De fato, seja z = ngy € int(nyT[B(0,1)]) e seja € > 0 tal que:
B(z,€) C moT[B(0, 1)] = B(Z, £) C T[B(0,1) = B(y, <) C T[B(O,1)],
onde y = =
o
Seja v € int(T[B(0,1)]) e seja ¢ > 0 tal que B(yo, 8c) C T[B(0,1)].

Em particular y, e —yo pertencem a T[B(0, 1)] e teremos:
Yo + B(yo,8¢c) C T[B(0,1)] + T[B(0, 1)].

disso resulta que :
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B(0,8¢) c T[B(0,1)] + T[B(0, 1)].
Agora, sendo T[B(0, 1)] convexo, entdo:
T[B(0,1)] + T[B(0,1)] = 2T[B(0, 1)].
Portanto,
B(0,8¢) C 2T[B(0,1)] = B(0,4c) € T[B(0, 1)].

2% etapa: Seja T € L(E, F) que verifica B(0,4c) C T[B(0, 1)]. Mostremos que B(0, 1) C T[B(0, 1)]
para algum c > 0.
Dadoy € FcomO0 < ||yl < c¢,procuremosx € Ecom |/ x| < 1,talqueT,=y.

1
Temos que dado € > 0, existez € Etal que || z || < 1 talque ||y — Tz || <€, pois
1 1 1
lyll < c=ye ZB(O,4C) C ZT[B(O,l)] = T[B(0, Z)]'

1 1
Desde que y € T[B(0, Z)]' Ve > 0 existe B(y, €) tal que B(y, €) N T(B(0, Z)) # 0.
1
Em particular tomando € = i temos que B(y,i N T(B(O, A_L) # (. Logo, existe x; € E e x; €

1
ZeT,e B(y,i).

1
BO,7) isto & lull < 5

1

Logo [ly — Ty, |l < 1
Procedendo de maneira andloga com y — Tx; no lugar de y e € = é , obtemos x, € E com
1 c

ol < g ellty = Tw) = 2l < 5.

8
Prosseguindo assim, construiremos por recorréncia, uma sequéncia z, tal que z, = x; + x, +

+ ---+x,, onde:

c

1
lzull < z=elly=Tx1+x2+---+x,) || <

T ey — T+t tx) < 5o7,n =12,
A sequéncia z, = x; + x, + - -+ + x,, € de Cauchy em E.
De fato, para n,m € E e n > m, temos:
lzp—zumll=ll (1 +x24+ - F+xu+-+x)—(1+0+--+x) | =l zo — 20 || =
_ o1 1 v 1 0
= X1 + -+ 2, || < szt e = Z St > 0 sem,n — co.

k = m+1
Portanto existe x € E, com || x || < 1, tal que z, — x e como T é continua Tx = lim Tx,. Da
Nn—o0

equagdo ( 2.5) segue que y = Tx. |
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Coroldrio 4 : Sejam E e F espagos e Banach e seja T uma aplicagdo linear continua e bijetiva . Entdo

a transformagio T~' : F — E é continua.

Demonstragao: Pelo Teorema 2, existe uma constante ¢ > 0 tal que B(0,c) C T(B(0, 1)).
Logoseexistex € Ee|| Ty || < ¢, entdo T, € B(0,c) C T(B(0,1)), implica x in B(0, 1), pela
injetividade de T. Assim x|l < 1.

Se x # 0 entdo || m | = 1 e portanto || T(m) |>cdonde|| Ty || >c,| x|

, 1
E claro que que a dltima desigualdade vale se x = 0 e portanto || x || < p | Ty || Vx €E.

Resulta que || T;l I<cllyll Yy €F, oqueprovaqueT™!:F— E é continua. []

Observacao 4 : Seja E um espago vetorial munido de duas normas || . ||y e || . |lo. suponhamos que

E munido com qualquer das normas acima é um espago de Banach e que existe c; > 0 tal que:
[ xllz<ciffxfh Vx €E.

Entdo, existe uma constante c, tal que:

Ixlh<cllxllz, Yx € E

ed Em particular || . ||y e || . ||» sdo equivalentes e denotamos || . |ls ~ || . |l
De fato, aplicando o Coraldrio 4, com E = (E,|| . |l1),F = (F,|| . |l2) e T = Id, temos que Id: F — E é

continua e portanto existe c; > 0 tal que :
11d(x) [k < e [[1d@) ==l x|k < 2|l x|l Vx € E.

Observacdo 5 : A condigdo E e F serem espacos de Banach ndo pode ser suprimida da hipétese do

teorema 2, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.5.1 : Consideremos E = C([0, 1]) munido das normas:

I £ 1= sup oy FOLell £ = ) 1Bt

Mostra-se que (E, || . ||) ¢ um espago de Banach e (E, || . ||;) ndo é um espago de Banach.

Como || f lh= [ If(bldt < sup |f(t)] = f IFllde =1l £l f dt = f1.

te[0,1]
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Qualquer que sejaf € E
Idg : (E,|| . |I) — (E, || - |l1) é continua.

Por outro lado para cada n > 1, seja f, continua em [0,1] tal que:

n se 0<t<

fult) =

= ==

se L<t<
n

1
Entdo || full=nell fulh= 5 para todon > 1.

Provando que Idg : (E, || . |l1) — (E, || . ||) ndo é continua.

2.6 Teorema do grafico fechado

Teorema 3 : [Teorema do grifico fechado]: Sejam E e F espagos de Banach e seja T : E — F uma
aplicagdo linear. Se o grifico de T é fechado entdo T é continua. (A reciproca vale mesmo que T ndo

seja linear).

Demonstragao: Consideremos em E as seguintes normas: || x ||y = || x [[g + || Tx || (norma
do grafico) e || x |[o=|| x ||[¢ . O grafico de T, G(T) sendo fechado entdo, (E,||.||;) € um espago
de Banach.

De fato, seja (x,) uma sucessdo de Cauchy em (E, ||.||;). Entdo: (x,) e (Tx,) sdo sucessdes de

Cauchy em E e F respectivamente. Entdo temos:
Xy = x em (E,||llg) e Txy — y em (F |lllp)-
Como G(T) é fechado, entdo (x, y) € G(T), isto é, y = Tx. Temos que:
lloew = xlly = (llxw = xllg + ITx, — Tx|lp) — 0 se n — co.
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Por outro lado, ||x||, < [|x]|; e portanto, ||.||; = |||, . Logo, existe ¢ > 0 tal que:
lIxll; < cllxl -

Assim,

ITxllp < (Ixllg + ITxlg) = llxlly < cllxllg -

Portanto T é continua. [ |

Exemplo 2.6.1 Seja C([0,1]) o espaco vetorial real das fungdes continuamente diferenciaveis no

intervalo [0, 1] em R, munido da norma || f || = sup up |f(t)|, que é um espago de Banach.

t € [0,1]

Consideremos E = C'([0,1]), F = C([0,1]) e a aplicagdo T: E — F; f +—> T(f) = f'.
Afirmacio: Gr(T) é fechadoem E x F .

Com efeito, seja (f,, T(fu)) » e N uma sequéncia em Gr(T) convergindo para (f, g) e ExF.
Entdo, (fu)nen converge uniformemente para f em [0,1] e ¢ = f'. Logo, (f,g) € Gr(T),
provando que é fechadoem E x F.

sen(nf), (n > 1,t €[0,1]).
n

Finalmente vejamos que T nédo é continua.Consideremos f,(t) =

Como

t 1
sen(r )| < ——paratodon > leparate|[0,1],

Vn Vn -

entdo (f,) » > 1 converge para 0 em E, por outro lado:

Vn.[sen(nt)]’ + [sen(nt)].[ Vn]’ _ vn.n.cos(nt) + sen(nt).0

|fn(t)| = |

(t) = = /n.cos(nt), para todo
JHO N - Vit.cos(nt), p
n >1etel01]. Logo
lim f,(0) = lim Vn = oo
Demonstrac¢ao: Portanto, T ndo é continua . [
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Capitulo 3
Aplicacoes

Nesta secdo mostraremos a equivaléncia entre trés importantes teoremas da anélise funcional
( O Teorema da aplicac¢do Inversa, O Teorema da Aplicagdo Aberta e O Teorema do Gréfico
Fechado ).

Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F uma aplicagdo linear, temos:

a) Teorema da Aplicagdo Inversa : Se T é uma bijegao continua, entdo T~! é continua;

b) Teorema da Aplicacdo Aberta : Se T é continua e sobrejetiva, entdo T é uma aplicacdo

aberta, isto é, T(G) é aberto em F, para todo G em E;

c) Teorema do Grafico Fechado : Se o grafico de T é fechado em E x F, entdo T é continua.

Mostremos que esses trés importantes teoremas da anélise funcional estdo relacionados entre
Si.

Demonstracao:

i) b) = a)
— | Suponhamos que G é um aberto em E. Provaremos que (T™!)"}(G) é um aberto
em E. Mas temos que (T™')"}(G) = T(G), o qual é aberto em F. Assim por hip6tese
T-!':F — E é continua.
=] Suponhamos que G é é um abertoem Ee T : E — F é continua e sobrejetiva e

vamos mostrar que T é aberta.

E
N(T)’ onde N(T) é um subespaco fechado (ntcleo

de T) de E. Agora consideremos a aplicagio: T :

Consideremos o espago quociente

N — B T® =Tw.
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Afirmacao: é um espaco de Banach.

E
N(T)
De fato, seja x,, € W uma sequéncia de Cauchy, vamos mostrar que x, — X € W

¢ uma sequeéncia de Cauchy, entdo existe uma sequéncia de Cauchy (x,)

Como x, em NG
em E, e sendo E completo, existe x € E tal que x, — x em E. Portanto pela proposicdo

demonstrada na pg 14, obtemos:

x,—x||<||x,—x|l— 0. Portantox,, — x € ——.
lx, = x| <[l x,— x| " N(D)

Assim, % é um espag¢o normado completo, pois toda sequéncia de Cauchy é convergente,
dessa forma é um espago de Banach.

Mostremos agora que T estd bem definida e é injetiva.

De fato, TX) = T(y) &= T(x) = T(y) = T(x) - T(y) =0 = T(x - y) =0 &= T(x - V) =
0= x-7€N(T) & ¥ =7 = T éinjetiva.

Notemos também que T é sobrejetiva.

De fato, pois pela definicdo , a sobrejetividade de T segue da sobrejetividade de T.

Seja agora x € % Entdo, T(¥) = T(y) o que implica que:

IT@U=N1TH =0T I<ITIIy].

O que acarreta,

Lo <y vyex
E dai,

”|F|F§fc|)|” <inf c Iyl
O que implica T é uma bijecao continua. Logo, a aplicacio T : %T) — F tem inversa
continua.

E
N ¢ um aberto em N(T)’ pois a projecdo 7 ( ver

o grafico a seguir) é uma aplicagdo aberta.

Agora, se G é um aberto em E, entdo GcC



Da, segue que T(G) = T(G) é um aberto em F, pois T ¢ um homeomorfismo.

ii) (c) & (a)
= | Como E e F sdo espagos de Banach entdo E x F também é um espaco de Banach,
comanorma || (x,y) =[x+ y I

De fato, sejam x,, € E e y, € F sequéncias de Cauchy, temos que:
x,—x€Eey, — y€F, quandon — oco.

Seja (x,,, y») € E x F de forma que :
Il (s yn) = ) lexp =1l x0 —x |l + Il y» — y [ 0 quando n — oco.
Logo,
(X, ) — (x,y) € ExF.

Assim, E x F é um espago de Banach.
Desde que G(T) é fechado, entdo G(T) ( grafico de T)também é um espago de Banach,
provamos isso na demonstragdo do teorema 3 ( teorema do grafico fechado).

Defina a aplicacao:

p:G(T) —E
plx, T(x)) — p(x, T(x)) = x

Afirmagdo: p é linear, bijetiva e continua.

De fato,

e Temos que:

p(Ax, T(x)) + (v, T(y))) = p(Ax + y, AT(x) + T(y)) = Ax + y = Ap(x, T(x)) + p(y, T(y))-

Portanto p € linear .

e Sep(x, T(x)) = p(y, T(y)), implica que x = y, assim T(x) = T(y) e portanto,
(x, T(x)) = (v, T(y)), ou seja, p é injetiva.
Seja x € E, entdo (x, T(x)) € G(T) tal que p(x, T(x)) = x. Portanto, p é sobrejetiva. Logo p

é bijetiva.
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e Temos que:

I p(Ce, TCO) llex r =Nl x lle < [T [le + I Tx lle = 1l (x, T(0) lle x £

ou seja, p é continua.

Pelo teorema da aplicagdo inversa, obtemos que:

p~tE— G(T)
x > p~(x) = (x, T(x))

é continua. Logo, existe ¢ > 0 tal que: || p™'(x) || < ¢ |l x || o que implica que:

I, T)) lleny < cllxle=lxlle +lI Txllr < clixlle=lTxllr < cllx .

Portanto, T é continua.

=] Suponhamos que T : E — F é uma bijecdo continua. Entdo, G(T) = { (x,T(x));x € E} é
um subespaco fechado de E X F.

De fato, sejax € Ee y € F,onde y = T(x), Yx € E, temos que:

(x,y) € ExF, mas (x,y) = (x,T(x)) € G(T) Vx € E

Além disso,

G, T lle 2 p=llx lle + 11 TC) lle < M2 lle + 1TT e 1l x -

Logo G(T) é fechado.

Defina:

¢:ExF—FxE
(x,y) — (v, y) = (v, %)

Afirmacgdo: ¢ é uma bijecdo linear continua, logo existe

(p_l:FxE—)ExF
(Y, %) — ¢~ (y, %) = (x,y)

continua.
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Note que : ¢(G(T)) = G(T™). N
Como ¢(G(T)) é fechado em F x E entdo G(T™!) é fechado, o que implica que pelo Teorema
do Graéfico Fechado , que T™! é continua.

Portanto, provamos a equivaléncia entre o Teorema da Aplicacdo Aberta, o Teorema
da Aplicacdo Inversa e o Teorema do Gréafico Fechado. Sendo assim podemos dizer que o

Teorema daAaplicagdo Aberta e o Teorema do Grafico Fechado implicam um no outro.
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