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RESUMO

Este Trabalho tem como tema central o Teorema de Euler e algumas aplicagdes. Inicialmente
relatamos um pouco da histéria do teorema e do surgimento dos poliedros. E em seguida
definimos os poliedros convexos e ndo convexos. Apresentamos a demonstracdo do Teorema
de Euler para Poliedros convexos e duas maneira de ver a demonstracdo de Euler em um
plano. E por fim faremos algumas aplicagdes, onde definimos os Poliedros regulares vistos
em alguns livros didaticos e mostramos a existéncia de apenas cinco Poliedros regulares.

Apresentamos também uma aplicacdo envolvendo Grafos.

PALAVRAS-CHAVE: Teorema de Euler. Poliedros. Grafos.



ABSTRACT

This work is focused on the Euler's theorem and its applications. Initially relations some of
the history of the theorem and the emergence of polyhedra. And then define the convex
polyhedra and non-convex. Here is the demonstration of Euler's theorem to convex polyhedra
and two way to see the demonstration of Euler in a plane. Finally we will make some
applications, where we define the regular polyhedra seen in some textbooks and show that
there are only five regular polyhedra. We also present an application involving graphs.

KEYWORDS: Euler's Theorem. Polyhedra. Graphs
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INTRODUCAO

O Teorema de Euler tem sido ensinado ha bastante tempo nas escolas secundérias e
nos cursos de Geometria. Por esse motivo a generalidade desse teorema tem despertado muito
0 interesse dos alunos quando o veem pela primeira vez.

O Teorema foi publicado em 1750, mas Euler ndo possuia uma prova satisfatoria dessa
identidade convencendo-se de sua validade pela consideracdo dos nimeros de elementos.
Segundo Descartes (1596-1650) por volta de 1639 mesmo tendo conhecimento sobre um
poliedro referente ao nimero de V/(vértices), A (arestas) e F (faces) ainda ndo tinham sido
encontradas evidéncias do seu conhecimento na formula de Euler. O Teorema de Euler foi
descoberto em 1758 em reconhecimento ao préprio Leonhard Euler (1707-1783). O resultado
nos diz que se um poliedro possui V vértices, A arestas e F faces entdo V-A+F=2.

No inicio do século XIX apontaram-se evidéncias que indicavam que a relagdo de
Euler ndo podia ser verdadeira, pois surgiram casos de excecdes. Desde entdo, diversas
demonstracdes apareceram na literatura e algumas continham falhas (como a de Cauchy) que
foram descobertas muitos anos mais tarde. Essas falhas ocorreram devido a falta de uma
definicdo mais precisa e clara sobre a definicdo de um poliedro uma vez que Euler nunca se
preocupou em definir o sentido da palavra. A demonstracdo mais divulgada desse teorema no
caso de poliedros homeomorfos a esfera é devido a Cauchy (1813).

No primeiro capitulo definimos os poliedros convexos e ndo convexos, mostramos as
primeiras relagdes de Euler e apresentamos algumas analises em suas definicdes nos livros
didaticos.

No segundo capitulo apresentamos o Teorema de Euler e a demonstracdo do Teorema
de Euler para poliedro convexo. Além disso, consideramos duas maneiras de demonstrarmos
0 Teorema de Euler sobre o plano.

E por fim no terceiro capitulo mostraremos as aplicagdes do Teorema de Euler,
definindo os Poliedros regulares e uma aplicacdo envolvendo grafos.

O objetivo dessa pesquisa é fazer um aprofundamento dos estudos dos poliedros através
dessas aplicacdes e ressaltar a importancia de estudar o Teorema de Euler no ensino médio,
assim também no ensino superior em que podemos perceber a utilidade da aplicacdo desse
Teorema para 0 ensino da matematica onde podemos fazer descobertas fascinantes dos

poliedros e suas relagdes com a geometria.



1. POLIEDROS E AS PRIMEIRAS RELACOES DE EULER

Neste capitulo, iremos apresentar um pouco sobre os poliedros e suas principais
definicGes, pois, ao dizermos que poliedros séo sélidos geométricos formados pela unido dos
poligonos planos nos d& uma ideia do que eles realmente sdo, mas ndo garante absolutamente
afirmarmos como definicao.

No dicionério encontramos a seguinte definicdo: A palavra poliedro vem do grego Polys
que significa muitos ou varios, Edro que significa faces. Mas ainda ndo é suficiente para nos
garantir uma definigéo precisa.

Mas de fato, o que € um poliedro?
A seguir vamos definir com precisdo estes solidos

1.1. Poliedro

Para responder a questdo acima, Vamos definir poliedro da seguinte maneira:

Poliedro ¢ uma reunido de um numero finito de poligonos planos, satisfazendo as
seguintes condi¢oes:

1. Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um outro
poligono.

2. A intersecdo de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou € um Vvértice ou é
vazia. Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, € chamado uma aresta do
poliedro e cada vertice de uma face é um vértice do poliedro.

3. E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem
passar por nenhum Vvértice ( ou seja, cruzando apenas arestas).

Nessa definicdo cada um desses poligonos chamamos de face do poliedro, cada lado
comum a duas faces denominamos de uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face é
também chamado de Vvértice do poliedro.

Analisando cada condicdo citada acima, veremos agora alguns exemplos que

satisfazem e ndo satisfazem as condicbes 1, 2 e 3:



Exemplo 1.1:

Figura 1l

A figura a satisfaz a condicdo dada, pois ela é um poliedro, onde cada um desses

Poligonos é também lado comum do poligono.

A figura b ndo satisfaz a condicdo dada, pois ndo € um poliedro. Pois 0 segmento AB
nao é lado comum a outras quatro faces.

A figura 2a nédo representa um poliedro, pois a intersecdo das faces F e G ndo é vazia,

ndo € uma aresta, nem um vértice comum.

Figura 2

Na figura 3 podemos considerar que é sempre possivel ir de um ponto de uma face a
um ponto de qualquer outra, sem passar por nenhum vértice. Podemos afirmar que nao se trata

de um poliedro, de acordo com a defini¢do apresentada neste trabalho.

Figura 3



1.2. Elementos de um Poliedro

Como definimos anteriormente os poliedros, apresentaremos agora os elementos do

poliedro que séo, as faces, as arestas e 0s vértices como podemos ver nos exemplos a seguir.

ARESTA

Figura 4: O cubo

Exemplo 1.2:

Podemos ver através da figura do cubo, que cada um de seus lados representam uma

faces do cubo e, ao contarmos os seus lados, iremos ter 6 faces e 12 arestas.

E por fim vejamos o ultimo elemento:

VERTICE

Figura 5

Pela figura 5 podemos ver que o cubo possui 8 vértices, pois 0s vértices sdo 0s pontos

de encontro das arestas. Podemos fazer uma pequena tabela com os elementos do cubo.

Cubo
Faces 6
Arestas 12
Vértices 8




Veremos agora mais alguns exemplos de poliedros.

Exemplo 1.3:

Dodecaedro Octaedro Tetraedro

Figura 6: Dodecaedro, Octaedro e Tetraedro.

Ao contar o nimero de vértices, faces e arestas de cada figura acima temos que, 0 Dodecaedro
possui 20 vértices, 30 arestas e 12 faces, no Octaedro temos 8 faces, 6 vértices ,12 arestas e no

Tetraedro temos 4 vértices , 4 faces e 6 arestas.

Analisando as definicdes encontradas nos livros didaticos consultados podemos

encontrar as seguintes definicdes de poliedros:
DANTE [1] Apresenta a seguinte definicdo de poliedros:

“Cada poliedro é formado pela reunido de um
namero finito de regides poligonais planas
chamadas faces e a regido do espaco limitado

por elas.”
IEZZI [1] Define poliedros da seguinte maneira:

Poliedros sdo como “Soélidos geométricos
cujas superficies sdo formadas apenas por

poligonos planos™.

A ideia de definirmos um poliedro é bastante simples, para compreendermos num

primeiro momento o que seria um poliedro e como identifica-lo.



A figura abaixo nos mostra um solido que de acordo com a defini¢cdo apresentada

anteriormente, é um poliedro.

Figura 7: poliedro.

1.3. Poliedros Convexos

Defini¢do 1.3: Um poliedro é convexo quando qualquer reta que ndo é paralela a nenhuma de
suas faces, o corta em no maximo dois pontos. Podemos perceber também que um poliedro é
convexo quando o plano que contém uma face deixa todo o poliedro em um dos semi-

espacos, determinado por tal plano.

Exemplos 1.4:

Figura 8: poliedros convexos.

Da mesma forma que existem poligonos que ndo sdo convexos, existem também
poliedros que ndo sdo convexos. Um poliedro é ndo convexo se existir pelo menos uma reta

que ndo é paralela a nenhuma de suas faces que corta em mais de dois pontos.

Vejamos a seguir alguns exemplos de poliedros ndo convexos

Figura 9



Observacao: De acordo com a definicdo de poliedros, temos que pirdmides e primas séo

exemplos de poliedros convexos.

Aresta

Aresta

Face Face

Vertice Vértice

Figura 10: prisma, piramide.



1.4. As Primeiras RelagOes

Considerando um poliedro qualquer, vamos contar as suas faces, seus vértices e suas
arestas. Representamos por A 0 seu nimero de arestas, F o nimero de suas faces e V 0
namero de vértices. Vamos representar por Fn, (n > 3), o nimero de faces de um poliedro
que possui n lados, da mesma forma vamos representar por Vn a quantidade de vértices nos
quais concorrem com n arestas.

Entdo podemos obter as seguintes relagdes:

F=F3+F4++Fn
V=V3 +V4+“'+Vn

Exemplo 1.5:

D

Figura 11

Para sabermos a quantidade de arestas, do poliedro, procedemos da seguinte forma:
multiplicamos o nimero de tridngulos por trés, o niamero de quadrilateros por quatro a

quantidade de pentagonos, por cinco e assim sucessivamente e depois somamos os resultados.

Neste caso,
Fs=4
Fy=Fs=-=0
Vs = 4.
Va=Vsg=--=0

Podemos perceber que cada aresta do poliedro é lado exatamente de duas faces, logo,

24 = 3F; + 4F, + 5F+ + nF,.



Também poderiamos contar as arestas observando os vértices do poliedro. Se em cada
vértice contarmos quantas arestas neles concorrem, somando 0s resultados iremos ter também
0 dobro do nimero de arestas (porque cada arestas terd sido contada duas vezes: de um

extremo a outro), Logo:

2A = 3V, + 4V, + 5V; + - + nV/n.

Dessas primeiras relagdes entre os elementos de um poliedro podemos deduzir duas

desigualdades:

2A = 3F e 2A =3V

A primeira desigualdade podemos justificar da seguinte maneira:

2A = 3F; + 4F, + 5F; - +nF,,.

Logo,
2A=3(F;+F,+ Fs+--+F)+F,+ 2F; + -+ 3Fg+-+ (n— 3) F, = 3F,
Portanto,
2A = 3F.
Percebemos que a igualdade s6 é valida se se F4 = F5 = --- E,= 0. Na segunda
igualdade temos:
2A = 3V, + 4V, 4 5V + --- +nl,

2A=3V3+V, + Ve + V) +V, +2Vg + -+ (n—3)Vn,

Assim, 2A > 3V.

Neste segundo caso a igualdade s6 acontece quando V, = Vs = 0, ou seja, quando em

todo vértice concorrem com as trés arestas.
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Exemplo 1.6:
Descreva e mostre uma possibilidade para o desenho de um poliedro convexo que
possui 13 faces e 20 arestas.

Imediatamente antes de concluir a desigualdade 24 < 3F, tinhamos

2A = 3F + F, + 2F5; +---+nFn

Como A=20e F=13,temos 2%x20 =3 X134+ F,+2F; +---+(n—3)0F,
istoé,1=F,+2F;+---0quesoOépossivelse 1l =F, e Fy = Fg=--=0.
Isto quer dizer que este poliedro deve possuir uma Unica face quadrangular e todas as outras

12 faces triangulares
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2. O TEOREMA DE EULER

Se P é um poliedro convexo com A arestas, F faces e V Vértice, entdo o resultado de
Euler nos garante que: V — A+ F = 2

O resultado central e de grande importancia sobre os poliedros é conhecido como
Relacdo de Euler ou Teorema de Euler em que seu enunciado transmite encantamento e
beleza ao fascinar os alunos quando tem contato pela primeira vez com V, A e F que nos
indicam o namero de Vértices, arestas e faces de um poliedro.

O Teorema de Euler tem sido ensinado ha bastante tempo nos cursos de Geometria e
no ensino basico das escolas secundarias. Possuindo carateristicas usuais e atraentes, pois na
sua generalidade de validez e na sua forma simples de como é enunciado, nos mostra uma
relagdo elegante e de grande importancia. Além disso, as ilustragdes das belas figuras dos

poliedros nos mostra visualmente que V — A+ F = 2.

Exemplos 2.1:

i
y

Figura 12: Tetraedro, cubo, dodecaedro.

TETRAEDRO CUBO DODECAEDRO
FACES 4 FACES 6 FACES 12
ARESTAS 6 ARESTAS 12 Al'?’ESTAS 30
VERTICES |4 VERTICES 8 VERTICES |20

No entanto, o Teorema de Euler ndo € verdadeiro para todos os poliedros, sendo valido
apenas para certa classe de poliedros, como 0s convexos que foram definidos anteriormente.
Euler nunca se preocupou em definir precisamente o “poliedro” pois ndo considerava o

s6lido como da figura a seguir, para o qual o teorema é falso.



Exemplo 2.2: H& muito tempo se conhecem exemplos de poliedros para os quais

V — A+ F # 2. Afigura a seguir, exibe um poliedro no qual :
V-A+F=16-324+16=0

Figura 13: poliedro.

12

POLIEDRO
FACES 16
ARESTAS 32
VERTICES 16

Conforme Euler mesmo achava, essa formula é valida para todos os poliedros

convexos, mas se Vvé facilmente que hd uma falha quando pensamos em generalizar esta

formula para todos os poliedros. Provavelmente, Euler ndo considerou a figura espacial

representado na figura anterior.

E verdade que todo poliedro convexo satisfaz a relacdo de Euler, mas é facil

encontrarmos exemplos de poliedros ndo convexos para os quais ainda valem. Veremos o

exemplo da seguinte figura 14 que nos mostra um prisma no qual a base foi substituida pelas

faces superiores de uma piramide.

Figura 14: prisma.

PRISMA
FACES 7
ARESTAS |12
VERTICES |7

V-A+F=2 7-12+7=2

Examinando o Exemplo desse poliedro ndo convexo vimos que é valida a relacdo de

Euler. Ressaltando que em alguns poliedros (ndo em todos) ndo convexos vale a relacdo de

Euler como foi mostrado.
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2.1. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE EULER PARA OS POLIEDROS
CONVEXOS

A demonstracdo que sera mostrada para poliedros convexos segue da forma que foi
publicado na RPM n°3(1983) pelo professor Zoroastro Azambuja Filho.

Iniciamos a demonstragao calculando a soma dos angulos internos de todas as faces de
um poliedro convexo P. As faces serdo enumeradas de 1 até F e seja ny 0 género da k-ésima
face, (1 < k < F). Ressaltando que a soma dos angulos internos de um poligono convexo de
género n é igual (n — 2) e observando que se um poliedro é convexo entdo todas as faces
sdo poligonos convexos. Portanto a soma dos angulos internos de todas as faces de P é dada
pela seguinte expresséo:

S=m(n; —2) + m(n, —2) + -+ m(ng — 2)
t(ny+n,+-np)—Q2+2+2-42).
Observe que a soma do nimero de lados de todas as faces [n; +n, + -+ ng] do
poliedro é igual ao dobro do numero de arestas 24 logo temos:
S = n(2A — 2F) = 2n(A — F). (1)

Vamos agora calcular de outra forma a soma de todos os angulos internos das faces do
poliedro. Comecaremos escolhendo uma reta r, que ndo seja paralela a nenhuma das faces do
poliedro convexo P, tomemos também um plano H, que ndo intersecte P e que seja
perpendicular & reta r. O plano H sera chamado de plano horizontal e todas as retas paralelas a

r ( logo perpendiculares a H ) serdo chamadas retas verticais.

Na figura abaixo temos a representacdo de um poliedro e da projecao ortogonal sobre

o plano H.

Figura 15: A projecéo ortogonal sobre o plano H.
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As projecOes ortogonais dos pontos do poliedro formardo sobre o plano um poligono
K com contorno K'. Cada ponto K’ é projecdo de um unico ponto de P e cada ponto no
interior de K é projecao de dois pontos de P, um da parte superior e o outro da parte inferior.
Assim, o poliedro P se decompde em 3 partes disjuntas: o conjunto dos pontos superiores, 0
conjunto dos pontos inferiores e 0 contorno aparente.

Depois dessas consideragdes, vamos calcular novamente a soma de todos os angulos
das faces de P, observando que a soma dos angulos internos de uma face € a mesma soma dos
angulos internos de sua projecdo (ambos sdo poligonos de mesmo género). Sejam: V; 0
namero de vértices superiores, V, 0 nimero de veértices inferiores e V, 0 nimero de vértices
do contorno aparente K'. Entdo,

V=V, +V, +V,.

Notemos ainda que V,, é o numero de veértices (e de lados) da poligonal K.

Observe que a projecdo da parte superior € um poligono convexo com V, vértices em seu

contorno e possuem V; pontos interiores.

|

Somando todos os angulos da parte superior anterior temos:
S, =21V, + (Vy — 2).

De forma analoga, obteriamos para a soma de todos os angulos da parte inferior
S,=2nV, + T (Vy — 2).

Figura 16: A sombra das Faces iluminadas.

Somando as duas igualdades, obtemos:
S =2V, + 21V, + 2n(V, — 2)

S =2m(V - 2). (2)
Comparando (1) e (2) e dividindo por 2m, resulta que A— F = V — 2 ou seja ,
V—-—A+F=2,

Como queriamos demonstrar.
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Exemplo 2.3. Observe o poliedro da figura abaixo:

Figura 17:

Onde temos que:

A=11
=6
V=7
Usando a relagé@o de Euler obtemos:
V-—A+F=2
7—114+6=2

Exemplo 2.4: Numa publicagdo cientifica de 1985, foi divulgada a descoberta de uma
molécula tridimensional de carbono, na qual os &tomos ocupam os vertices de um poliedro
convexo, cujas faces sdo 12 pentagonos e 20 hexagonos regulares, como numa bola de
futebol. Em homenagem ao arquiteto norte-americano Buckminster Fuller, a molécula foi
denominada Fulereno. Determine o namero de atomos de carbono nessa molécula e o nimero

de ligacdes entre eles.

Figura 18: Molécula Fulereno.
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Solucéo: Considerando V o nimero de &tomos e A o nimero de ligacdes entre eles, podemos
ter neste caso, o nimero das faces, F5 = 12
Fs =20

Assim, temos:

Fs =12 pois 12 x 5 = 60 ligagoes.

Fg =20 sendo 20 x 6 = 120 ligagdes.
Como cada aresta (ligacdo) foi contada duas vezes, temos:

2A=60+120->A =90
O numero de atomos (Vvértices) pode ser obtido pela relagdo de Euler
V—A+F=2logo,V—90+ 32 = 2 pois,V = 60.

A molécula possui entdo 60 atomos e 90 ligacdes.
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2.2. O TEOREMA DE EULER NO PLANO

Durante esse trabalho foi visto uma demonstracdo do Teorema de Euler para os
poliedros convexos. Iremos agora descrever uma situacao diferente em que podemos aplicar o
Teorema de Euler em regifes de um plano.

Seja um poliedro convexo P, S uma esfera que o contenha e O um ponto interior a P.
VVamos projetar pontos do poliedro, para isto consideremos uma funcdo f: P—S onde
definimos da seguinte forma: para cada ponto de X€P o ponto f(X) sera a intersecdo da

semirreta OX com S.

()]

G v

Figura 19: A projecdo de Pem S.

A funcdo f é continua, j& que seus pontos préximos em P sdo levados em pontos
proximos em S, sendo sua inversa f~1: § — P também continua. Visualizando agora a esfera
dividida em regifes limitadas por arcos de circunferéncia que chamamos de linhas e que sdo
as projecOes dos pontos da aresta. Chamamos de né a projecdo de um Vvértice e de regides as

projecdes das faces.

Figura 20: A esfera dividida em regides.
Podemos observar que a relacdo de Euler permanece valida na esfera.

Se tomarmos agora um ponto N interior a uma regido de S um plano = perpendicular
ao diametro de S onde N esta contido e uma funcéo definida por P: S — {N} — m,

tal que para cada ponto Y € S — {N}, P(Y) é aintersec¢do da semirreta NY com 7.
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Figura 21: A projecao das regiBes da esfera no Plano.

Se 0 poliedro P tem F(faces), V(vértices) e A (arestas) podemos ver que o plano 7 fica
dividido em F regides por meio de A linhas que se encontram em V nos. A figura obtida em ©
pode ser continuamente deformada, mas a relagdo de Euler permanecerd inalteravel. Podemos
observar também que a regido que contem N € ilimitada e deve ser considerada na relacao de
Euler.

Exemplo 2.5:

NS

Figura 22: A diviséo das regides.

Observando que a divisdo de uma regido em outras justapostas temos:
V—-—A+F=10—-18+10 = 2.
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2.3. SEGUNDA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE EULER NO PLANO.

Nesta outra situacdo iremos demonstrar outro caso no plano onde se aplica o Teorema
de Euler, o que é valido em situacBes mais gerais do que foi mostrado anteriormente. Aqui
ndo precisamos recorrer ao resultado obtido no espago.

Consideremos agora uma regido R do plano dividido em outras regides justapostas como a

seguinte figura:

Figura 23: A divisdo de uma regido em outras justapostas.

Diferentemente do caso anterior, neste novo caso podemos ter uma regido de R
limitada por pelo menos duas arestas, lembrando que o termo aresta ndo é representado como
um segmento de reta, mas sendo qualquer curva continua sem auto intersec¢do que liga um
vertice a outro vértice. Ressaltando que para termos uma regido no plano é necessario que
nenhuma regido fique completamente dentro da outra no plano. Logo as situacdes a seguir sao

proibidas.

Figura 24
Observacdo: Podemos comparar a regido R dividida em outras regides da figura 23 como o
mapa do Brasil dividido em seus estados. Onde cada estado é uma face e cada linha de

fronteira é uma aresta.
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VI

Figura 25: Acrescentando uma nova regido.

Ao observamos agora a Figura 25, consideramos o exterior de R como uma regido no
plano, logo temos 8 regifes, ao enumerarmos as regides | a VII vimos que sdo limitadas e a
regidao VIII é ilimitada, sendo valida a relacdo de Euler ao dividirmos o plano em F regides,
ouseja:V—A+F = 2.

Demonstracéo:
V — A+ F = 2 é valida para um caso simples, para apenas um poligono de n lados
que esta desenhado no plano, tendo assim:
A=V=n F =2

Usando inducdo no caso geral, vamos mostrar que se a relacdo de Euler é verdadeira
para uma decomposicdo do plano em F regides, entdo ela ainda vale para uma decomposicao
em F + 1 regides. Considere uma decomposicdo do plano em F regides, de A aresta que
concorrem com V veértices (como mostra a parte em linhas cheias da figura 25), satisfazendo a
relacdo de Euler. Ao acrescentamos uma nova regido (como mostra a parte em linhas
tracejadas da figura 25), desenhamos uma sequéncia de arestas ligando dois vértices do
contorno da divisdo anterior acrescentando r arestas, e neste caso acrescentamos r —1
vértices e uma nova regido. Denote por V, A e F o nimero de vértices, arestas e faces
respectivamente para esta nova decomposi¢ao do plano.
Concluimos que a relacéo de Euler permanece verdadeira, pois:

V-A+F=WV+r—-1)—-(A-1r)+F+1=V—-A+F=2

Como queriamos mostrar.

Observacdo: Se ndo considerarmos a regido ilimitada temos a férmula,

F—-A+V =1
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3. APLICACOES DO TEOREMA DE EULER

Neste capitulo iremos aprofundar o estudo sobre os cinco poliedros regulares de Platdo
e a existéncia dos quatro solidos de Kepler-Poinsot, assim também como a importancia dos
estudos desses poliedros para o aprofundamento do Teorema de Euler.

3.1. Poliedros Regulares

Conforme a definicdo adotada, é possivel existir cinco poliedros regulares, ou nove,
isto depende se estamos considerando poliedros convexos ou ndo convexos.
Defini¢do 3.1: Um poliedro é regular quando todas as suas faces sdo poligonos regulares
iguais, ou seja, congruentes. E, além disso, que em cada Vvértice do poliedro ocorre 0 mesmo

nimero de arestas.

Exemplo 3.1:

Figura 26: Exemplo de poliedro regular e ndo regular.

Notemos na figura acima que a primeira figura é regular. Enquanto que na segunda
figura podemos verificar que as suas faces ndo sdo congruente e dessa forma ndo € um

poliedro regular.

A importancia de se estudar os poliedros regulares é percebido ao longo da histdria
dos Filosofos e Astrdnomos que tentaram elaborar teorias de explicagdo do universo com base

na existéncia de apenas 5 solidos regulares.
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Podemos perceber uma tendéncia de associar poliedros regulares aos poliedros
convexos regulares. Vamos fazer algumas observacdes de como sdo definidos os poliedros
convexos regulares nos livros didaticos

Nos livros dos autores, Dolce e Pompeo [12], definem os poliedros convexos regulares
como sendo aqueles cujas faces sdo poligonos convexos regulares e congruentes entre si, e
seus angulos poliédricos também séo congruentes.

Dante [10] também colabora com esta defini¢do. Para ele “um poliedro convexo é
regular quando todas as faces sdo regides poligonais regulares e congruentes e em todos 0s
vértices concorrem 0 mesmo nimero de arestas.”.

Para justificar que existem apenas cinco poliedros regulares convexos, conhecidos
como poliedros de Platdo, vamos utilizar o Teorema de Euler.

Seja P um poliedro regular, n o namero de lados de cada face e p o numero de arestas que

concorrem cada vértice. Temos entéo,

2A = nF = pV,

Ou seja,

A=— e V=—. (1)

nF nF F=
P 2 B
Dai,
4p
F=—r—r—— 2
2p +2n —pn (2)
Desse modo devemos ter: 2p + 2n — pn > 0. Ou seja,
< 2n 3
P<T—5 3

Observe que devemos ter 3 < n < 6.logo , fazendo algumas tentativas , as

possibilidades que satisfazem esta condi¢cdo acima serdo as seguintes:



n p Aem?2 Fem2 Poligono Poliedro
da face Regular
3 3 6 4 Triangulo Tetraedro
4 3 12 6 Quadrado Hexaedro
5 3 30 12 Pentagono | Dodecaedro
3 4 8 8 Triangulo Octaedro
3 5 20 20 Tridngulo Icosaedro

Tetraedro .'

Cubo
‘ / Dodecaedro

V| S
&

Octaedro Icosaedro

Figura 27: poliedros de Platao.



3.1.1. POLIEDROS DE KEPLE-POINSOT

Solidos de Kepler-Poinsot

{5/2, 5} {5/2, 3}
Pequeno dodecaedro Gran dodecaedro
estrellado estrellado

Cara: pentagrama Cara: pentagrama

Figura 28: os sélidos de Kepler- Poinsot.

ZydN)

SARZ

{3, 5/2}

Gran
icosaedro

Cara: tridngulo

>
4\

{5, 5/2}

Gran
dodecaedro

Cara: pentagono

Se retirarmos a hipdtese de convexidade podemos garantir a existéncia de nove

Poliedros regulares (convexos ou ndo convexos). Dessa forma podemos acrescentar aos

poliedros regulares, os quatros poliedros regulares ndo convexos denominados poliedros de

Keple-Poinsot (pequeno dodecaedro estrelado, grande dodecaedro, grande dodecaedro

estrelado e grande icosaedro), pois de fato, os poliedros cujas faces sdo poligonos regulares

congruentes e seus angulos poliédricos também sdo congruentes. Enfim temos que o grupo

dos poliedros regulares € composto por nove sélidos

Observacdo: E de fundamental importancia observar que o pequeno dodecaedro estrelado e 0

grande dodecaedro, citados nos poliedros de Keple-Poinsot ndo verificam o teorema de Euler.
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3.2. OS GRAFOS NO ESTUDO DO TEOREMA DE EULER.

Mostramos agora um importante resultado da teoria dos grafos, podendo assim chegar
a sua definicdo. Trata-se de uma aplicagdo dos grafos no Teorema de Euler. Lembrando que
ndo aprofundaremos os estudos sobre os grafos neste trabalho, mas iremos abordar a sua
importéancia aplicada ao teorema.
Defini¢do 3.2 Um grafo G = (V,E) é um conjunto de V vértices e E arestas, sendo cada
aresta unindo um par de vértices.
Um grafo é representado por pontos para 0s vértices e retas para arestas.
Exemplo 3.2: A figura abaixo é um grafo, onde os pontos a, b, c, d, e, f sdo os vértices e as
linhas sdo as arestas.

Figura 29: Grafo.
Definicdo 3.3: Um grafo G(V,E) é planar quando puder ser desenhado em um plano, onde

suas arestas ndo se cortam, ou seja, ndo se intersectam.

Exemplo 3.3:

Figura 30: Grafo Planar.
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Definigdo 3.4. No grafo, uma regido € uma das partes do plano limitada por arestas.
Exemplo de regides:
Neste primeito Grafo temos 3 regifes onde a “parte exterior” também ¢ considerada

uma regiéo.

Figura 31: Regides no grafo.

Na figura 32 temos agora um Grafo com 4 regides, contando com a” parte de fora”.

Figura 32: grafo com 4 regifes.

E por fim, temos a ultima figura que também possui 3 regides. Essas informacdes

serdo muito Uteis para a solucdo do problema das trés casas que sera representado a seguir:

Figura 33: Grafo com 3 regi0es.
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3.2.1. TEOREMA DE EULER NOS GRAFOS

O problema das trés fontes de suprimentos.

Trés fontes de suprimento provem agua, telefone e eletricidade a trés casas.

O mapa das linhas de suprimentos da origem a um grafo de 6 vértices e 9 arestas, como
na figura. E possivel descruzar as linhas dos diagramas? Ou seja, é possivel redesenhar esse
grafo em um plano?

Para resolvemos esse problema iremos supor que as ligaches sejam possiveis onde
poderiamos perguntar: Quantas ligacGes teriam que existir para que o problema fosse
resolvido?

Observando a nossa figura temos que a agua tem que se conectar com as trés casas, por
hipdtese, neste caso teremos 3 ligacdes.

Em seguida o telefone tem que se conectar também com as trés casas, onde teremos
mais 3 ligacdes. E de igual modo a eletricidade também tem que se conectar com as trés
casas. Desse modo teremos 9 ligagdes no total.

Vamos agora redesenhar esse grafo, em que desenharemos em principio apenas pontos

em vez de retangulos e casinhas.
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Cada ponto da figura acima serd o vértice, e em vez de dizermos ligacfes de agua,
telefone e eletricidade vamos simplesmente dizer arestas. E em vez de dizermos “figura”
vamos dizer grafo.

Quantas regides o0 nosso grafo devera ter?

Aplicando a Férmula de Euler para grafos temos:

V-A+R=2
R=2-V+A4
R=2-6+9->R=5

Formando entdo um poliedro plano com seis vértices e 9 arestas tendo 5 faces. Como
vimos na figura do problema, o poliedro formado ndo pode ter faces triangulares, por nao
haverem ligacdes entre duas casas e dois terminais, tendo cada face (regido) ser no minimo
quadrangular.

Assim 0 numero de aresta satisfaz
2A=5%4
A =10,
0 que é uma contradicdo. Logo, podemos concluir que ndo é possivel fazer as conexdes
desejadas no problema sem que ocorra 0 cruzamento entre as arestas, tornando a solucéo do

problema impossivel.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Buscamos durante esse trabalho aprofundar os estudos sobre o Teorema de Euler
mostrando a importancia de compreendermos de uma maneira simples a Férmula de Euler e
analisar a definicéo de poliedros, refletindo sobre, suas definicdes nos livros didaticos.

O trabalho objetivou desta forma, aprofundar os conhecimentos a respeito desse
assunto buscando aumentar o interesse do aluno no estudo da geometria espacial como um
todo. Além disso, a visualizacdo das faces e veértices de um poliedro por parte deles seria uma
grande contribuicdo para aumentar a sua capacidade de visualizacdo desvinculando-os do
ensino tradicional, fazendo com que as aplicacfes apresentadas neste trabalho contribuissem
para uma melhor compreensdo do tema, levando a despertar alunos, professores e
pesquisadores matematicos que tenham interesse em aprofundar e darem continuidade a este
trabalho de forma que auxilie em uma compreensao acessivel a todos o0s niveis de ensino.

Sendo assim, sua elaboracdo exigiu bastante estudo e pesquisa na busca resultados
apropriados e satisfatérios para uma melhor compreensdo do contetido apresentado durante o
trabalho.

Uma possivel proposta de continuidade e para 0 mesmo, seria o estudo de aplicacdes
relacionadas ainda com o Teorema de Euler voltados para o ensino basico, como por
exemplo: O cubo magico na visualizacdo e construcdao de faces, vértices e arestas, o estudo
dos poliedros estrelados, a planificacdo de figuras geométricas que ajudem os alunos na
visualizacao de faces, vertices e arestas de cada solido. Por fim espero que a pesquisa tenha
contribuido de forma positiva para melhor compreensdo e aprofundamento do que foi

inicialmente proposto..
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