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RESUMO

A matematica € uma ciéncia muito antiga,desde os primérdios esteve
presente em nosso dia a dia. Porém muitos tém dificuldade em fazer a associagéo
entre a matematica e as situacées do cotidiano. Neste trabalho, estudamos um
pouco da histéria das matrizes, mostrando de que forma surgiram e quem foram
seus idealizadores, tratamos dos tipos de matrizes e suas propriedades, assim como
operacoes. Por fim, fazemos duas aplicacbes das matrizes, a saber, Teoria de
grafos e Criptografia. A primeira muito utilizada em circuitos elétricos, mapas,

relacbes humanas e a segunda de muita valia para o envio de mensagens secretas.

PALAVRAS CHAVE: Matrizes, Grafos, Criptografia.



ABSTRACT

Mathematics is an ancient science, from the beginning was present in our
daily lives. But many find it difficult to make the association between mathematics
and everyday situations. In this paper, we study a little history of matrices showing
how emerged and who were its founders, treat the types of matrices and their
properties, as well as operations. Finally, we make two applications of arrays,
namely, theory of graphs and Encryption. The first widely used in electrical circuits,

maps, human relations and the second much use for sending secret messages.

KEYWORDS: Arrays, Graphs, Cryptography.
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INTRODUCAO

O presente trabalho trata das matrizes e algumas aplicagdes. Ao estudarmos
sua histéria, suas definicbes e aplicagbes faz-se necessario considerar que tais
categorias ndo sdo atemporais. Devem ser entendidas como produzidas
historicamente, resultantes do tempo e do espaco vivenciado pelos matematicos que
direcionaram suas pesquisas para este aspecto da matematica. A este respeito, dois
nomes se relacionam quanto a histéria da matriz: James Joseph Sylvester e Arthur
Cayley. Estes intelectuais escreveram suas memarias acerca da matriz, no decorrer
no século XIX. Ambos atuantes em academias inglesas, pais que, alias,
evidenciava-se como importante poténcia em estudos matematicos (BOYER, 1996).
Sylvester (1814-1897) nasceu em Londres, em 1883 ocupou importante disciplina
como Professor de Geometria em Oxford. Como parte dessa experiéncia, publicou,
entre 1850 e 1851, uma série de memodarias, cuja principal contribuicdo foi o recurso
ao calculo de determinantes.

Segundo Bernardes:

Em uma memodria publicada em 1859, de titulo Philosophical Magazine, o
matematico inseriu o termo matriz para generalizar um resultado sobre o
ndmero de determinantes pertencentes a um sistema de menores

considerando matrizes retangulares (BERNARDES, p. 4).

Sylvester deu o significado original da palavra MATRIZ, ou seja, local onde se
gera ou se cria, ela surge para classificar o tipo de contato entre duas conicas,
podendo ser definida como: uma tabela retangular, geradora de varios sistemas de
determinantes menores.

Cayley (1821-1895) também inglés e atuante no meio académico deste pais,
foi contemporaneo de Sylvester, inclusive com 0 mesmo manteve relagdes estreitas
de amizade, o que lhe permitiu ter conhecimento do que o amigo discorria a respeito
dos conhecimentos matematicos de matriz. A partir de 1855 Cayley demonstrou
interesse  pela nocdo de matriz, no artigo Remarques sur La
notationdesfunctionsalgébriques, definindo-as como pratica para representar
sistemas lineares e formas quadraticas. Em A MemoirontheTheoryofMatrices no

PhilosophicalTransactions, definiu matriz como “um conjunto de quantidades
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organizadas em forma de quadrado” e, inicialmente, associa a nogdo de matriz a
uma notacéo abreviada de um conjunto de equacdes lineares. (BERNARDES, p.8).

De acordo com Bernardes, assim podem ser percebidas as diferencas no

modo de pensar, definir e aplicar a matriz para cada um dos matematicos:
A nocao de matriz emerge durante a pesquisa de Sylvester sobre a classificacdo dos
tipos de contatos entre duas cobnicas quando ele investiga os determinantes
menores associados a um determinante completo e suas propriedades. Porém, as
matrizes ndo sdo o objeto de investigacao, elas desempenharam o papel de uma
representacdo para a fonte geradora de sistemas de determinantes menores. Elas
nao foram um objeto epistémico e nem uma técnica epistémica neste episoédio da
pesquisa de Sylvester. No episddio da pesquisa de Cayley, as matrizes constituem o
principal objeto epistémico. Amemoria de 1858 foi intencionalmente dedicada a
estudar este objeto. As matrizes sdo associadas as leis de um célculo simbdlico, a
um teorema notavel e a pratica de fatoracdo de polinbmios de matrizes. Elas
ofereceram uma nova linguagem, na quais problemas ja conhecidos puderam ser
tratados de outra forma e novos problemas puderam ser colocados (BERNARDES,
p.13).

Objetivo deste trabalho é tratar de algumas aplicagdes das matrizes que estédo
presentes em diversas situacdes do nosso cotidiano. O interesse em fazer esse
estudo surgiu da minha curiosidade a respeito das utilidades das matrizes em
nossas vidas. O trabalho esta organizado em dois capitulos. No capitulo 1 (primeiro),
serdo apresentadas as definicfes, tipos e exemplos das matrizes, e no capitulo 2
(segundo) iremos explorar duas aplicacOes, quais sejam Teoria de grafos e

criptografia. A metodologia utilizada foi a pesquisa bibliografica.
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CAPITULO 1
1.1 MATRIZES E SUAS E PROPRIEDADES

Este primeiro capitulo tem como objetivo dar uma ideia geral sobre matriz do tipo
mxn, podendo ser representada por A,,.,(R), bem como especificar seus tipos e
propriedades. As matrizes sao frequentemente utilizadas para organizar dados.
Ocorrem principalmente como quadros dos coeficientes de sistemas de equacdes
lineares, mas também surgem com o0s vetores. Neste trabalho adotaremos a
notacdo simplificada A4,,.., ja que trabalharemos apenas com matrizes com entradas

reais.

Definicdo 1: Sejam m e n ndmeros inteiros positivos. Uma matriz do tipo mxn é uma
tabela de m.nelementos (nimeros, polinémios, funcdes, expressdes algébricas etc.)
dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais). Uma matriz €
representada com seus elementos entre parénteses, colchetes ou duas barras

verticais.

Exemplo 1:

-
iy =["% 2]

iy e =, 3l

1.1.1 Representacdo de uma matriz

A matriz A pode ser representada por A, (R), podendo ser escrita
abreviadamente por A4 = [a;;], onde ief1,..,m} é o indice linha e je{1,..,n} é o
indice coluna da matriz. O elemento a;; chama-se o ij-ésimo elemento da matriz. A

matriz é representada por um quadro numeérico contendo m linhas e n colunas,

segue o exemplo:
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a1 4dg2 Ain

a1 dpp Arn
A= .

am1 A2 Amn

1.2 TIPOS DE MATRIZES

Abaixo descreveremos alguns tipos de matrizes:

1.2.1 Matriz Linha

Chama-se matriz linha ou vetor-linha toda matriz de ordem 1 por n.

Exemplo 2:

A=[a11 a1z a3 ... Ay

1.2.2 Matriz Coluna

Chama-se matriz coluna ou vetor-coluna toda matriz de ordem m por 1.

Exemplo 3:

1.2.3 Matriz Retangular

Dizemos que uma matriz € retangular quando o namero de linhas é diferente

do numero de colunas, ou seja,m + n.
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Exemplo 4:

aj;; a1 g3
a=| |

Az1 dzz 4zz
1.2.4 Matriz quadrada

Seja A uma matriz m X n, dizemos que A é quadrada quando o numero de
linhas é igual ao niumero de colunas, ou seja, m = n. A ordem da matriz quadrada

én X n, ou simplesmente n.

Exemplo 5:
. _[A11 412
) 4, = [a21 azz]

a1 a1z di3
i) A3 = Q21 Q22 az3
az1 Qzz; dadszsz

Observacéo:

1. Numa matriz quadrada A = (a;;), os elementos a;;, em que i = j, constituem a
diagonal principal. Logo, a diagonal principal é formada pelos elementos:

A11,A22,433, -+, Apnp-

2. Numa matriz quadrada A = (a;;), 0s elementos a;;, em que i+j=n+1,
constituem a diagonal secundaria. Logo, a diagonal secundaria é formada pelos

elementos:a; ,, @z n_1, ..., Anq
1.2.5 Triangular superior

Chama-se matriz triangular superior a matriz quadrada A = (ai]-) € M, (R)tal
quea;; = 0, se i > j (isto &, possui todos os elementos, abaixo da diagonal principal,

nulos).
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Exemplo 6:

0 ay; ays
0 0 azs

a1 agp a13]

1.2.6 Triangular inferior

Chama-se matriz triangular superior a matriz quadrada 4 = (a;;) € M,(R) tal

quea;; = 0 sei < j(isto €, todos os elementos, acima da diagonal principal, nulos).

Exemplo 7:
a1 O 0
A=az1 az; O ]
azi1 dzz d4zz

1.2.7 Diagonal

E a matriz quadrada em que todos os elementos fora da diagonal principal

sdo nulos, ou seja, a;; = 0 sei # j.

Exemplo 8:
a; O 0
A=10 a;, O ]
0 0 az3

1.2.8 Identidade

Denomina-se matriz identidade toda matriz de ordem n, em que todos os

elementos da diagonal principal séo iguais a 1 e os demais iguais a 0, isto €, a;; = 0
parai #j e a;; =1 parai=j. Indica-se a matriz identidade por I,,, ou simplesmente

I.
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Exemplo 9:

i),= [(1) ‘1)]

1 0 O
ii)I3=[0 1 0]

0 0 1

1.2.9 Matriz nula

Uma matriz nula € a matriz cujos elementos a;; séo todos iguais a zero.

Exemplo 10:
0 0 O
0=]0 0 O
0 0O

1.3 OPERACOES COM MATRIZES:

Apresentaremos abaixo algumas operacfes entre matrizes como adicao,
igualdade, multiplicacdo de uma matriz por um numero real e multiplicacdo entre
matrizes.

1.3.1 Adicéo

Dadas duas matrizes A = (a;;), B = (b;j)€Mpn (R), @ matriz soma de Ae B €

amatriz C = (c¢;j) My, (R) tal que:

cij= a;j+ b, Vie{l,.,m}, Vje{l,..,n}

Observacdo: A diferenca A — B de duas matrizes de ordem m X n € uma matriz C tal

que: CU = agj — b”
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Exemplo 11:

i)[O 2 1]+'2 3 0_[2 5 1]

1 —4 3 1 -2 11 2 -6 4

0 2 1 1 0 2 -1 2 -1
i)[e 4 —-3]—-[1 3 8/=[5 1 -11

2 8 9 2 7 4 0 1 5
Propriedades:

Sejam A = (a;;), B = (b;;)eC = (c;;) matrizes quaisquer em My, (R). Valem

as seguintes propriedades.
i) Comutativa: A+ B=B+ A
ii) Associativa: (A+B)+C=A+ (B+ ()

iif) Existéncia do elemento neutro: Para toda matriz A € M,,,,.,(R) existe0 € M,y tal
queA+0=0+A4=A

iv) Existéncia do elemento oposto: Existe (—A4) € M,,«»(R), tal que A + (—A) = 0.
1.3.2 lgualdade de matrizes

Dadas as matrizes A e B, dizemos que essas matrizes sao iguais se, e
somente se, elas possuem a mesma ordem e 0s mesmos elementos que ocupam a
mesma posi¢cdo. De maneira simbdlica, temos:

Amxn= Bmxn (=4 ajj = b”,1SlSm61S1Sn

Se existir pelo menos um elemento q;;, tal que a;; # b;;. Com 1 <i<mel<

j <n,entdo A # B.
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1.3.3 Multiplicagdo de uma matriz por um numero real

Seja @ um ndmero real, o produto de uma matriz A = [a;;]€My,,, (R) por a €
uma matriz B = [bij]emen(]R) tal que b;; = aa;;, ou seja, basta multiplicar cada

elemento da matriz por a.

Exemplo 12:

-3 6

SejaAz[2 c

]e a = 2, temos:
[ 9203 900

Propriedades:

SejamA = (a;;), B = (b;;)eMpmen(R), @, B,ye R.  Valem as  seguintes

propriedades:
i) (aB)A = a(BA)
i) (a+ B)A =aA+ BA
i) a(A+ B) = aA+ aB
iv)1.A=A
1.3.4 Multiplicagao entre matrizes
Em algebra linear, as matrizes surgem principalmente associadas a
transformacdes lineares e o produto de duas matrizes é definido como a matriz
associada a composta de duas transformacdes lineares.

Sejam A = (a;; )My (R) € B = (b;;) € M,pn(R). A matriz produto de A por B
€ matriz AB = (c¢;j) € My, (R) tal que:



Exemplo 13:

Sejam A = [_21 g]e B = [_01 ;]

2043.(=1) 21+3.2 _[—3 8]

Entao, A.B = [_1_0 +5(-1) —-11+52 h 5 9

Propriedades:

) Associativa: (AB)C = A(BC).V A € Mp,,(R),B € My,,(R),C € My, (R).

20

i) Distributiva em relacdo a adicdo: A(B+C)=AB + AC,Y A € M,,,,(R),B,C €

Mnxp (IR)

iii) A(AB) = (A4)B = A(AB),VAER,Y A € My (R), B € My, (R)

iv) Dada A € My (R), I,A = Al, = A.

E importante observar que:

1. A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa, isto €, em geral, A.B # B. A.

Exemplo 14:

Sejam A =

1 2 3 1 2 3
4 5 6leB=|1 3 4

Temos entdo que o produto A. Bé,



1 2 31 (1 2 3
4 5 6|.11 3 4
7 8 91 11 4 5

Agora fazendo B. A, temos:

1 2 311 2 3
1 3 4(.14 5 6
1 4 5117 8 9

Logo, A.B+B.A.

15
24

30
41
52

20
47
74

36
49
62

21

26
62

98

42
57

73

2. Se o produto entre duas matrizes A e B for nulo, ndo é necessario, que A ou B

sejam matrizes nulas.

Exemplo 15:

20.[0 01 _ [0 0]

Se’amA=[1 ol 'la 6l=lo o

Ou seja, Para A # 0eB # 0, obtemos A.B = 0.

1.3.6 Poténcia de uma matriz

Dada uma matriz quadrada A = [a;;]e um namero n € Z. A matriz A pode

ser multiplicada nvezes por si mesma, resultando em uma matriz representada por

A™, chamada poténcia de n da matriz A.

Exemplo 16:
Se A= [i g]
DRl PR B i B M

A3 = [f g]ﬁ g][i §]=[189 207]
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1.4 OUTROS TIPOS DE MATRIZES
1.4.1 Matriz Transposta
A transposta da matriz AeM,,y, (R), € a matriz denotada por ATeM,, ., (R), que se

obtém da matriz A permutando as linhas pelas colunas de mesmo indice. Quando A

€ uma matriz quadrada, os elementos da diagonal principal da sua transposta ndo se

alteram.
Exemplo 17:
1 5
1 3 —4
A= | |ar = [3 7]
5 7 2 "4
Propriedades:

) (A+ B)T = AT + BT

i) ()T = aAT

iii) (AT)T = A

iv) (AB)T = BTAT

1.4.2 Matriz Simétrica e Matriz Anti-simétrica

Uma matriz quadrada A é:

i) Simétrica, se AT = A
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Exemplo 18: Seja a matriz A,

1 2 8
A=12 5 6
8 6 4
Sua transposta €,
1 2 8
AT 2 5 6
8 6 4

Isto é, A = AT

Observacdo: O produto de uma matriz quadrada A pela sua transposta AT é uma

matriz simétrica.

Exemplo 19: Seja A uma matriz quadrada de ordem n, temos:

4= Yor- 2

1 2
Logo,
s=aar=[3 .1 - A
E, S=5T

i) Anti-simétrica, se AT = —A4

Exemplo 20:
0 6 -3
SejaamatrizA=|-6 0 2
3 -2 0

Fazendo a transposta obtemos:

0 -6 3
AT=16 0 =2
-3 2 0

Isto &, A = —AT
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Teoremal: Se A € uma matriz de ordem n, entdo A pode ser escrita como a soma

de uma matriz simétrica com uma anti-simétrica, da seguinte forma:

1 1
A==(A+AT)+=(4— AT)
2 2
Prova:

Observe que %(A + AT) é simétrica, pois:

1 1 1 1 1
G+ AN =ZUT+UANT) = AT+ 4) = S(AT+4) = Z(A+4T)
e,% (A — AT) é anti-simétrica, pois:
1 1 1 1 1
Z(A — ATWT — Z (AT — (ATOTY — — (AT _ — Z(AT _ — 2 (A AT
G@A@-A) =A@ -A))=;A-A)=A -A)=5A-47)
1.4.3 Matriz Inversa
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A € dita inversivel ou ndo-
singular se existe uma matriz B quadrada de mesma ordem, tal que: A.B = B.A = I,,.

Nesse caso, B € a inversa de A e é indicada por A™1.

Exemplo21:

Seja A = B g] eB = [_32 _34]

Verifiguemos se A.B =B. A =1,

PRI e L P

.[3 4]= 1 0]

Logo A e B sdo inversiveis e B é a inversa de A.
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Transformacgdes Elementares

Seja A uma matriz de ordemm x n. Para cada 1 <i <m, denotamos por L; a
i — ésima linha de A. Definimos as transformacdes elementares nas linhas da matriz

A como segue:

1) Permutacédo das linhas L; e L;, indicada por L; « L;.
2) Substituicdo de uma linha L; pela adicdo desta mesma linha com ¢ vezes uma
outra linha L;, indicada por L; — L; + cL;.

3) Multiplicagdo de uma linha L; por um elemento néao nulo, indicada por L; — cL;.

Observacdo: Dizemos que uma matriz B € M,,,, (R) é equivalente a matriz A €
M,..»(R), se pudermos obter B aplicando-se uma sequéncia de operagoes
elementares a uma matriz A, indicamos por B~A, e dizemos que A e B séo

equivalentes.

Exemplo22:
1 3 7 1 3 7

Dadas as matrizes A=(4 2 5| e B=|4 3 8|.Vamos aplicar algumas
0 1 3 0 1 3

Operac0Oes elementares as linhas da matriz A para obtermos a matrizB.

[1 3 7] 4 2 5

4 2 5|LieLl, > |1 3 7

0 1 3 0 1 3

(1 3 7] [2 6 14

0 1 3 0 1 3

[1 3 7] 1 3 7
4 2 5|lyeLl,+L; = |4 3 8
0 1 3 0 1 3

Assim em M, (R), temos:

1. Reflexiva: A~A

2. Simétrica: Se A~B entdo B~A



26

3. Transitiva: Se A~B e B~(C entdo A~C

Teorema2: Se uma matriz é inversivel, sua inversa é Unica.

Demonstracdo: Suponha que as matrizes B e C séo inversas de A4, isto é:
AB=BA=1(1)
e
AC=CA=1 (2
De (1) obtemos,
AB =1 (%)

Multiplicando € em ambos os lados de (*) a direita, teremos:
C(AB) =CI
(CA)B = CI
IB = CI
B=C
Logo, se existe inversa de A, fica provado que esta é Unica.
Teorema 3: Seja A € M,(R). Entdo A € inversivel se, e somente se, A~I,. Se A é
inversivel, a mesma sucesséo de operacdes elementares que transformam A em [,,,
transformamli,, na inversa de A.
Propriedades:
1. Se A € M,(R) é inversivel, entdo (A1)t =4

2.Se A,B € M, (R) sdo inversiveis, entdo AB é inversivel e (AB) 1 = B~1471

3.Se A € M, (R) é inversivel, entdo (A7)t = (4™ HT
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1.4.4 Matrizes Ortogonais

Dizemos que uma matriz A € M, (R), inversivel, é ortogonal, quando A~ =

AT. Ouseja, A71.AT = I,.
Proposicao:
i)O produto de duas matrizes ortogonais € uma matriz ortogonal.

Suponhamos que A e B sejam matrizes ortogonais, entdo AT = 47! e
BT = B~!, agora sabemos que se A e B sdo inversiveis entdo AB também o é
(AB)™1 = B71A™1 = BTAT = (AB)".

ii) O determinante de uma matriz ortogonal € +1 ou -1
De fato, se AT = A™! = Det(4AT) = Det(A™1) > Det(A) = [Det(A)] ! = [Det(4)]? =
1 = Det(A) = 1 ouDet(A) = —1.

cosf —sinf

sind  cosd ] € ortogonal.

Exemplo23: A matriz A = [

De fato,

cosf —sinf

cosf sin H]
sind cos@

Sed = [ —sin® cosé@

], temos AT = [

FacamosAT. 4,

[cos@ sinH] [cosH —sin @ _
—sin® cos 81 lsin® cosH

:[ cos? 8 + sin?6 —sin @ cos 8 + sin O cos O :[1 0
—cos @ sinf + cos O sin O sin? @ + cos? 6 0 1

Logo AT.A =1,, da mesma forma A.AT =1I,. Isto é, AT = A~1. Fica provado assim

gue a matriz A é ortogonal.
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CAPITULO 2

2. APLICACOES DE MATRIZES

Neste capitulo, temos como objetivo mostrar algumas aplicacdes das matrizes
no nosso cotidiano. As matrizes sdo utilizadas em diversas areas tais como
economia, engenharia, biologia entre outras. Uma dessas aplicacdes que iremos
abordar € a teoria de grafos, que pode ser utilizada em diversas situacdes como as
interagcdes humanas, os problemas de comunicacao,circuitos elétricos,sistemas de
transporte,mapas de estradas etc. Outra aplicacdo também muito interessante é a

criptografia, que é muito utilizada para o envio de mensagens secretas.
2.1 TEORIA DE GRAFOS

Um grafo (finito), também chamado digrafo, consiste em um conjunto finito de
pontos chamados de vértices ou nds, juntamente com um numero finito de arestas
ou arcos, cada um dos quais envolvendo um par de vértices distintos. Formalmente

temos:

Definicdo 2: Um grafo simples G € formado por um par (V(G), A(G)) onde V(G) € um
conjunto ndo vazio e A(G) um conjunto de pares distintos ndo ordenados de

elementos distintos de V(G).

Os elementos de V(G) sdo chamados vértices (V,,V,,...,V,) e os de A(G) as

arestas, que sdo uma colecdo finita de pares ordenados (V;,V;), neste trabalho
iremos denota-los apenas por V e A. Usamos a notacdo—%V; (que lemos “V; tem

acesso a ;") para indicar que a aresta dirigida (V;, V;) pertence ao grafo dirigido.

Exemplo 24: As figuras a seguir representam exemplos de grafos:

V
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Vi Vs

Os grafos podem ser orientados ou ndo. No exemplo 24i), temos um grafo
orientado que possui trés vertices V;, V,eV; e duas arestas, que ligam os veértices V; a
v, eV, aV,. Assim, observamos que “V; tem acesso a V;” e "V, tem acesso a V,”. Em
ii) temos um exemplo de um grafo ndo orientado, ou seja, existem dois caminhos
gue ligam V; a V, e outros dois que ligam V, a V3, mas né&o indica o sentido desse
caminho (ndo ha setas). Observe que existem quatro caminhos que ligam V; a V; e

consequentemente também ligam V; a V;.

Os grafos podem ser representados através de matrizes, as representacdes
usuais sao: Matriz de adjacéncia e Matriz de Incidéncia.

2.1.1 Matriz de Adjacéncia

Definicdo 3: A matriz adjacéncia de um digrafico G contendo n vértices € uma matriz

n X n, cujo i-ésimo elemento € igual a 1 se houver aresta de V; a V; e zero caso

contrario. Observe que A(G) ndo precisa ser uma matriz simétrica.

Exemplo 25: Observe o grafo a seguir

V;

Sua matriz de adjacéncia é:
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ViVa VsV, Vs

Vifo 1.0 00
V11 0 1 1 1
AG)= V30 1 0 1 0
10 1 1 0 1
slo 1.0 1 0

Por definicdo, as matrizes de adjacéncia tém as seguintes propriedades:

i) Todas as entradas sdo O ou 1

i) Todas as entradas na diagonal principal sdo 0

Observe que os elementos de numero 1 indicam que ha uma aresta que liga V; a V;.
Ou seja, V; tem acesso a V;. Consequentemente, os de numero O indicamquando

nao existe aresta ligando os vértices.

Teorema 4: Seja A(G) a matriz de adjacéncia de um digrafoG e seja B, a poténcia n-
ésima de A(G):
[A(G)]* = By = [b;©].

Entdo, o elemento ij-ésimo de B,, bij(k) € 0 numero de maneiras por meio das quais

V; tem acesso a V; em k estagios.

Exemplo 26: A figura abaixo representa 0 mapa das rotas de uma empresa de

onibus. Essa empresa atende quatro bairros da cidade, sdo eles N, S, L e O.

N o

®s

Como o grafo é dirigido, a matriz de adjacéncia é:
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LN O S
Lo 1 0 1
_NJ1 0 1 1

A(G)_C1101

Slo 1.1 0

E portanto,

LN O S
L1 1 2 1
N|1 3 1 2

2
[A(G)]_C1222

S12 1 1 2

LN O S
LI3 1 2 1
Nj1 3 1 1

3 _
[A(G)]‘C1132
SI2 1 0 4

Se uma pessoa tem interesse de se deslocar de um bairro para outro, ela
pode ter varios caminhos para chegar no seu destino. Por exemplo, nosso interesse

é fazer um deslocamento do bairro O para o bairro S. Teremos as seguintes opc¢des:

i) De O a S por um estagio: 0O—>S
i) De O a S por dois estagios: O—> L—>SeO—>N—>S
i) De O a S por trés estagios: O > N—=>L—> SeO—=>L—=> N—>S

Logo, existem cinco maneiras diferentes para se deslocar do bairro O para o bairro
S.
A partir deste exemplo podemos dizer que: A soma dos elementos da j-ésima

coluna de [A(G)]™ fornece o nimero de maneiras por meio das quais P; € alcangado

por todos os outros individuos em n estagios. Temos:
AG) + AP+ +[AG]" = € = [c].

Logo, ¢;; € o nimero de maneiras por meio das quais P; tem acesso a P; em

um, dois ou n estagios.
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Exemplo 27: Considere o digrafico G e sua matriz de Adjacéncia A(G) a segquir:

V2

V1 V3

V5 V4

A(G)

Il
oORrR OoORrR O
= O O O K
CoOOR R
R OR RO
oOrRroORr R

Dai pode-se encontrar [A(G)] 2.

1 11 3 1
1 2 1 2 2
[AG)]*=[1 0 0 0 1
111 11
2 01 1 2
Logo,
011 0 1 111 3 1 1 2 2 3 2
1 01 1 1 1 21 2 2 2 2 2 3 3
AG)+ [A()]?=Cc=|0 0 0 1 O|+f1 0o 0 0 1[{=[1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 111 11 2 111 2
01010 L2011 2 2 11 2 2

Um aspecto importante na estrutura de um grafo é a sua formacao a partir de
grafos menores, chamados de subgrafos. Os subgrafos s&do subconjuntos de
individuos que se relacionam entre si. Chamamos de subgrafo maximal bidirecional

completo, os subconjuntos cuja definicdo formal, € a seguinte:

Definicdo 4: Um subgrafo maximal bidirecional completo em um digrafo € um

subconjunto S dos vértices que satisfazem as seguintes propriedades:
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(a) Scontém trés ou mais vertices.

(b) Se V; e V; estdo em S, entdo ha um aresta orientada de V; a V; e uma aresta
orientada de V; a V.

(c) O subconjunto é tdo grande quanto possivel, ou seja, ndo existe um
subconjunto que seja maior que T dos vértices que satisfazem propriedade

(b) e contem S [isto €, S é um subconjunto maximal que satisfaz (b)].

Exemplo 28: Considere os digrafos abaixo:

V>
/0
Vl‘ 7 ‘ V3
i)
V,
/ |
Vi c\ oV,
o
Va

Em i) temos o conjunto {V,,V,,Vs}que satisfazem as condi¢bes (a), (b) e (c),
logo ele € um subgrafo maximal bidirecional completo.
Em ii) note que ao tomarmos o conjunto {V;,V,,V;}, verificamos que ele ndo é um
subgrafo maximal bidirecional completo, uma vez que ele satisfaz (a) e (b), mas nao
satisfaz (c), ou seja, {V,,V,, V3} esta contido em {V,,V,,V;,V,}. Sendo assim o Unico

subgrafo maximal completo em ii) é {V,,V,, V5, V,}
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Nestes exemplos, foi facil determinar os subgrafos maximais bidirecionais
completos. Porém na medida em que tomamos subgrafos maiores o nivel de
dificuldade para determina-los aumenta. A seguir mostraremos um método Util para
encontrar subgrafo maximais bidirecionais completos que podem ser facilmente

implementados em um computador.

Se A(G) = [a;;] € a matriz de adjacéncia dada de um digrafo, podemos
formar uma nova matriz S = [s;;]. Tal que: S;; =S; =1 se a;; =a; =1. Caso
contrario, teremos: S;; = S;; = 0. Ou seja, S;; =1 se V; e V; tiverem acesso um ao

outro, caso contrario S;; = 0. Observe que S é uma matriz simétrica (S = S”)

Exemplo 29: Considere um digrafo com matriz de adjacéncia:

ViV, V3V, Vs
Vi 0011 1 1
V2 [1 01 1 1
AG)= V3 |01 0 0 1
Vo [1 0 1 0 1
Vs 1 1.1 1 o

A partir de A(G), podemos encontrar a Matriz S,

V,V, VsV, Ve
V, 01 0 1 1
v, 11 01 0 1

S= VvV, |0 1 0 0 1
v, |1 0 0 0 1
sl 111 0

Teorema5: SejaA(G) a Matriz de adjacéncia de um grafo e S = [s;;] a matriz
simétrica definida anteriormente, com S§3 = [Sl.(]?’)] é o i,j-ésimo elemento em S3.
Entdo, um vértice V; pertence a um subgrafo maximal bidirecional completo se, e

somente se, 0 elemento s5” # 0 .
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Exemplo 30: Considere o grafo abaixo. Verifigue se ele possui algum subgrafo

maximal bidirecional completo.

1o sa 2
Vi
[ ) @
4 3
01 1 1 0 01 0
1o o1 1f ._|0o 0o 0 O
A(G)_1001’S_1001
0 010 0 01 0
Logo,
0 01 0]J[0 0 1 0][0 0 1 O 0 0 2 0
¢3_[0 0 0 0[]0 0 O Of|0 O O O0]_f0 0 0 0
1 0 0 1|11 0o 0 1|1 0o o 1 2 0 0 2
0 01 o0ollo o1 ollo o 10 0 0 2 0

Como todo elemento da diagonal principal de $3 € nulo, segue do teorema

5,que o grafo ndo possui nenhum subgrafo maximal bidirecional completo.

Observe o préximo exemplo:

Exemplo 31: Suponha um digrafo, com matriz de adjacéncia:

01 0 11 01 011
1 0 010 1 0 01 0
A(G)=]|1 1 0 1 Ontdo,S=|0 0 0 0 O
11 0 0 O 11 0 0 O
1 0 010 1 0 0 0 O
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2 4 0 4 3
4 2 0 3 1
E,s3=]0 0 0 0 O
4 3 0 2 1
3101 0

As entradas diagonais n&o nulas de S3 s&o s>, s)es. Consequentemente,

o grafo tem apenas um subgrafo maximal bidirecional completo, a saber, {V;,V,,V,}.
Definicdo 5: Um caminho que une dois individuos V; e V, em um digrafo € uma
sequéncia de vértices distintos V,V,V,,...,V,,V, e arestas orientadas

ViV, ViV, ..., ViVs.

Exemplo 32:

A sequéncia V, 53V, é-drecamint®.
Ja a sequéncia V,\5¥3V,V, /=m0 é urrcaminto, ja que V, se repete.

Em muitos grupos de individuos, existe sempre uma ordem de dominacéo,
um domina e o outro é dominado. Isto é, dados quaisquer dois individuos A e B, ou

A domina B ou B domina A, mas ndo ambos. Em geral temos a seguinte defini¢éo.

Definigdo 6: Um grafo dirigido por dominancia é um grafo dirigido tal que, para

qualquer par de vertices distintos P; e P;, ou P;P>0ou P;P;, ras ndo ambos.
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Exemplo 33: Imagine um grupo de cinco amigos que estudam juntos ha quatro anos
consecutivos. O professor tracou o digrafico abaixo para representar a influéncia das

relacdes entre esses alunos.

Logo, a matriz de adjacéncia é:

0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
A(G)=]|1 1 0 0 1
01 0 0 1
01 0 0 O

Observe que 0 A; (32 linha) tem trés uns em sua linha, dessa forma A5 (aluno
3) influéncia trés pessoas, mais do que qualquer outro componente do grupo. Dessa

maneira A seria declarado o lider do grupo.

Definicdo 7: O digrafo é dito fortemente conexo se para quaisquer dois vértices

distintos V; e V; ha um caminho de V; a V; e um caminho de V; a V;. Caso contrario, G

nao é fortemente conexo.

Teorema 6: Um digrafo com n vértices € fortemente conexo se e somente se sua

matriz de adjacéncia A(G) tem a seguinte propriedade:

[A(D] + [AG)])* + -+ [A@]" =E

Sem elementos nulos.

Exemplo 34: Dado o digrafo com matriz de adjacéncia abaixo, verifiqguemos se ele é

fortemente conexo.
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0 01 11
1 01 10
A(G)=]0 1 0 0 O
01 0 0 1
11 0 00

Solucéao:

Para que o digrafico seja fortemente conexo devemos ter:
[A(G)] + [A(G)]? + -+ [A(G)]™ ! = E, com a condicdo que E n&o tenha elementos
nulos. Entdo temos,[A(G)] + [A(G)]? + [A(G)]P + [A(G)]* =E

0 01 1 1 1 3 0 0 1 4 1 2 2 0 0 01 01
0 01 1 0 0 21 1 2 1 3 0 0 1 01100
01 0 0 Of+f21 0 1 1 0|+|j0 0 1 1 1|+f1 0 O O O
01 0 0 1 21 1 10 1 0 3 2 1 01110
11 0 0 O 1 0 2 2 1 0 2 0 1 3 0 01 1 1

5 4 4 3 3

2 6 3 2 3

=12 1 2 2 1

3 3 5 4 2

2 3 3 4 5

Observe que E ndo possui nenhum elemento nulo, logo o digrafico é fortemente

conexo.

2.1.3 Matriz de Incidéncia

Seja G um grafo ndo direcionado de n vértices V., V,,...,V,, e m arestas
ai, ay, ..., a,. A matriz de incidéncia € uma matriz B = [b;;] de ordem n X m, onde o
valor de cada elemento b;; da matriz € b;; = 1, se a aresta j € incidente ao vertice i,

caso contrario b;; = 0.

Vi as v,

Ay
as V3

a;
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A matriz de incidéncia do grafo € a seguinte:

10,03 A4050607

Vi 0 0 0 0 1 0 1
V, {11 01 1 1 0 O
B=V; |0 1 0 1 0 0 O
V. {0 1.1 0 0 1 0
Vs 11 0 0 0 0 1 1

Propriedades:

1. Como cada aresta € incidente a exatamente dois vértices, entdo cada coluna
da matriz contém exatamente dois 1.

2. O numero 1 em cada linha é igual ao grau do vértice correspondente.

3. Uma linha que contém somente O representa um vértice isolado.

4. Arestas paralelas resultam em colunas idénticas.

Quando o grafo é direcionado,é preciso distinguir as arestas convergentes das
arestas divergentes. Em outras palavras, para cada aresta, temos que especificar de
gual vértice ela vem e em qual ela chega. Podemos simplesmente utilizar 1 no

primeiro caso e -1 no segundo. Observe a figura a seguir:

ai

Vi ¢ *V,

Qg a; a
\ as

V4_ V3
Vs

Sua matriz de incidéncia é:



1
-1

0
0
0

0
1
-1
0
0

A1A2A304050607
0 0 0

0 0 0

-1 0 -1
0 1 1

1 -1 0

1
0
0
-1
0

-1

o O r O

40
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2.2 CRIPTOGRAFIA

Criptografia € o nome dado ao estudo de codificacdo e decodificacdo de
mensagens secretas. Ela é considerada ciéncia ha mais ou menos 25 anos. Antes,
era tida como “arte”. A criptografia € tdo antiga quanto a escrita, ela ja fazia parte da
escrita hieroglifica dos egipcios e os romanos utilizavam-na como codigos (ou cifras)
secretos para comunicar planos de guerra, e ainda hoje é bastante utilizada devido a
necessidade de manter a privacidade de certas informagdes transmitidas por linhas
publicas de comunicacdo. Na linguagem da criptografia, os cdédigos sé&o
denominados cifras, as mensagens ndo codificadas sdo textos comuns e as
mensagens codificadas sao textos cifrados ou criptogramas. O processo de
converter um texto comum em cifrado é chamado cifrar ou criptografar e o processo

inverso de converter um texto cifrado € chamado em comum é chamado decifrar.

2.2.1 Cifras de Substituicao

As cifras de substituicdo sdo as que substituem cada letra do alfabeto por

outra letra, ha uma troca de trés posi¢cfes no alfabeto. Observe a tabela abaixo:

Tabelal:

Comum: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Cfra:tDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

A partir dai podemos criptografar um texto apenas substituindo as letras

comuns pelas suas respectivas letras cifradas.

Por exemplo: Dada a mensagem de texto comum: EU AMO MATRIZES

Criptografando essa mensagem obtemos: HX DPR PDWULCHV

A desvantagem de cifras de substituicdo € que elas preservam a sequéncia

das letras individuais, tornando facil quebrar os cédigos por meios estatisticos. Uma

solucdo para esse problema € a utilizacdo de um sistema de criptografia no qual o
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texto comum é dividido em conjuntos de n letras, cada um dos quais € substituido
por um conjunto de n letras cifradas, a esse sistema damos o nome de sistema

poligrafico, uma classe desse sistema poligrafico € dada a seguir.
2.2.2 Cifras de Hill

Muitas técnicas usadas para codificar e decodificar mensagens
secretasutilizam a Algebra Linear. Um bom exemplo s&o as cifras de Hill.

Cifras de Hill é uma classe de sistemas poligraficos baseados em

transformacdes matriciais.

Considere a tabela abaixo:

Tabela 2:
A B C D E F G H | J K L M
1 4 6 7 8 9 10 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Nos casos mais simples de cifras de Hill, transformamos pares sucessivos de texto

comum em texto cifrado, pelas seguintes etapas:

a1

aiy ) .
], com entradas inteiras para efetuar a
a1 Az

1) Escolha uma matriz 2x2, A = [

codificagéo.

2) Agrupe as letras sucessivas de texto comum em pares. Caso, o texto tenha
um namero impar de letras, deve-se adicionar uma letra ficticia para
completar o ultimo par do texto. Logo apos deve-se substituir cada letra de
texto comum por seu valor numérico inteiro. Cada letra, exceto o Z, tem um

valor numeérico de acordo com sua posi¢édo, damos a Z o valor 0.
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3) Converta cada par sucessivo P;P, de letras de texto comum em um vetor-
coluna. p = [gﬂ e forme o produto Ap. Chamamos p de vetor comum e Ap o

correspondente vetor cifrado.

4) Converta cada vetor cifrado em seu equivalente alfabético. Caso o numero
inteiro seja maior que 25, ele sera substituido pelo resto de sua divisdo com o

numero 26.

1 3

5 1], obtenha a cifra de Hill da mensagem:

Exemplo 35: Utilizando a matriz A = [

DARK NIGHT

Primeiramente, agrupamos o texto comum em pares de letras e adicionamos uma
letra ficticia T para completar o ultimo par:
DA RK NI GH TT

Pela tabela 2, obtemos os pares de nimeros:
41 1811149 78 2020

Para codifica-los, efetuaremos o produto matricial.
Inicialmente, codificaremos o par DA:

1 3

2 1], e o vetor-coluna p= [;1:], temos:

Dada a matriz A = [

2 30 = 1

Pela tabela 2, temos que o par 7 9 equivale a Gl. Encontramos entdo nosso primeiro

par cifrado, da mesma forma devemos proceder com os demais pares.

Para codificar o par RK:

b 60-E
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Como os numeros inteiros 51 e 47 sdo ambos maiores que 25, ou seja, ndo estao
presentes na tabela 2, devemos substitui-los pelo resto de sua divisédo pelo nimero
26. Logo,

51+26 = 1, resta 25

4726 =1, resta 21

Pela tabela 2, os nimeros 25 e 21 correspondem a YU.

Para codificar o par NI:
1 37 [14] _ [41
[2 1]'[9] - [37]
41+26 =1, resta 15
37+-26=1,restall

Pela tabela 2, os numeros 15 e 11 correspondem a OK

Para codificar o par GH:
} IG1-E
31+-26=1,resta5

Os numeros 5 e 22, correspondem a EV.

E por ultimo o par TT:
2 1120l = Lo
8026 = 3, resta 2

60+26 = 2, resta 8
De 2 e 8, obtemos BH.

Organizando os pares de texto cifrado, obtemos a seguinte mensagem:
Gl YU OK EV BH

Que seria transmitida como uma unica cadeia sem espacos:
GIYUOKEVBH

Como o texto comum foi agrupado em pares e criptografado por uma matriz

2x2, dizemos que essa cifra de Hill € uma 2-cifra de Hill. Da mesma forma, também
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€ possivel fazer o agrupamento em ternos e criptografar com uma matriz 3x3 com
entradas inteiras, assim chamamos de 3-cifra de Hill. Em geral para uma n-cifra de
Hill agrupamos o texto comum em conjuntos de n letras e codificamos com uma

matriz codificadora nxn de entradas inteiras.

2.2.2.1 Aritmética Modular

No exemplo 35, todos os numeros maiores que 25 foram substituidos pelo
resto de sua divisdo por 26. Esta técnica de trabalhar com restos é a base de uma
parte da Matematica chamada aritmética modular.

Definicdo8: Dados um numero inteiro positivo m e dois inteiros a e b quaisquer,
dizemos que a € equivalente a b médulo m, e escrevemos a = b (modm) se a—b é

um mualtiplo inteiro de m.
Exemplo 36:

i) 7 = 3 (mod 4)
i) 14 = 2 (mod 6)

Observe que a é equivalente, moédulo m, a exatamente um dos inteiros:
0,1,2...,m — 1.Este inteiro é chamado de residuo dea modulo m e escrevemos:Z,, =

{0,1,2,..., m — 1}, para denotar o conjunto dos residuos de a médulo m.

Teorema 7: Dados um inteiro a e um modulo m quaisquer, seja R = restode%.

Entado o residuo r de a médulo m é dado por:

R sea=0
r=im-—-Rsea<0eR=+#0
0 sea<0eR=0

Exemplo 37: Encontre os residuos, modulo 14, de 36, -75 e -42.
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1) Seja a = 36, temos:
|36] = 36, i—i = 9, e temresto R = 8. Pelo teorema 7, obtemos r = 8, ou seja:

36 = 8 (mod 14)

2) Seja a = —75,temos:
|-75| = 75, Z—z =5,etemrestoR =5,ouseja,r=m—R =09.

Assim,
—75 =9 (mod 14)

3) Sejaa = —42, temos:
|—42| = 42, g = 3, etemresto R = 0. Logo,

—42 =0 (mod 14)
Na aritmética usual, cada ndmero inteiro ndo nulo a tem um reciproco ou inverso
multiplicativo denotado por a1, tal que aa™! = a~'a = 1. Ja na aritmética modular

temos o seguinte conceito:

Definicdo 9: Dado um nimero a em Z,,, dizemos que um nimero a~! em Z,, é um

reciproco, ou inverso multiplicativo de a médulo m se aa™ = a~'a = 1(modm).
Exemplo 38: Reciproco de 5mod 26

Observe que 5 e 26 ndo possuem fatores primos em comum, ou seja, podemos
encontrar um inverso multiplicativo médulo m, que pode ser obtido encontrando um
namero x em Z,, que satisfaca a equacao modular:

5x = 1(mod 26)

Experimentando uma a uma cada solucao possivel de 0 a 25, encontramos que

x=21 é a solugéo, pois:

5.21 =105 = 1 (mod 26)
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Assim,

571 = 21(mod 26)

Para agilizar questdes posteriores, apresentaremos a seguinte tabela de inversos

multiplicativos médulo 26:

a |1|3|5 |7 |9|11|15|17 19|21 |23 |25

a7l |1]9]21|15|3|7 |23|11|21|5 |17 |25

2.2.2.2 Decifrar

Cada cifra atil possui um procedimento para decifrar. Para decifrar a cifra de Hill,
usamos a inversa modulo 26 da matriz codificadora. I1sso acontece da seguinte

forma:

a1 121
| €

Seja a matriz A de ordem 2x2 e seja B sua inversa. Suponha que A = [a21 s

invertivel modulo 26 e que esta matriz é usada para uma 2-cifra de Hill. Se p = [gﬂ

é um vetor comum, entdo ¢ = Ap é o correspondente vetor cifrado e p = A7 1c.
Assim, cada vetor comum pode ser recuperado do correspondente vetor cifrado pela

multiplicacdo a esquerda por A~1(mod26).

Teorema 8: Uma matriz quadrada A com entradas em Z,, € invertivel médulo m, se e

somente se, o residuo de det(4A) médulo m tem inverso multiplicativo modulo m.

Corolario 1: Uma matriz quadrada A com entradas em Z,,, € invertivel médulo m, se e
somente se, o residuo de det(4) médulo m tem fatores primos comuns.

Como os unicos fatores primos de m = 26 séo 2 e 13, temos 0 seguinte corolario:

Corolario 2: Uma matriz quadrada A com entradas em Z,¢ € invertivel modulo 26 se,

e somente se, o residuo de det(4), médulo 26, ndo € divisivel por 2 ou 13.
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Prova:

b
d

maédulo 26 ndo é divisivel por 2 ou por 13, entdo a inversa de det(A) (mod26) é dada

Dada a matriz A = [Ccl ] com entradas em Z,, e se o residuo de det(4) = ad — bc

por:

A"t = (ad — bc)™?t [_dc _ab] (mod26)

Onde (ad — bc)~! é o reciproco ad — bc (mod26).

Exemplo 39: Decodifigue a mensagem: SAKNOXAOJX. Sabendo que € uma cifra de
4 1]
3 2

Hill com matriz codificadora A = [
Pela tabela 2, o equivalente numérico do texto cifrado é:

191 1114 1524 115 1024

Encontremos entdo a inversa de A4,

A7 = (ad — be)™ ! [_dc _ab] (mod26)
Al=(8-3)" [_23 _41] (mod26)

A1 = (5)1 [_23 ‘41] (mod26)

Pela tabela 2, obtemos (5)7! = 21, logo

o [2 —-11_[16 5
Al = 21[_3 ) | = o 6] (mod26)

16 5119] _ [309] _ [23

15 6ll117 12911 T 5]

16 51117 _ [246] _ 12

115 6ll14] T l249] T l15]

16 51[15] _ [360] _ [22]

115 6ll24] T 1369l T L5

16 51[17_[917_ [13

115 6ll15] T l1os] T [27]
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s ellod) = loa) =[]

Pela tabela 1, os equivalentes alfabéticos desses vetores sao:
WE LO VE MA TH

Que fornecem a mensagem:
WE LOVE MATH

2.2.2.3 Quebrando uma cifra

O objetivo de criptografar mensagens € impedir que pessoas nao autorizadas
descubram o conteudo das mensagens. Porém é possivel decifra-las mesmo né&o
tendo acesso a matriz codificadora. Iremos agora discutir um pouco a respeito.

Suponha que se tenha um texto comum e o cifrado correspondente de uma
mensagem. Examinando a mensagem talvez sejamos capazes de deduzir que a
mensagem é uma carta que comeca com CARO SENHOR. Mostraremos que com
apenas poucos destes dados € possivel determinar a matriz decodificadora de uma
cifra de Hill e consequentemente obter acesso ao restante da mensagem.

Teorema 9: Sejam p4,p,, ...,pn, Vetores comuns linearmente independentes sejam

1, Co, ..., €, OS CcOrrespondentes vetores cifrados de uma n-cifra de Hill. Se

E a matriz n x n de vetores-coluna pJ,p?l, ..., pl e se

E a matriz n xn de vetores-linha cI,cl,..,cI, entdo a sequéncia de operacdes

elementares sobre linhas que reduz C a I transforma P em (A~1)7.



Observacdo: A demonstracdo deste teorema vai além do objetivo deste trabalho.

Exemplo 40: Decodifique a 2-cifra de Hill: GFYKEJDGYZIVUJBTCD
Sabendo que ela inicia com a palavra CARO.

Pela tabela 2, o equivalente do texto comum conhecido é:
CA RO
31 1815
E o equivalente numérico do texto cifrado correspondente €
GF YK
76 2511

De modo que os vetores comuns e correspondentes vetores cifrados sao:

Nés queremos reduzir

e=lal=1s
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al por operagOes elementares sobre linhas e simultaneamente aplicar estas

operacgoes a

b= ﬁﬂ [138 115]

Para obter (4™1)7. Isto pode ser obtido adjuntando P a direita de C e aplicando as

operacdes sobre linhas a matriz resultante [C|P] até que o lado esquerdo esteja

reduzido a I.
(7 63 1] _
55 11l1g 15) ~ Matriz [C]P] formada
1 90|45 15 )
25 11118 15! - L, > 7 " Ly,
1 12]19 15] o , ,
o5 11118 151 Substituimos 90 e 45 pelo seu residuo moédulo 26
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[1 12 19 15

0 —289l-457 —360] =Ly = =251+ 1y

] — Substituimos o -289, -457, -360 pelos seus residuos modulo 26.

—
[«

12|19 15
23111 4
1 12(19 15 o
[0 1|187 6l 7 L2— 23 L

—
o

112 |159 12] — Substituimos 187 e 68 pelos seus residuos médulo 26.

[(1) (1)|151 156] Phi=izhath

Assim,

(47" = [151 156]

11 5]

E, portanto a matriz decodificadora é:471 = [5 16

Por fim, agrupamos o texto cifrado em pares e encontramos 0s equivalentes

numéricos de cada letra.

5 el lel=latl =[] e
5 1l =Bl =[] ®o
5 1ol =[gsl =[] Ac
5 1ol bl=ll=l  as
5 el [o]=lizl =l oV
5 1ozl =Bl =[] ac
5 1ol liol = Les] = [5] Ve
5 1ol ol =350l = [1a] - RR
5 el ll=bal=l]  aa

CARO ACABOU A GUERRA.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi abordado o assunto: Matrizes e duas aplicagbes. Tratamos
primeiramente um pouco da historia da matriz na introducédo, citando dois nomes,
James Joseph Sylvester e Arthur Cayley, que deram sua contribuicdo o calculo das
matrizes. No capitulo 1 mostramos seus tipos, definicdes, operacdes e exemplos. No
capitulo 2 discutimos as duas aplicacdes. A primeira delas foi a Teoria dos grafos e
a segunda criptografia. Tais aplicagbes estao presentes no nosso cotidiano, sem que
possamos perceber. Quando fazemos uma viagem e precisamos usar um mapa
para ver qual o melhor caminho, estamos utilizando grafos. Ou quando um agente
da policia utiliza codigos na comunicacéo, por telefone ou pelo radio comunicador da
viatura, temos entdo o uso da criptografia. E ndo sO isso, podemos encontrar
inimeros casos em que faremos uso destas.

Sempre admirei as matrizes, de uma forma geral. Acho interessante a forma
como elas sdo organizadas. Ja conhecia outras aplicacbes das matrizes, mas néo
estas que expus neste trabalho, conhecé-las foi de extrema valia para mim, como
futura professora de matemaética.

Este trabalho foi de grande relevancia, haja vista, ter tido a oportunidade de
conhecer e admirar cada vez mais 0s matematicos que fizeram estudos tédo belos e

tdo importantes para a sociedade.
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