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Resumo

O trabalho foi realizado com o objetivo de mostrar a historia de Leonardo de Pisa,
mais conhecido como Fibonacci, mostrando sua formacao e inclinacao matemaética.
Mostraremos também a histéria da sequéncia de Fibonacci, desde o surgimento do
problema da reproducgao dos coelhos, até a sua ligacao com o ntimero de ouro. Apre-
sentaremos a sua defini¢ao, e algumas propriedades que mais adiante serao uteis para
demonstrarmos que se uma sequéncia obedece a lei de formacao da sequéncia de Fi-
bonacci, entao os termos desta sequéncia sao escritos como combinagao dos termos da
sequéncia de Fibonacci. Demonstraremos a féormula de Binet onde prova a relagao da
sequencia de Fibonacci com o nimero de ouro e para isso usamos conceitos de Algebra
Linear. Abordaremos também a formula generalizada e a funcao geratriz da sequéncia
de Fibonacci. Da teoria para a pratica, sao dadas algumas aplicagoes da sequéncia de

Fibonacci, do nimero de ouro, do retangulo dureo e da espiral logaritmica.

Palavras chave: Sequéncia de Fibonacci, Numero de Ouro, Retangulo Aureo.
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Abstract

The study was conducted with the aim of showing the story of Leonardo of Pisa,
known as Fibonacci, showing their training and inclination mathematics. We will
also show the history of the Fibonacci sequence, since the emergence of the problem
of breeding rabbits until their connection with the gold number. Will present its
definition, and some properties that will be useful later to demonstrate that a sequence
obeys the law of formation of the Fibonacci sequence, then the terms of this sequence
are written as a combination of the terms of the Fibonacci sequence. Demonstrate the
formula of Binet test where the ratio of the Fibonacci sequence with the number of
gold, for this we use concepts from linear algebra. We will also explore the generalized
formula and generating function of the Fibonacci sequence. From theory to practice,
are given some applications of the Fibonacci sequence, the golden number, the golden

rectangle and the logarithmic spiral.

Key words: Fibonacci Sequence, Number of Gold, Golden Rectangle.
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Capitulo 1

Introducao Historica

Leonardo Pisano ou Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci (filius Bonacci, ou
seja, filho de Bonacci) nasceu em Pisa na Toscania (Italia) por volta de 1175, e ficou conhecido
como Leonardo Fibonacci, devido ao fato de Fibonacci ser um diminutivo de fillius Bonacci, foi
um importante matematico italiano, escritor do livro Liber Abacci (livro do Abaco), em 1202,
e grande responsavel pela expansao dos algarismos hindu arabicos na Europa. No inicio do
século XII, Pisa era um dos grandes centros comerciais italianos, tais como Génova e Veneza,

e tinha varios entrepostos comerciais espalhados pelos portos do Mediterraneo.

O pai de Leonardo ocupou o lugar de chefe de um desses entrepostos, no norte da costa
da Africa (Bugia, atualmente Bejaia na Argélia), foi 14 que Leonardo iniciou os seus estu-
dos de matematica com professores islamicos. E devido ao trabalho de seu pai nos portos
do Mediterraneo, é que Fibonacci aprendeu desde cedo sobre o mundo do comércio e diver-
sas técnicas matematicas, técnicas essas ainda desconhecidas pelo povo europeu, desenvolvidas
pelos matematicos do Oriente. Através do contato com a cultura oriental, conheceu os algaris-
mos arabicos e, pela simplicidade e praticidade deles, optou por adota-los em sua obra Liber
Abacci (Livro de célculo), um tratado de aritmética e dlgebra elementar, onde faz referéncias ao
seu uso. Durante suas viagens pelo Mediterraneo acumulou conhecimentos e estudou diversos
problemas de Teoria dos Numeros, entre eles, o problema do Resto Chinés e o problema dos

Coelhos.

O Liber Abacci (o Livro do Abaco ou do Célculo) foi escrito por Fibonacci em 1202, e

foi baseado na aritmética e “Algebra” que Fibonacci aprendeu durante as suas viagens pelo



Mediterraneo. Em 1228 o livro foi de novo publicado apds uma revisao.

Entre os inimeros problemas ali propostos um foi o responsavel pela introducao da Sequéncia
de Fibonacci e dos Numeros de Fibonacci. Estamos falando do problema dos coelhos: este
problema é conhecido por relacionar a quantidade de pares de coelhos ao longo dos meses de um
ano com os numeros presentes na sequencia de Fibonacci. Além deste problema, a sequéncia
possui propriedades interessantes estudadas pela Teoria dos Numeros, além de aplicagoes a
fenomenos naturais, como na arvore genealogica das abelhas ou ramificagoes dos galhos de uma
arvore. Nestes casos, o que se observa é a constante presenca do Numero de Ouro, definido

como o limite da razao entre dois termos consecutivos da sequéncia.



Capitulo 2

A Sequéncia de Fibonacci

Neste capitulo abordaremos o problema dos coelhos, o problema mais famoso, entre
todos tratados por Fibonacci. Este problema esta relacionado a uma importante descoberta da
matematica: A Sequéncia de Fibonacci.

Depois faremos um estudo e uma verificagao dessa sequéncia na arvore genealdgica das abelhas.
Mais a frente, mostraremos que os nimeros de Fibonacci podem ser usados para caracterizar
diversas propriedades na natureza.

Mostraremos também que a sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia recursiva e que possui
uma férmula que nos permitira determinar qualquer termo dessa sequéncia, por outro lado essa
sequéncia possui uma funcao geratriz que possibilita também encontrar qualquer termo dessa
sequencia.

Em seguida viajaremos um pouco na historia do nimero de ouro, analisando a sua relagao com

esta sequéncia.

2.1 O problema dos pares de coelhos

No inicio do século XIII, Fibonacci visitou uma fazenda onde havia uma criagao de coelhos
e pos-se a refletir sobre a reproducgao rapida desses animais.
Dentre os problemas contidos no Liber Abacci, destaca-se o conhecido “problema dos coelhos”,
criado por Fibonacci para ilustrar os termos de sua sequéncia.
“Um homem pos um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um muro.
Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente,

todo mes cada par dé a luz a um novo par, que é fértil a partir do segundo mes.”



Este problema sugere uma situacao ficticia, onde os coelhos sao colocados numa area em que
nenhum coelho, externo ou interno, pode entrar ou sair do cercado; os coelhos nao morrem de
velhice, fome ou doenca.

Para que um par de filhotes possa procriar, é necessario que se passe um mes apos o seu
nascimento e cada par de coelhos da a luz a um tnico par de filhotes a cada més, que estarao
aptos a procriar no proximo mes.

Ao fixar o primeiro més como sendo o inicio do processo, teremos neste mesmo meés, um par
de coelhos filhotes. Apds o primeiro més, esse par de coelhos ja serd adulto e estara apto a se
reproduzir.

Considerando-se que um par de coelhos adulto produz um novo par a cada meés, teremos no
inicio do terceiro meés dois pares de coelhos, sendo esses um adulto e outro filhote.

No inicio do quarto meés, o par adulto terd produzido novamente um par de coelhos filhotes,
enquanto que o outro par de filhotes completarda um meés de vida e ainda nao estara apto a se
reproduzir. Assim, neste més existiram trés pares de coelhos, sendo um par adulto, um par de
filhotes com um més de idade (agora adulto) e outro par de filhotes recém-nascido.

No inicio do quinto meés, os dois pares de coelhos adultos, cada um produzird um novo par de
coelhos filhotes e o outro par de filhotes completara um meés de vida tornando-se adulto. Logo,
existiram neste mes cinco pares de coelhos, sendo dois pares adultos, um par de filhotes com

um més de vida (agora adulto) e dois pares de filhotes recém-nascidos.

Tempo
1 O 'Coclho adulto

(:) Coelho jovem

2 —
o

5 )

s OO® t}) 33

Figura 2.1: Crescimento da populacao de coelhos

Notemos que no proximo meés, o sexto, o nimero de pares de coelhos sera a soma do
nimero de pares de coelhos do més atual, mais o nimero de pares de coelhos do més anterior,
pois, serao estes que irao contribuir com o acréscimo do nimero de coelhos para o proximo

mes, ja que quando chegar o sexto meés estarao aptos a procriar.



Logo, o sexto meés tera oito pares de coelhos: os cinco pares presentes no quinto meés, mais trés
pares de filhotes, dois pares gerados pelo par inicial e o outro pelo primeiro par de filhotes que
o par inicial teve. A figura abaixo ilustra os primeiros sete meses.

Colocando os ntimeros em uma tabela, temos que ao longo de um ano o nimero de pares de

coelhos serd 144.

Mes 112134567 |89 /|10|11] 12
Nimerode pares | 1 |12 |3 |5 |8 |13 |21 |34 |55 |89 | 144

Obtendo assim a famosa Sequéncia de Fibonacci, cujos primeiros termos sao:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, . . ..

Se quisermos, podemos também examinar somente o niimero de pares de coelhos adultos
em um determinado meés, e podemos observar que esse nimero é formado também pela soma
dos pares de coelhos adultos dos dois meses anteriores, e a mesma experiéncia vale para os
pares de coelhos filhotes. No século XIX essa sequéncia foi devidamente chamada de sequéncia
de Fibonacci pelo matemético francés Edouard Lucas (1842-1891).

Podemos representar essa sequéncia por:
Foo=F, 1+ F, comneN eF,=F=1

Essa notacao foi introduzida em 1634 pelo Mateméatico Albert Girard.
A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente (isto é, por recorréncia), ou seja, por
intermédio de um termo que permite calcular qualquer termo em fungao do(s) antecessor(es)

imediato(s).

2.2 A sequéncia de Fibonacci na arvore genealdgica das

abelhas

O plano genealégico das abelhas forma um padrao no tempo. Os ovos de abelhas operarias,
quando nao fertilizados, se desenvolvem em zangdes por um processo conhecido como parte-
nogenese.

Consequentemente, cada zangdo nao tem pai, mas uma mae (e um avd por parte materna).



Uma abelha fémea, no entanto, possui pai e mae.

Um zangdo, assim, tem uma “mae”, dois avés (os pais da mae), trés bisavds (os pais da sua
avé e um do seu avod), cinco tataravos (dois para cada bisavés e um para seu bisavo), e assim
por diante.

Os numeros dessa arvore genealdgica,
1,1,2,3,5,...,

formam desta maneira, a Sequéncia de Fibonacci que nos que permite calcular o nimero de

ancestrais de um zangao n geragoes atras.

Figura 2.2: Arvore genealogica de um zangao

Considerando F}, o numero de antepassados féemeas e M,, o nimero de antepassados ma-

chos da geragao n, tem-se:

Fn+1:Fn+Mn7

porque, cada macho ou féemea tem uma mae e
M, =F,,

pois, s6 as fémeas tém pai. A cada geragao n o numero de antepassados, o qual sera denotado

por U,, é a soma dos zangaos e das abelhas femeas, logo:
U, =F,+ M,, para todon € N*.

Resumindo as trés propriedades anteriores, obtemos:

Un+1:Fn+1+Mn+1:Fn+Fn+Mn:Un+Fn:Un+Unflu



logo:
UnJrl = Un + Unfl'

Portanto, cada termo ¢é a soma dos dois anteriores, logo a sucessao do nimero de antepassados

em cada geragao é uma sucessao de Fibonacci.

2.3 A sequéncia de Fibonacci nos ramos e troncos de

plantas

No nosso mundo, existe um nimero aproximado de 250.000 espécies de plantas superiores
(aquelas que nos sao mais familiares), com raizes, caules, folhas e flores. A estrutura detalhada
das folhas, as formas, o tamanho e as cores das flores nestas diversas espécies apresentam
uma formidéavel diversidade, um espetaculo de beleza e inventiva variedade. Subjacente a essa
diversidade, no entanto, observa-se um surpreendente grau de ordem. Apesar da profusao de
formas de folhas nas plantas superiores, elas se distribuem ao longo de uma haste ou tronco de
acordo com apenas algumas maneiras basicas.

Os ntumeros de Fibonacci ligam-se facilmente a natureza. E possivel encontré-los no arranjo
das folhas do ramo de uma planta, nas copas das arvores ou até mesmo no numero de pétalas
das flores.

Certas plantas mostram os nimeros de Fibonacci no crescimento de seus galhos. Suponhamos
que nas¢a um novo broto de um galho a cada meés, sendo que um broto leva dois meses para
produzir o seu primeiro broto. Existem varias plantas cujo crescimento se parecem com o

descrito aqui. A planta Achillea Ptarmica possui estas caracteristicas.

_ Uil
SRR
NN T TV

Figura 2.3: Representacao da Achillea Ptarmica



2.3.1 Arranjo das folhas

Os arranjos das folhas de algumas plantas em torno do caule sao niimeros de Fibonacci. Com
este arranjo, todas as folhas conseguem apanhar os raios solares de igual forma. Quando chove,

o escoamento da agua torna-se também mais facil.

Figura 2.4: Arranjo das Figura 2.5: Arranjo das
folhas folhas

Na figura acima, podemos contar as folhas, seguindo-as pela ordem que aparecem, até
encontrar uma folha exatamente na vertical da primeira.
Na planta do topo contamos trés rotagoes no sentido horario, antes de encontrarmos a folha na
mesma dire¢ao da primeira. Passamos por cinco folhas, até que isso aconteca.
Se contarmos no sentido anti-horario, precisamos de duas rotagoes. Os algarismos 2, 3 e 5 sao
como vimos numeros da sucessao de Fibonacci. Podemos escrever entao 3/5 de volta por folha.
Na outra planta, para encontrarmos a folha na mesma direcao da primeira tem de se fazer
cinco rotagoes no sentido horéario. Passamos por oito folhas até que isso aconteca. Se contar-
mos no sentido anti-horario, precisamos de trés rotagoes. Os algarismos 3, 5 e 8 sao como vimos

nimeros da sucessao de Fibonacci. De igual modo podemos escrever 5/8 de volta por folha.

2.4 Foérmula generalizada da Sequéncia de Fibonacci

Devido a sequéncia de Fibonacci ser uma sequéncia recursiva é possivel determinar uma
férmula capaz de encontrar o valor de qualquer nimero Fibonacci, F;,, se seu lugar na sequéncia,

n, for conhecido.



Esta propriedade nos garante que para obter todas as solugoes da equagao recursiva de Fibo-
nacci:

Fn+1:Fn—1+Fn;

valida para todo inteiro n > 1, basta obter quaisquer duas solugoes nao proporcionais, assim
pela propriedade linear da multiplicacao por escalar, podemos escolher uma sequéncia de Fi-
bonacci cujo primeiro termo seja igual a 1.

Vamos considerar entao a sequéncia W,, que seja uma progressao geométrica com W; =1 e a
razao nao nula g, isto é:

Wn = qnil'
Para que esta sequéncia seja de Fibonacci, devemos ter que:
Wn—l + Wn - Wn+1-
Ou seja,
qn—Q 4 qn—l — qn

Cuja equagao caracteristica é

l+q=¢

Resolvendo esta equagao do segundo grau, obtemos:

1++5 1—+5
= e
2

q1

que sao as raizes da equagao caracteristica.
Observe que:

Gte=1 ¢ q -¢p=-1

Para cada raiz, obtemos uma sequéncia de Fibonacci, logo podemos construir {V,} e

{W,} através de:

Logo, U, pode ser escrita como combinagao linear de {V,,} e {W,,}, isto é:

(1++/5)

U,=a-V,+b-W, =a- 5

2

] +b.[@] ‘
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E esta é a forma mais geral possivel para uma sequéncia de Fibonacci, logo se tomarmos em
particular:

a+b=1 e a-¢1+b-q=1.

Teremos:
_ 1+ VH) _ 1=V
CSs T T &y

e substituindo na expressao de U,,, obtemos uma férmula que torna possivel determinar qualquer
termo da sequéncia, sem a necessidade de conhecermos os termos anteriores.

Esta férmula foi descoberta em meados do século X 1.X, pelo matematico francés Phillipe Marie

Binet (1786-1856), e ficou conhecida como a Fdrmula de Binet.

n—1

A+vH |,

U, =a-
“ 2

(2.2)

(1- ﬁ)]
2

Substituindo (2.1) em (2.2), obtemos:

-1

(1+5)
n - 2.\/3

Un = %(1 +2\/5) {(1 +2\/5)}

" 1+v5) 1 [1-v5\
RV 2 NG 2

2.5 Funcao geratriz dos nimeros de Fibonacci

(1+/5)
2

25 2
_L(l—\/g){ 2 H(l—\/g)]n

(1-V5) [(1—@]”

n

(1+5)
2

Portanto,

Um outro modo de se obter os termos da sequéncia de Fibonacci é construindo uma fungao

geratriz através de uma série de poténcias.

Definicao 2.5.1. Se ¢y, c1, ¢, ... sao constantes e x uma varidavel, entao uma série da forma

o0
n __ 2
E cp =cy+cx+coxrt+ -

n=0

¢ chamada série de poténcias em x.
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Dada a série de poténcias em x, com constantes cg, ¢, ¢, . . . iguais aos termos da sequéncia
de Fibonacci, ou seja, cg,cy,co,... iguais a 1, 1, 2, ..., respectivamente, convergente para
x € (—00,00).

Temos que

o0
> Fa=1+1z+22” 432 + 52' + -

n=0

ou

iFna:” =1 +x+ian"
n=0 n=2

como F, = F, o+ F,_1 paran > 1

i Foa"=142+ i (Fn_g + F”_l) -
n=0 n=2

2

Separando o somatorio e depois colocando x e x* em evidéncia, vem

1+z+ i F, o1x™ + i F,z" =14z + 22 i F, oz 4+ ¢ i F, 12D,

n=2 n=2 n=2 n=2

Colocando j =n—2ek=n—-1

ltzt+a®y Fal+a) (Fab—1)=1+2+2"> Fal+2) Fa*—x

=0 n=0 =0 k=0

Logo:
o oo o0
E F.z" =1+ 2?2 g Fa" +x E F,z"
n=0 n=0 n=0

Ao juntarmos os somatorios, temos que

1:ZFnaZ”- (1—ZL‘2—I>
n=0

Como

o0 1

E Fa'= ——Fr—
a2

— (1 —22—2x)



Chegamos que a fungao geradora pode ser escrita como

1
- . =~ . £ (0)
Proposicao 2.5.1. Seja f (z) = Zan , para x € (—o0,00) temos que F, = '
n!

n=0

Prova: Como

f(l'):Zann:F0+F1$+F2$2+

n=0

temos que f (0) = Fy e

' (z) = Zn CFan Y = Fy + Zn . Fpe™=b
n=1 n=2

3 (z) = Zn (n—=1)-Fa™? =2.1.F+ Z Eya™n - (n—1)- Fa™?
n=2 n=3
fPa)=Y n-(n-1)...(n— (k1)) F, - 2"
n=~k

Logo

fO@)=k-(k=1)...(k—(k=1))-F, + i n—m-1)...(n—(k=1))-F,-z®"

n=k+1
e
Assim, f*) (0) = k!F,, ou
f®(0)
="
Portanto, para todo n > 1 temos
(n)
P LI0

12
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Assim, um outro modo de encontrar um termo qualquer da sequéncia de Fibonacci pode ser

dado por

L0

E,
n!

sendo f (z) = m n

Assim, supondo que se deseja conhecer o termo de posigao 2, basta fazer:

~ f2(0)
2l

£y



Capitulo 3

O numero de ouro

O nimero de ouro é um dos nimeros irracionais mais misterioso e enigmatico. Simbolo da
proporcionalidade, ele aparece na natureza, nas grandes construgoes realizadas pelos homens,
na musica e na arte.

O numero de ouro, também chamado de propor¢ao durea, razao de ouro ou niumero daureo é
representado pela letra ¢, em homenagem a Fidias (Phideas), famoso escultor grego, por ter
usado a proporc¢ao de ouro em muitos dos seus trabalhos e é definido por:

1445

°=3

A contribuicao de Fibonacci para o nimero de ouro esta relacionada com a solu¢ao do problema
dos coelhos publicado no seu livro Liber Abacci.

E que as sucessivas razoes entre um numero da sequéncia de Fibonacci e o que o antecede
vao-se aproximando do numero de ouro.

Outra forma de ver a forte ligacao do nimero de ouro é observar a expressao

1 [(1+v5\ (1-+5

N 2 2 ’

do termo geral da sequéncia de Fibonacci.

F, =

O numero de ouro é considerado como simbolo da harmonia e beleza, e podemos encontra-lo
tanto nas piramides ou papiros do Egito, como em obras de arte de Botticelli, Leonardo da

Vinci e Salvador Dali.

14
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3.1 Fibonacci e o numero de ouro

Nesta secao veremos algumas propriedades do niimero de ouro. Também relacionaremos a

sequencia de Fibonacci com este ntmero.

Proposicao 3.1. A razdio entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci tende ao

numero de ouro quando n vai para o infinito, ou seja,

Prova: Temos pela formula generalizada que

1 <1+
. Fn+1 . V5 2
lim = lim

S
3
+
—
|
VS
T
[N}
S
——
3
+
=
N———

B ()
Assim,
(2) (=) - () (5%)
lim — = lim - 2 )
B )( ‘)
Como

podemos escrever

P (o)

Ficando o limite
Fn+1 T <

)(F V54
= lim

A

lim
n—oo

Fazendo a distributividade e colocando em evidéncia <1_‘/5> obtemos:

i B _ 135 (5 )(( )( “))

n—oo F, 2 n—00

Logo,
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Pela sequéncia de Fibonacci, temos que F,, > 1,Vn € N. Assim,

Saiyeey

F, 2
Como,
1—
lim ( \/S> ‘:0,
n—soo 2
pois,

Temos, pelo Teorema do Confronto que

<17\/5>”
2
_— :O

t g =l
(=7)
, 2
Portanto, de (3.1) e(3.2), obtemos
_ Fo1 1445
lim = .
n—oo [, 2

3.2 O retangulo aureo e sua espiral

Os numeros de Fibonacci possuem uma ocorréncia consideravel na natureza. Na arte e
na arquitetura, o seu emprego tem sido bastante recorrente. Para elucidar essa afirmacgao, é
oportuno o conhecimento do retangulo dureo.

Vamos construir um conjunto de retangulos usando os ntmeros de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8§,
13, 21, e 34 que nos levam a alguns designs encontrados na natureza.

Comecamos anexando dois quadrados com lado lado [ medindo um unidade, isto é, [ = 1,
teremos um retangulo 2x1, sendo o lado maior igual a soma dos lados dos quadrados anteriores.
Anexamos agora outro quadrado com lado [ = 2 (o maior lado do retangulo 2x1) e teremos um
retangulo 3x2.

Continuamos a anexar quadrados com lados iguais ao maior dos comprimentos dos retangulos

obtidos no passo anterior. A sequéncia dos lados dos préximos quadrados sao:

3,5,8,13,. ..,
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1% E|

e

3

Figura 3.2: A partir dos lados do

Figura 3.1: Retangulo dureo Retangulo Aureo

que ¢é a sequéncia de Fibonacci.

Com um compasso, tracemos quartos de circunferéncias nos quadrados de lado | = 13, | =
8, 1=5,1=3,1=2,1=1 e =1
Considerando as concordancias dessas curvas, obteremos uma espiral como a que aparece na

figura, chamada espiral dourada.

3.3 A espiral logaritmica

A Espiral Dourada ou Espiral Aurea ¢ um exemplo da Razao Aurea na natureza, conhecida
também como espiral logaritmica, Jacques Bernoulli associou-a com a Razao Aurea, 0 nome
vem do principio que o raio da espiral aumenta entre os rolamentos conforme nos afastamos do
centro sem alterar sua forma, caracteristica conhecida como auto similaridade.

No minimo essa espiral nos deixa com um sentimento de curiosidade em saber como as coisas

da natureza se formam dessa maneira. A figura a seguir representa a Espiral Logaritmica.

Figura 3.3: Espiral logaritmica
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Essa Espiral Logaritmica também é conhecida como Espiral Equiangular, nome dado pelo
matematico e filésofo René Descartes (1596-1650) em 1638.
Ao tragar uma reta do foco (ponto inicial da espiral) até qualquer ponto da curva teremos

sempre o mesmo angulo, essa propriedade s6 pode ser obtida na Espiral Logaritmica.

3.4 O numero de ouro na natureza

A regularidade com que ¢ aparece na natureza é algo surpreendente. Animais, plantas, o
homem, todos obedecem a uma ordem que os levam a razao de ouro. No que segue veremos

alguns exemplos.

3.4.1 O Nautilus Marinho

O Nautilus é um molusco que vive no sudoeste do oceano pacifico. O nautilus é um dos seres
vivos que apresenta a razao aurea em seu desenvolvimento, sendo assim chamado de Espiral de
Ouro.

O nautilus possui uma concha de estrutura espiralada. Esta espiral pode ser construida
aplicando-se a sequéncia de Fibonacci como visto anteriormente, na formacao de uma série

de quadrados que, unidos, formam um retangulo dureo (rever a figura anterior se necessario).

|

A

Figura 3.4: Espiral tracada pelos qua-

drados do retangulo dureo Figura 3.5: Nautilus Marinho

3.4.2 Na flor de girassol

A natureza “arrumou” as sementes do girassol sem intervalos, na forma mais eficiente possivel,

formando espirais logaritmicas que tanto curvam para a esquerda como para a direita.
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O curioso é que os nimeros de espirais em cada dire¢do sao (quase sempre) nimeros vizinhos
na sequencia de Fibonacci. Os raios destas espirais variam de espécie para espécie.

Nos arranjos mais comuns (por exemplo, na flor de girassol ou de margarida ou, ainda, nos
pinhdes), a visdo é atraida para padroes notdaveis que unem cada elemento ao vizinho mais

proximo, formando, assim, as espirais.

Girassol (200 pontos)

Figura 3.7: Espirais da flor de gi-

Figura 3.6: Girassol rassol

Observe que a superficie é totalmente coberta com um nimero ¢ de espirais “paralelas”,
orientadas numa dire¢ao, e um numero j, orientada na outra.
Chamemos estas espirais de “aparentes”, uma vez que sua aparéncia é facilmente percebida
pela nossa visao.
Todos os padroes obtidos apresentam espirais com um dado conjunto de nimeros de parastiqueos
(7,7). Parastiqueos (parastichies) ¢ a denominagdo botanica para essas espirais aparentes ao
olho humano.
O mais surpreendente é que (i,7), sdo quase sempre dois nimeros consecutivos da série de
Fibonacci,

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Como, vimos anteriormente, cada novo termo da sequéncia de Fibonocci é a soma dos dois

precedentes.
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3.4.3 O corpo humano

Sabemos que para os gregos antigos, uma pessoa seria considerada bela, se possuisse um
padrao relacionado com o nimero 1,618.
Uma das dreas que Leonardo da Vinci estudou foi as proporg¢oes do corpo humano e aqui uma
vez mais temos a razao de ouro.
Em seus trabalhos relacionados a anatomia, Da Vinci se preocupou com os sistemas internos
do corpo humano.
Leonardo da Vinci era um génio de pensamento original que usou exaustivamente os seus co-
nhecimentos de matematica, principalmente o niimero de ouro em suas obras de arte.
O Homem Vitruviano é um desenho famoso que acompanhava as notas que Leonardo da Vinci
fez ao redor do ano 1490 num dos seus didrios.
Descreve uma figura masculina desnuda separadamente e simultaneamente em duas posi¢oes
sobrepostas com os bracos inscritos num circulo e num quadrado. A cabeca é calculada como

sendo um décimo da altura total.

Le

WM B W
Wy nogn
ORNo By N
SHm O LW

8: :
10:11 = 11:12
13:14=14:15

15:16 = 16:17 =,

Figura 3.9: O Homem Vitruviano e

Figura 3.8: O Homem Vitruviano suas proporcgoes

O desenho atualmente faz parte da colegao da Gallerie dell’Accademia (Galeria da Aca-
demia) em Veneza, Itélia.
Examinando o desenho, pode ser notado que a combinacao das posicoes dos bracos e pernas
forma quatro posturas diferentes.
As posicoes com os bracos em cruz e os pés sao inscritas juntas no quadrado. Por outro lado,
a posicao superior dos bragos e das pernas é inscrita no circulo. Isto ilustra o principio que na

mudanca entre as duas posigoes, o centro aparente da figura parece se mover, mas, de fato, o
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umbigo da figura, que é o verdadeiro centro de gravidade, permanece imével.
O Homem Vitruviano é baseado numa famosa passagem do arquiteto romano Marcus Vitruvius

Pollio, em que ele descreve as proporgoes do corpo humano:

Um palmo é a largura de quatro dedos

Um pé é a largura de quatro palmos

Um antebraco é a largura de seis palmos

A altura de um homem é quatro antebragos (24 palmos)

e Um passo é quatro antebragos

A longitude dos bragos estendidos de um homem ¢ igual a altura dele

A distancia entre o nascimento do cabelo e o queixo é um décimo da altura de um homem

A distancia do topo da cabeca para o fundo do queixo é um oitavo da altura de um

homem

A distancia do nascimento do cabelo para o topo do peito é um sétimo da altura de um

homem

A distancia do topo da cabega para os mamilos é um quarto da altura de um homem

A largura maxima dos ombros é um quarto da altura de um homem

A distancia do cotovelo para o fim da mao é um quinto da altura de um homem

A distancia do cotovelo para a axila é um oitavo da altura de um homem

A longitude da mao é um décimo da altura de um homem

A distancia do fundo do queixo para o nariz é um terco da longitude da face

A distancia do nascimento do cabelo para as sobrancelhas é um terco da longitude da

face

A altura da orelha é um terco da longitude da face
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O redescobrimento das proporgoes matematicas do corpo humano no século XV por Leonardo
e os outros € considerado uma das grandes realizagoes que conduzem ao Renascimento italiano.
O desenho é considerado um simbolo perfeito da simetria do corpo humano e um marco do
antropocentrismo. Um simbolo da interconexao do homem com o universo.

O estudo ficou celebrizado como “Homem Vitruviano”, sendo aceito como simbolo universal
da humanidade. Essa ilustracdo do Leonardo Da Vinci é usada como referencia estética de
simetria e propor¢ao no mundo todo. O desenho e o texto sao considerados o “Canone das
Proporcgoes”.

E interessante observar que a area total do circulo é idéntica a area total do quadrado e este de-

senho pode ser considerado um algoritmo matemaético para calcular o valor do ntimero irracional

¢ =1,618...



Capitulo 4

Propriedades dos nimeros de Fibonacci

“Nenhuma investigagao humana pode se considerar verdadeira ciéncia se nao passar por
demonstracoes matemdticas.”

Leonardo da Vinct

Neste capitulo mostraremos algumas propriedades interessantes dos nimeros de Fibo-
nacci.

Seja a sequéncia de Fibonacci

F(),Fl,FQ,...,Fn com neN e F0:F1:1.
Temos as seguinte propriedades:
Proposicao 4.1. A soma dos n primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci é dada por

Fo+Fi+...+F, 1 =Fy,—1

Prova: Por Inducao Finita, provamos ser vélida para o primeiro termo n = 1

supondo ser verdadeira para n = k

F0+F1—|—+Fk:Fk+1—1

23
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devemos provar para n = k + 1. De fato,

(Fo+Fi...+ Fro)+ Fy=(Fry1— 1)+ Fy = Fpyo— 1

Proposicao 4.2. A soma dos termos da sequéncia de indices impares pode ser dada por

F1—|—F3+F5—|—F2n—1:F2n—1

comn > 0.

Prova: A demonstracao é feita por inducao finita. Provamos a férmula ser valida para o
primeiro termo n = 1. Temos,

F1:1:2—1:F2—1
Supondo ser verdadeira para n = k, isto é,
FL+F+.. . +Fy—1

provemos que vale paran =k + 1.

Usando a hipoétese de indugao, podemos escrever:

Fi+ F3+ Fopy + Fogeyny-1 = (P14 Fs + Fop1) + Fopgo
= (For — 1)+ Fopp
= F2k+2 —1

= Fypyy — 1,
o que mostra a validade da férmula para todo n € N. [ ]

Proposicao 4.3. A soma dos termos da sequéncia de indices pares pode ser dada por

Fo+Fy+ Fy+ ...+ Fop = Fonq

Prova: A prova é feita por indugao finita. Provamos que a féormula é valida para o primeiro
termo n = 0,

Fo=1= Fyo41 = I1.

Supondo verdadeira para n = k,

Fo+ Fy+ Fy+ ...+ Fop = Fopq
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provemos sua validade para n = k + 1. De fato, usando a hipétese de indugao, temos

Fo+ Fy+ For + Foerry = (Fogg1) + Forygo
= (Forgs)
= Fyri1)+1,
o que mostra a validade da férmula para todo n € N. [ ]

Proposicao 4.4. A soma dos quadrados dos termos da sequéncia, pode ser dada por

P+ F 4+ F+Fy+...+F2=F, Fo

Prova: A prova é por inducgao finita. Mostraremos que a férmula é vélida para o primeiro
termo n = 0. Temos

Fo=1=1-1=F,- F;.
Suponha verdadeira para n = k, isto é,
Fo+F + Fy+Fy...+F=F), Fy.
Provaremos sua validade para n = k + 1. Usando a hipotese de indugao, obtemos
Fy+ FP+ B+ F o+ {4+ Fyy = B Foa + Fy
= Fipr - (F + Frp)
= Fir1 Frgo.
Portanto, pelo principio de indugao finita, a proposicao segue. [ ]

Definicao 4.1. Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a e b sao primos entre si se 0

unico divisor comum entre eles for 1.

Teorema 4.1. Os numeros consecutivos de Fibonacci sao primos entre si.

Prova: Vamos supor por absurdo que F}, e F,,;; possuem um divisor inteiro d > 1 em comum,
logo F},, — F,, 11 = F,,_1 também ¢ divisivel por d.

Se tomarmos F,, e F,_1 e repetirmos o processo, teremos que Fj,_s também sera divisivel por
d.

Por Indugao Finita sobre m podemos provar que se F;,_,, € F,_ (1) possuem um divisor d em

comum, entao F,_ (49 também ¢é divisivel por d, sendo m < n — 2.
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Temos que para m = 0 é verdade (mostrado acima).

Supondo verdade para m = k, temos

Fok — Fo_er) = Fammy2)

com d divisor de ambos os lados.

Temos que provar para m =k + 1

Foe+1) — Facer2) = Fro3) = Fe(k41)42)

Como o lado esquerdo, Fy,_ 41y € Fl—(k42) sao divisiveis por d, entao o lado direito, Fy,((x+1)+2),
também ¢é divisivel por d.

Assim, repetindo-se o processo varias vezes, teremos que Fy é divisivel por d, o que é absurdo,
pois Fp=1ed > 1.

Logo F,, e F,, 11 sao primos entre si. [

Provaremos a seguir uma identidade 1til sobre nimeros de Fibonacci:

Proposicao 4.5. F,,,., = F,,F, 1+ FnF, Vm,neNn>1.

Prova: Provando por Inducao Finita, sobre m temos que para m =1

Foo = FF,1+FF,
- Fn—l +2F,

= Fn+l+Fn

Logo,

Fn+2:Fn+l+2Fn:F1Fn+1+F2Fn

Para m = 2, vem:
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Foyz = FF, 1+ F3F,
= 2F, 1+ 3F,
= K+ EFE,+F,+F,+F,
= (Fh+F) + (Foo +F) + F,
= K+ Fa+F,

= Fn+1+Fn+2

Logo,

Fn+3:F2Fn—1+F3Fn

Supondo verdadeiro para m = k

Fiing1 = FpFyq + Fra B,

Temos que provar que vale para m = k + 1, como supomos verdadeiro até um certo ponto
m = k, temos que pela hipétese indutiva a férmula é valida para m = k — 1.

Assim,

Fosiy4nt1 = Fron + Frgng
= (FoaFx+ F.Fy) + (FpFhy + Fra )
= Fo1(Fr1+ Fy)+ Fo (Fe+ Fryq)
= Fy1Fpp1 + FoFpgo
= Fo1lr + By
]
Proposicao 4.6. A diferenca entre os quadrados dos termos da sequéncia de Fibonacci cujos

indices diferem em dois € também um numero de Fibonacci.

Prova: De acordo com a propriedade anterior, temos

Fm+n+1 =k + Fm+1Fn
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e para o caso particular de m = n, obtemos:

F2n+1 - FnFn—l +Fn+1Fn

= Fn<Fn71+Fn+1)

Como

Fn+l:Fn—1+Fn - Fn:Fn—l—l_Fn—l

Temos

F2n+1 = (FnJrl _anl) : (Fn+1 +anl) = FT%.H _Fr%—l

Teorema 4.2. mdc (Fy,, F,) = Fgeimn), Ym,n € N.

Prova: Observemos primeiro que mdc (F,, F,,41) = 1, Ym,n € N. Isso vale para n = 0 pois

I} =1 e, por inducao,

mde (Fpi1, Frye) = mde (Fri, Fogr + ) = mde (Fiq, ) =1

Além disso, se m = 0, mdc (Fy,, Fy,) = mdc (0, F,) = F, = Frge(mn), Vi € N.

Vamos entao provar o fato acima por inducao em m.

Suponha que a afirmagao do enunciado seja valida para todo m < k (onde k > 2 é um inteiro
dado) e para todo n € N.

Queremos provar que ela vale para m = k e para todo n € N, isto é, que mdc (Fy, Fy,) = Frac(kn)
para todo n € N.

Note que, se n < k, mde (Fy, F,) = mdc(F,, Fy) = Fracr,r) = Finde(ry,F,), por hipdtese de
indugao. Ja se n > k,

Fn = Foiy+k = Fo—iy Fe—1) + F—ks1)F, e logo

mdc (Fy,, F,) = mde (Fy, Foeiy Fie—1) + Finoks1)Fr) = mdc (Fy, Fin_gyF—1)) = mdc (Fy,, Fo_g),
pois mdc (F, Fi—1) = Frdc(en—k) = Fnde(in) []



Corolario 4.1. Sem > 1 e m é um divisor de n entao F,, divide F,,.

Além disso, se m > 3 wvale a reciproca: se F,, divide F,, entao m divide n.
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