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RESUMO

A solucdo da maior parte dos problemas atuais nas diferentes areas do
conhecimento tem requerido um didlogo mais efetivo entre disciplinas e entre
profissionais. Isso envolve a mobilizacdo de diferentes especialistas e
conhecimentos na tentativa de buscar solu¢cdes mais adequadas. Inseridas
nesse contexto, estdo os problemas relacionados aos Fendmenos de
Transporte que possuem um viés com a Matemética. O estudo das equacdes
de Navier-Stokes, que fazem uso das Equacdes Diferenciais Parciais (EDP),
desperta interesse dos estudiosos da area da analise numérica, visto que a
partir destas pode-se determinar os campos de velocidade e pressdo de um
escoamento, sendo possivel, assim, fazer previsdo de escoamento de fluidos
através de tubos ou até do sangue através de uma artéria. Neste trabalho
foram estudados dois casos particulares para as equacdes de Navier-Stokes
(equacdo do movimento) para fluidos Newtonianos. Com a resolucdo dos
problemas, confirmamos a extrema interdependéncia dos problemas propostos
com artificios matematicos especificos, evidenciando o uso das EDP no
escoamento de um fluido entre placas paralelas e entre discos.

Palavras-Chave: Fendmenos de Transporte, Equacdes de Navier-Stokes,
Equac0es Diferenciais Parciais



ABSTRACT

The solution of most of the current problems in different areas of knowledge has
required a more effective dialogue between disciplines and between
professionals. This involves the mobilization of different experts and knowledge
in an attempt to seek appropriate solutions. Inserted in this context, the
problems are related to Transport Phenomena that have a bias with
mathematics. The study of the Navier-Stokes equations, which make use of the
Partial Differential Equations (EDP) arouses interest of researchers in the area
of numerical analysis, whereas from these may determine the velocity field and
pressure a flow, and can thus make prediction of fluid flow through pipes or
even blood through an artery. In this research we studied two particular cases
for the Navier-Stokes (equation of motion) to Newtonian fluids. With the
resolution of the problems, we confirm the extreme interdependence of the
proposed problems with specific mathematical artifices, showing the use of EDP
in the flow of a fluid between parallel plates and between discs.

Keywords: Transport Phenomena, Navier-Stokes Equation, Partial Differential
Equations
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1 INTRODUCAO

Uma equacao diferencial ordinaria possui derivadas de apenas uma
variavel enquanto que uma equacdo diferencial parcial possui derivadas
parciais da funcéo incognita. Muitas leis fisicas como: Leis de Newton para o
resfriamento dos corpos, Equacdes de Maxwell, Equacbes da Mecanica
Quantica de Schrodinger e Equacdes de Navier-Stokes s&o escritas por
Equacdes Diferenciais Parciais que relacionam o espaco e suas derivadas com
o tempo (MEDEIROS; MIRANDA, 2003).

As equacdes de Navier-Stokes sédo equacdes diferenciais parciais que
descrevem o escoamento de fluidos. A partir destas pode-se determinar os
campos de velocidade e de pressdo em um escoamento. Logo, sdo muito Uteis,
pois descrevem a fisica de um grande numero de fendbmenos de interesses
econdmicos e académicos (BATCHELOR, 2000).

Estas equacbes sao utilizadas para modelar o clima, correntes
oceanicas, fluxo ao redor de aerofélios de automéveis e de avides, propagacao
de fumaga em incéndios e em chaminés industriais. Também sdo usadas
diretamente nos projetos de aeronaves e carros, nos estudos do fluxo
sanglineo, no projeto de usinas hidrelétricas, na analise dos efeitos da
poluicdo hidrica em rios, mares, lagos, oceanos e da dispersdo da poluicao
atmosférica, etc (MEDEIROS; MIRANDA, 2003).

Na pratica, somente 0s casos mais simples das equacdes de Navier-
Stokes podem ser resolvidos analiticamente. Estas sdo equacdes diferenciais
parciais ndo-lineares em praticamente todas as situacdes reais, o que dificulta
a obtencédo da solucdo. Ainda, as condi¢cdes de contorno iniciais fazem com
que a maioria dos problemas sejam dificeis ou impossiveis de serem
resolvidos. Para tais situacdes reais, como a sustentacdo de uma asa de aviao,
a solucado dessas equacdes € aproximada com a utilizacdo de computadores.

Dentre os diversos tOpicos possiveis que podemos encontrar 0 uSsO
aplicado da matematica, apresentamos neste trabalho a interdisciplinaridade
com os Fendbmenos de Transporte. Esse assunto inclui trés tdpicos
intimamente relacionados: dindmica dos fluidos, transferéncia de calor e
transferéncia de massa (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2004).
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Diante do exposto, o objetivo deste trabalho € oferecer solucdes
particulares para o escoamento de fluidos newtonianos (dindmica dos fluidos)
mediante o0 uso das Equacdes Diferenciais Parciais, onde serdo abordados
dois casos, escoamento entre placas e escoamento entre discos, envolvendo
as equacdes de movimento das substancias fluidas, também conhecidas como

Equacdes de Navier-Stokes.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Fluido
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2 ESTADO DA ARTE

E importante ter alguma idéia sobre a estrutura do que envolve o tema
Fendbmenos de Transporte. Sem essa perspectiva, ndo € possivel apreciar 0s
principios de unificacdo do assunto e a inter-relacdo dos varios topicos com a
matematica. Nesse sentido, nos itens subsequentes, serdo tratados os tépicos

gue contextualizam a situagcéo problema descrita anteriormente.

2.1 Fendmenos de Transporte

O assunto fendmenos de transporte inclui trés topicos relacionados:
dindmica dos fluidos, transferéncia de calor e transferéncia de massa. A
dindmica dos fluidos envolve o transporte de momento, a transferéncia de calor
lida com o transporte de energia e a transferéncia de massa diz respeito ao
transporte de massa de varias espécies quimicas. Para todos o0s topicos
apresentados, as ferramentas matematicas usadas para descrever esses
fenbmenos sdo muito similares. Assim, é extremamente importante o
entendimento e conhecimentos dessas ferramentas para os desdobramentos e
desenvolvimentos dos fendmenos de transporte (BIRD; STEWART;

LIGHTFOOT, 2004).

2.2 Fluidos e viscosidade

Pode-se definir fluido como uma substancia que se deforma
continuamente, isto é, escoa sob acdo de uma forca tangencial por menor que
ele seja (GOMES, 2002).

for¢a tangencial
Sua
"

deformacio

Figura 1 - For¢a tangencial agindo sobre um fluido. Fonte: (GOMES, 2002).



15

O conceito de fluidos envolve liquidos e gases, logo, € necessario
distinguir estas duas classes: liquido é aquela substancia que adquire a forma
do recipiente que a contém possuindo volume definido e, é praticamente,
incompressivel. JA 0 gas é uma substancia que ao preencher o recipiente néo
formar superficie livre e ndo tem volume definido, além de serem
compressiveis (GOMES, 2002).

Para fluidos de baixo peso molecular, a propriedade que caracteriza a
resisténcia ao escoamento € a viscosidade. Ou seja, quanto maior a
viscosidade, maior é a resisténcia ao movimento e menor € sua capacidade de
escoar (fluir). A Figura 2 esboca, de maneira geral, 0 comportamento de um
fluido entre duas placas. Para um fluido, as tensdes de cisalhamento aparecem

devido ao escoamento viscoso e a viscosidade é a consequéncia do atrito

interno.
y v Onde:
3 F
: F F: For¢a aplicada na placa
o . superior
; / Elemento | [ A: Area da placa
Fluido P _ _
W: Viscosidade
] 1. Tensdo de cisalhamento
X V: Velocidade

Figura 2 - Comportamento de um fluido entre duas placas. Fonte: Adaptada de (LIVI, 2004)

by

O fluido junto a placa superior ira se deslocar com velocidade V,
enguanto aquele junto a placa inferior estard com velocidade nula. Em cada
secdo normal as placas, ira se formar um diagrama de velocidades, onde cada
camada do fluido desliza sobre a adjacente com certa velocidade relativa.

Nesse sentido, define-se a Lei de Newton da Viscosidade pela Equacéao 1.

avx
T=— E Eq. (l)
Esta equacdo afirma que a forca cisalhante por unidade de éarea é
proporcional ao negativo do gradiente de velocidade (BIRD; STEWART,;

LIGHTFOOT, 2004). E valido salientar que um fluido estacionario ou com
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movimento uniforme, a tensdo em um ponto € independente da direcdo, e
dessa forma ela pode ser representada por uma Unica quantidade escalar
(como pelo perfil de velocidade, na Figura 2, por exemplo). Nesse caso a
tensdo também é chamada de pressdo. Dessa forma a pressao € tomada como
uma medida de forca por unidade de area, resultado da manifestacdo meédia da
colisdo de um fluido com as paredes do recipiente que o contém. Outra
propriedade importante é a temperatura, que € uma variavel que impacta
diretamente sobre a viscosidade.

A resisténcia ao escoamento de todos os gases e liquidos com peso
molecular menor que 5000 é valida para a Eq. 1 e tais fluidos séo classificados
como fluidos newtonianos, por ex: agua, liquidos finos assemelhados e os
gases de maneira geral (além disso, se a densidade do fluido = cte ou
despreziveis, denomina-se fluido newtoniano incompressivel). Liquidos
poliméricos, suspensdes, lamas, pastas e outros fluidos complexos, a Eq. 1
ndo é vélida e sdo classificados como fluidos ndo newtonianos. Ha varias
categorias deste Ultimo, sendo apresentados brevemente abaixo. Essas
categorias sdo baseadas nas relacbes entre a tensdo e o gradiente de
velocidade (variagdo da tensdo de cisalhamento) no fluido. Tais relagbes
podem ser vistas no grafico da Figura 3 para varias categorias de fluidos.

Sélido ideal

4 , Sélido Real

T s
: Plastico Ideal
|

Fluido ndo Newtoniano

|

!
!
!
)
!

Fluiqgs Newtonianos

Fluido i(le;al (1,1.‘.
dy

Figura 3 - Tens&o de cisalhamento em funcéo da taxa de deformac&o. Fonte: (ALE, 2011)

Uma vez que as Equacdes de Movimento levam em conta a analise

sobre um pequeno elemento de volume, faz-se necessario introduzir a idéia da
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segunda Lei de Newton, Equacdo 2, que sdo escritas para uma particula de
fluido.

> -»> >
Fparticula = Mparticula . dparticula Eq (2)

onde: Fparticua € @ forca resultante que age sobre a particula de fluido,
enquanto Mparticula € @particula  COfrespondem a massa e a aceleracao,
respectivamente. Por definicdo, a aceleracdo da particula de fluido é a
derivativa no tempo da velocidade da particula (CENGEL; CIMBALA, 2015),
como na Equacao 3 a seguir:

_>
> dVparticula
dparticula = T

Eq. (3)

2.3 Fluxo

Imagine um pequeno quadrado inserido dentro de um fluido.
Obviamente o fluxo através deste quadrado depende da orientagdo do
quadrado. Se ele for colocado com a sua normal paralelo a velocidade o fluxo,
i.e., a quantidade de fluido por unidade de tempo que atravessa este quadrado

vale

=é (v.dta) =v.a Eq. (4)

enquanto se ele for colocado perpendicular a velocidade do fluido ndo havera

fluxo. Este resultado pode ser resumido como

d=F.a.cos0=F.a Eq. (5)

Observe que o fluxo através de uma area é um escalar. Imagine agora
gue vocé deseja calcular o fluxo através de uma superficie fechada (um baléo).
Para fazer isso podemos primeiro dividir esta superficie em varios
guadradinhos e usar o conceito acima para calcular o fluxo através de cada um
destes quadrados. Como queremos saber se ha fluido entrando ou saindo do

baldo, damos um valor positivo para a normal de cada area que aponta para
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fora do balédo e negativo para a que aponta pra dentro, conforme pode ser visto

na Figura 4. Chamamos isso de orientar as areas.

Figura 4 - Esquema da orientagdo do fluxo em um bal&o.

O fluxo total pelo balédo sera

(I)=21Fa1 Eq (6)

No limite de ai — 0, temos
o= fF.da Eq. (7)

esta é uma integral de superficie de um campo vetorial F. Ou seja, a integral de
superficie de F sobre uma superficie S significa apenas dividir S em pequenas
partes, cada uma representada por um vetor orientado para fora de S e tomar o

produto escalar desta area com o valor de F no local (BATCHELOR, 2000).

2.4 Regimes de escoamento

O regime de escoamento, se lamelar ou turbulento, € determinado pela
seguinte quantidade adimensional, Equacdo 8, chamada de numero de
Reynolds (RUI; FERNANDES, 2012).

Ng= vam Eq. (8)

em que: D é o didmetro do tubo, p € a densidade, u € o coeficiente de
viscosidade e Vm € 0 médulo da velocidade média de escoamento do fluido. A
velocidade média de escoamento é definida como sendo a velocidade
constante, igual para todos os elementos de volume do fluido, que produz a

mesma vaz&do. E um dado experimental que o escoamento de um fluido pode
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ser lamelar ou turbulento, vide Figura 4, conforme o valor do numero de
Reynolds: Nr < 2 000 laminar e Nr > 3000 turbulento (RUI; FERNANDES,
2012).

L

I

d

V=N _(XI

Figura 5 - Fluido escoando através de um tubo em regime (a) laminar e (b) turbulento. Fonte: (CORTEZ,
2011)

A importancia fundamental do nimero de Reynolds é a possibilidade
de se avaliar a estabilidade do fluxo podendo obter uma indicacdo se o
escoamento flui de forma laminar ou turbulenta. O numero de Reynolds
constitui a base do comportamento de sistemas reais, pelo uso de modelos
reduzidos (LIVI, 2004).

2.5 Gradiente e Divergente

Para varias propriedades ou grandezas fisicas é possivel verificar uma
distribuicdo espacial onde sua intensidade varia. A matematica disp6e de uma
ferramenta conveniente para descrever quantitativamente as variacdes
espaciais das grandezas e propriedades. Essa ferramenta, o gradiente, é
usada com profundidade no célculo, na algebra e nas diversas areas da fisica.
Entretanto, é possivel apresenta-la de forma simplificada e indicar suas
propriedades gerais, posto que ela é muito (til para explicar fenébmenos
basicos, interessantes e relativamente simples acerca das grandezas fisicas

(VALLE, 2008).
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Formalmente, existem func¢des de multiplas variaveis, onde cada qual
destas variaveis pode representar um versor (vetor de comprimento igual a 1)
que constitui a base de um espaco vetorial necessaria para representar esse
espaco. Assim, uma funcdo qualquer f(x,y,z) poderia ser a descricdo da
distribuicdo espacial de alguma propriedade ou grandeza. Sobre uma funcéo
desse tipo, existe um operador linear que, quando aplicado a fungéo, produz
um vetor que sempre aponta para o ponto maximo da fungdo, descrito pela
derivada espacial da funcdo em relacéo a cada versor de uma base do espaco
vetorial que englobe a tal fungéo. Isso significa simplesmente que o gradiente é
uma medida da taxa de variacdo de uma grandeza com 0 espago e produz um
vetor que sempre aponta para o ponto onde a propriedade ou grandeza é mais

intensa (VALLE, 2008). Algebricamente, tem-se que:

> of of of Af Af Af
Vf(X'YJZ)_ &'%'E)N(E'A_y'g Eq (9)

Considere, agora, a mesma funcdo no espaco tomada anteriormente,
sendo vetorialmente continua e com derivadas continuas pelo menos até a

primeira ordem. Por definicdo, divergente € um escalar calculado pelo produto

_>
escalar V e a fungéo vetorial considerada.

>> 5 of of
V.F=—+—+—
15):¢

't Eqg. (10)

O divergente esta relacionado, assim, com quanto de fluido entra (ou
sai) de um volume, seja pela criagdo (ou absorgéo) deste fluido, seja pela sua
compressdo (BATCHELOR, 2000).

2.6 Equacdes Diferenciais Parciais

Uma Equacéo Diferencial Parcial (EDP) € uma equacdo que envolve
uma funcdo desconhecida u (x1, . . ., xn) € suas derivadas parciais de até uma
certa ordem. A ordem de uma equacdo diferencial parcial € a ordem da
derivada mais alta que aparece na mesma. Por exemplo, uma equacdo
diferencial de primeira ordem nas variaveis X, y é da forma

F(x,y, u,uxuy) =0,
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engquanto uma equacao diferencial parcial de segunda ordem nas variaveis X, y
é da forma

F(X, Y, u,UX,Uy,U.xy,U.XX,U.yy) =0.

Chama-se solugcéo de uma equacao diferencial parcial a uma funcéo
que verifica identicamente essa equacgéo. As solucdes se classificam em:
I. Solucédo geral - apresenta n constantes independentes entre si (n =
ordem da Equacao Diferencial Ordinaria);
. Solugédo Particular - obtida da geral, mediante condi¢cbes dadas
(chamadas condi¢des iniciais ou condigcdes de contorno) (HAUSER,
2011).

Para a busca da solucdo, podem ser empregados diversos métodos.
No Principio da Superposicdo, Se w1, w,... un S0 solucdes de uma EDP linear e
homogénea, entdo a combinacdo linear u = cim+c2iz+..+cnth também é
solucdo dessa equacdo, onde ci1, cz, ..cn SA0 constantes. Admitiremos que
sempre que tivermos um conjunto infinito ui, uz, ... de solu¢cdes de uma
equacao diferencial parcial linear e homogénea, poderemos obter uma outra

solucéo construindo a série infinita.

u-= Z Un Eq. (11)

J& a técnica da Separacdo de Variaveis reduz uma equacao diferencial
parcial a varias equacdes diferenciais ordinarias. Para resolver uma equacao
diferencial parcial por separacao de variaveis, supomos que uma solucdo pode
ser expressa como o produto de duas funcdes desconhecidas, em que uma
delas é funcdo de apenas uma das variaveis independentes e a outra das
restantes. A equacao resultante escreve-se de modo a que um dos membros
dependa apenas de uma das variaveis e o outro das variaveis restantes. Sendo
assim cada um dos membros ter4 de ser uma constante, o que vai permitir
determinar as solu¢des (HAUSER, 2011).
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2.7 Equacao do Movimento

Para sistemas isotérmicos, a Equacédo do Movimento se fundamenta na
22 Lei de Newton do movimento (EqQ. 2), na qual se faz um balanco de forcas
(taxa de quantidade de movimento) em um elemento de volume, de volume
dxdydz. O balanco de forcas atuando no volume de controle, Figura 5, € escrito

da maneira como segue na Equacéo 12:

[Taxa de aumento de momento]| = [Taxa de entrada de momento] - [Taxa de saida

de momento] + [Taxa externa sobre o fluido] Eq. (12)

Z4

(x+Ax, v+ Ay, z + Az)

bxx lx : ¢IX| x +Ax

X

Figura 6 - Elemento de volume fixo indicando o fluxo de momento de direcdo x através das superficies por
todos os mecanismos. Fonte: (BIRD; STEWART,; LIGHTFOOT, 2004)

A Eg. 5 € uma equacao vetorial com componentes em cada uma das
trés coordenadas x, y e z. A seguir, deduziremos a componente x de cada
termo da Eq. 5, pois os termos y e z sdo tratados de analogamente.

Primeiro, consideramos as taxas de momento de dire¢do x para dentro
e para fora do elemento de volume evidenciado na Figura 5. O momento entra
e sai de Ax, Ay e Az por dois mecanismos: transporte convectivo e transporte
molecular. A taxa com que a componente do momento de direcdo x entra
através da face sombreada em x por todos 0s mecanismos — € (¢xx)|x AyAz e a
taxa com que ela sai pela face sombreada em x+Ax € (¢xx)|x+ax AyAz. As taxas
com que momento de direcdo x entra e sai nas faces y e Ay sao,

respectivamente, (dyx)|y AzAx e Xx+AxX é (¢yx)|y+ay AzAx. De forma analoga, faz-se
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para a coordenada z. Quando essas contribuicbes sdo somadas, obtemos a

taxa liquida de adicdo de momento de direcdo x, conforme a Equacéo 13:

AYAZ ((I)xxlx - (I)Xx|x+AX) + AzAx ((I)yxly - (I)yx|y+Ay) + AXAy ( (I)ZXlZ - (I)ZX|2+AZ) Eq (13)

através de todos os trés pares de faces. A seguir vem a forca externa
(tipicamente a forca gravitacional) agindo sobre o fluido no elemento de

volume. A componente x desta forca esta descrita na Equacao 14:

PGAXAYAZ Eq. (14)

As Equacdes 13 e 14 correspondem as componentes na dire¢do x dos
trés termos no lado direito da Equacdo 12. A soma desses termos deve entao
ser igualada a taxa de aumento de momento de direcdo x no interior do
elemento de volume: AxAyAz d(pvx)/ot. Quando isso é feito, temos o balango da
componente de momento de direcao x. Quando essa equacao € dividida por
AxAyAz e toma-se o limite quando AxAyAz tendem a zero, resulta na Equacéo
15:

0 0 0 0
a pvx = - & (I)XX + 5 (I)yx +5 (I)zx) + PYx Eq (15)

Neste ponto, fizemos uso das definicdbes de derivadas parciais. As
equacdes para as componentes y e z do balangco de momento podem ser
desenvolvidas de forma analoga. Na Equacao 16, utilizando a notacéo vetorial-

tensorial, escrevemos a equacao para as trés componentes, ou seja

0 .
T PVi=- [V.¢li+pgi i=xyz Eqg. (16)

Fazendo i igual a x, é possivel reproduzir a Equacdo 8 e, assim
sucessivamente, para as componentes y e z. As grandezas pvi Sao as
componentes Cartesianas do vetor pv, que é o momento por unidade de

volume em um ponto no fluido. Similarmente as grandezas pgi sdo as
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componentes do vetor pg que é a forca externa por unidade de volume. O
termo - [V. ¢]i € o i-ésimo componente do vetor - [V . ¢].

Quando o i-ésimo componente da Eq. 16 € multiplicado pelo vetor
unitario da direcdo i e os trés componentes sdo somados vetorialmente,

podemos escrever como segue na Equacao 17:

= pv=-[V.¢] + pg Eq. (17)

gue é a forma diferencial da Lei de conservacdo de momento. Ela é a versdo
da Equacdo 12 usando simbolos mateméticos. Para além disso, o tensor fluxo
combinado de momento, ¢, € a soma do tensor fluxo convectivo de momento,
pvv, e do tensor fluxo molecular de momento, tt, sendo que esse Ultimo pode
ser escrito como a soma de pd e t. Quando inserimos ¢ = pvv + pd + T ha

Equacgéo 17, obtemos a Equacao 18, chamada de Equacdo do Movimento:

0
gpv:-[v.pvv]-Vp-[V.r]+pg Eq. (18)

Nesta equacdo, Vp € um vetor chamado de “gradiente e p (p é

escalar)”’, algumas vezes escrito como “grad p”. O simbolo V.t € um vetor
chamado “divergéncia de t (que é um tensor)” e [V.pvv] € um vetor chamado
“divergente de pvv (que é um produto diadico, ou seja, produto de dois

vetores)” (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2004).
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3 PROBLEMAS PROPOSTOS

3.1 Escoamento entre placas paralelas

Considerando que o escoamento do fluido se deve ao movimento da
placa superior para um fluido newtoniano e incompressivel, conforme pode ser

visto na Figura 7, temos:

— 0 —
<

Figura 7 - Escoamento entre placas paralelas

Consideracoes:

1) W>>B

2) Ap = 0 (fluido incompressivel); p = cte
3)Vy=V,=0

4) Vx = Vx(y)

o Vi . L
5) a_tl =0 (regime estacionario)

6) Condi¢cdes de contorno:
Em y= 0,Vx=0
Em y= B,Vx=V

A equacdo do movimento para um fluido Newtoniano com p e u
constantes, levando em conta as consideragcbes supracitadas, para

coordenadas cartesianas (x,y, z) €:
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6 V1
Vi(y)#=Vx Vy= =0 Vx(x) = Vx  Vx(z) = Vx Fluxo horizontal
6V 6VX 6Vx 62 / 2Vx 82/
6 t i y p X

Apos as simplificacdes, temos:

0% Vx 0% Vx

8Vx
6y2=0:>f52_

0= [—-= —':> Vx(y) = c1y + c2

1)

Através das condi¢cdes de contorno € possivel determinar os valores

das constantes c1 e c2.

Emy=0,Vx=0= c2=0
Emy=B,Vx=V2 V=cB > =
Portanto, a solucao particular para o problema proposto é:

\'
V() =y g

3.2 Escoamento radial entre discos

Uma parte de um sistema de lubrificagdo consiste em dois discos
circulares entre os quais escoa radialmente um lubrificante, conforme visto na
Figura 8. O escoamento € devido a forca da gravidade, onde o movimento é

radial e o fluido entra pelo eixo z.

l Entrada de fluido

Escoamento radial para
fora entre os discos

Figura 8 - Escoamento radial para fora, no espago entre dois discos circulares e paralelos
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Consideracoes:
Drz>b= V=0

0
oV . L
3) 8_tr = 0 (regime estacionario)

4) Vo= 0 (n&o esta girando)
5) S6 ha movimento em r=) Vr # 0
6) A velocidade varia com z=y Vr = Vr(z)
7) Condicdes de contorno:
Emz=0,Vr=0
Emz=b,Vr=0

A equacdo do movimento para um fluido Newtoniano com p e u
constantes, levando em conta as consideragcbes supracitadas, para

coordenadas cilindricas (r, 6, z) é:

V,=0 Vo=0 avr
ot

6Vr_ 6V1‘_
(av LYo oy, v 1a Vr)) 15
/06 8r r? 692
Vo=10
&*Vr 2 oX6
07> 1%/00 | +pgr=0

Apos as simplificacbes, temos:

2
+ C1Z +C2

0*Vr
W tpgr= 02 [ Tr =[Py (S [P ) V() =

Através das condicbes de contorno é possivel determinar os valores
das constantes ci e c2.
Emz=0,Vr=0= 2=

pgb.

Emz=b Vr=0= — P8
2p

+C1b 0= c1=



Portanto, a solucéo particular para o problema proposto é:

_ —pgz’ | pgbz P8z,
Vi(z) = ” + o = Vi(z) = ” (b-z)

28
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4 CONCLUSOES

A partir da resolucdo dos problemas propostos, ficou evidenciado o
modo como a Mateméatica é aplicada em uma area da engenharia
contemporanea. Foram utilizados diversos conceitos mateméticos como:
sistemas de coordenadas (cartesianas e polares) e equacdes diferenciais
parciais. O indispensavel e sélido conhecimento desses artificios matematicos
€ parte fundamental para a resolucdo dos problemas descritos. Embora os
casos propostos apresentarem geometrias diferentes, o principio aplicado foi
mesmo e com o uso dos artificios j& comentados, foi possivel determinar as
respectivas equacdes do movimento do fluido, que é escrita em funcdo da

velocidade.
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Apéndice A — Equacdo do movimento para um fluido newtoniano com p e
p constantes

A Equacdo do movimento (Navier-Stokes) deduzida no corpo do
trabalho € uma Equacéo Geral considerando a influencia de todas as variaveis.
Os problemas apresentados s&o casos particulares e foram resolvidos
mediante a utilizacdo das equacbes B.6-1 e B.6-4, retiradas de (BIRD;
STEWART; LIGHTFOOT, 2004).

B.6 EQUACAO DO MOVIMENTO PARA UM FLUIDO
NEWTONIANO COM p E p CONSTANTES

[pDv/Dt = =¥p + uV + pgl

Coordenadas cartesianas (x, y, 2):

(dv, LS AT R @3}{@3{
AR AR Tl Rl Pr R M (B6-1)

'p(r?vu v,y c?vy) ap oy oy d)

a hua Ty TR '@”‘&f* T 2d+p85r (B62)

o a9 [, aw :ﬁ; . "
Ast o Py e TR TR a‘y1 PE: (B&-3)
Coordenadas cilindricas (r, 6, 2):
v, d, vdv, du, v\ dp 14 1d%, d, )4y
P(aT*”raﬁraa“’a—z ?) it [6r(f&r(m) ‘AT B8
dvy v, vaav, @ v 19 |af1a 1&'1:5 dy, 94y, L.
p(dtﬂ'ar*rae e il P'&r{ rg) | + raﬂ3+52+r§§ @ (B&S)
dvp 0 iy ) o |14 0 1%, %,
iy =t ===+ bt b |+ g,
"(at har ' a&”’az) n Mra\"ar) A | (B
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